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Zur algebraischen Theorie der Formen. I. 


Von 
HERMANN Lupwic ScuHmip in Berlin. 


1. Das Problem. k sei ein Korper, n eine natiirliche Zahl und 2,, 2, ..., Z, 
unabhangige Unbestimmte. y,, yg, - - -, y, seien nm Formen in den x mit Koeffi- 
zienten aus k. 

Yrs +++ Yn 
R= Ty, +++) In 
bezeichne die Resultante der Formen y, gebildet nach den Unbestimmten z. 
Wenn die y algebraisch unabhangig sind, ergeben sich 2,, ..., 2, als tiber 
k(y,, -- +; Y¥,) algebraische Elemente, welche den Gleichungen 


Yr (2, +++) Zn) = Yo (v=4,...,”) 
geniigen. Die Frage, wann die x ganz algebraisch von den y abhangen, wird 
durch folgenden Satz von HiLBert beantwortet?). 

Satz A. 2,,..., %,, hdngen dann und nur dann ganz algebraisch von den yy, ..., 
y, 2b, wenn das Verschwinden aller y das Verschwinden aller x zur Folge hat. 

Oder anders ausgedriickt: 

R + 0 ist die notwendige urd hinreichende Bedingung fiir die ganz-algebraische 
Abhdngigkeit der x iiber k[y). 

Fiir die Anwendungen ist die Bemerkung von Nutzen, da8 Satz A auch noch 
giiltig bleibt, wenn die z Unbestimmte von gegebenen ‘positiven Gewichten 
und die y gewichtshomogene Polynome sind. 

Die ganz-algebraische Abhangigkeit dér z von den y ist, wie der Beweis von 
Satz A ergibt, gleichbedeutend mit der Existenz einer endlichen Modulbasis 
des Integritatsbereiches k[x] iiber dem Integritatsbereich k[y]. Durch Ab- 
zihlung der Maximalzahl beziiglich k(y) linear unabhangiger Elemente einer 
solchen Basis und durch Spezialisierungen beweisen wir 

Satz B. Ist R+ 0 und hat y, den Grad g, (v = 1, ..., n), so gilt die Grad- 
beziehung 


n 
(k(x): k(y))= J] e- 
vel 
Satz B ist fiir den Fall allgemeiner Formen mit unbestimmten Koeffizienten 
leicht zu Leweisen; die erwahnte Abzihlung bietet dagegen bei Formen mit 
spezialisierten Koeffizienten einige Schwierigkeiten. 


1) D. Hitpert: Uber die vollen Jnvariantensysteme. Math. Ann. 42, 313-373 (1893), 
§ 4 = Gesammelte Abhandlungen II, S. 299 ff. 
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2 Hermann Lupwic Scamp: 


Von den Saétzen A und B machen wir folgende Anwendung: Herr Te1ca- 
mi tuer bendtigt im Rahmen seiner Untersuchungen iiber Rremannsche Fla- 
chen einen Satz iiber ganz-algebraische Abhangigkeit, den er nur mit analyti- 
schen Hilfsmitteln beweisen konnte, der sich jetzt als einfache Anwendung der 
Satze A und B ergibt?). 

t, by, bs, ..-, 6, seien unabhangige Unbestimmte, n zur Charakteristik von 
k prim, falls k von Primzahlcharakteristik ist, und 


f(t) = 2" + byt -++ + by 


ein Polynom in t. 
6(t) = 9—* + a, 9? + °° + ys 
entstehe aus der Ableitung f(t) durch die Transformation + = /(¢).*) Dann 
beweisen wir 
Satz. C. Der Transzendenzgrad von k(a,,..., 4, ,) iiber k ist gleich n — 1. 
hy, - . -» 6, sind ganz algebraisch iiber k[a,, ...,4,.,). Es gilt die Gradbeziehung 
[Ae (bg, « - +5 b,) : (a), - - +5 py) = -*. 


2. Beweis von Satz A‘). Es existiert eine natiirliche Zahl p, so daB fiir jedes 
v=1i,...,” gilt 


(4) z?R=0 (Yrs «++» Yn) ®). 


Wir setzen r = (p — 1) n + 4. Aus (1) folgt, daB jedes Potenzprodukt II der 
Zy,- ++), vom Grade r eine Moduldarstellung der Gestalt 


(2) TI R= A,y, +°* + AnYn 


besitzt, in der A,, ..., A, Polynome in z sind, deren Grade wegen der Homo- 
genitat der y kleiner als r angenommen werden kénnen. Falls R + 0 ist, kin- 
nen wir durch wiederholte Anwendung von (2) der Reihe nach die Potenz- 
produkte II, i+», T1°+®, ... durch Potenzprodukte in z vom Grade kleiner 
als r ausdriicken mit Koeffizienten, die Polynome in y sind. Da es nur endlich 
viele Potenzprodukte in z vom Grade kleiner als r gibt, so folgt daraus, da8 
der Integritatsbereich k[z] ttber dem Integritatsbereich k[y] eine endliche 
Modulbasis besitzt. Aus der Existenz einer endlichen Modulbasis folgt aber 
bekanntlich die Ganzheit aller Modulelemente. 


*) Die Teichmillersche Fragestellung war Jer Ausgangspunkt unserer Betrachtungen. 
-1 
*) Hat f’ (t) die Nullstellen t,,..., tn-1, 80 ist g(x) = =" (s—f@»)). 


*) Herr van DER WaERDEN machte mich nach Fertigetellung der Arbeit. darauf 
aufmerkesam, da6§ Satz A im Grunde schon in einer (unter * zitierten) klassischen 
Arbeit von Hitpert steht. Ich bringe hier den Hitpertschen Beweis mit Verejn- 
fachungen, die mir Herr van DER WAERDEN mitgeteilt hat. 

$) Vgl. van pen Waerpen: Moderne Algebra II, 2. Auflage, § 81. 
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. Sind umgekehrt die x ganz algebraisch iiber k[y], so geniigt jedes z,(v = 1, 
. . +, ”) einer irreduziblen Gleichung 


a” + _ ze! a | Y,.,.= 0, 


in der Y,, (u =1,...,m,) wegen der Homogenitat der y gewicht<).omogene 
Polynome in y sind. Das Verschwinden aller y hat das Verschwinden aller Y,, 
und damit z, = 0 zur Folge, w. z. ». w. 


Der Beweis von Satz A ergab als Nebenresultat: 
Hilfssatz 1. Ist R= 0, so besitzt k[x] iiber k[y] eine endliche Modulbasis. 


3. Beweis von Satz B. Wir betrachten zuerst den Fall, daB die Formen y 
in folgender speziellen Gestalt gegeben sind: 


(3) y, = 2%, ..., yn = 28", 
Wir beweisen fiir sie den 
Hilfssatz 2. Fiir die Formen y in der Gestalt (3) bilden die Elemente 


(4) aitergin (OS Ay < es; v= 1,..-,2) 
eine linear unabhdngige Modulbasis von k{x) bzgl. k[y]. Es ist 
n 
[k(x):k(y)]= [] ep. 
vei 


Beweis. Es seien Ky= k(y),.K, = K,., (z,), v=1,...,n. Die Elemente 1, 
2,, -. -, 2 bilden eine Korperbasis von K,/K, ,, die Elemente (4) eine Kor- 


n 
perbasis von k(x) iiber k(y). Es ist also [k(x):k(y)] = I] gy. Die Elemente 


vei 
(4) sind als Kérperbasiselemente insbesondere beziiglich k(y) linear unabhingig. 
Sie bilden wegen 


arene gO me (grows gam) yltt eee a 


(x,= 0; A, kleinster positiver Rest von x, mod g,;v = 1, . .., m) bereits eine Mo- 
dulbasis von k[z] beziiglich k[y]. — 

Wir betrachten zweitens den Fall vollstandiger Formen mit unbestimmten 
Koeffizienten. Es seien dazu Z,, ...,%, unabhangige Variable und 


(5) J, =u,zre +°°° (v=1,...,m) 
vollstandige Formen ir 7 mit unbestimmten Koeffizienten u. Es sei Q = k(u). 


n 
Hilfssatz 3. DieG=[] g, Elemente 


emi 
(6) Zire Fin (OS Ay < By; V=1,..-5 0) 
sind iiber Q(y) linear unabhdngig. 
1* 











Hermann Lupwic Scumip: 


Beweis. Die Elemente (6) seien mit Il,, ni mm bezeicinet. Wir nehmen 
an, sie seien iiber (9) linear abhangig, und wollen aus dieser Annahme einen 
Widerspruch herleiten. Dann besteht eine Relation 


(7) P,(u, 9) 11, +++: + Po(u, 79) Me =0, 


in der P,(u, 9) (y = 1,...,G) Polynome in u und 7 mit Koeffizienten aus k 
bedeuten, die nicht simtlich verschwinden. (7) stellt, wenn darin die 7 durch 
die Ausdriicke (5) ersetzt werden, eine Identitat zwischen u und Z dar. Wir 
kénnen annehmen, daB die Polynome P,, kein u-Potenzprodukt als gemein- 
samen Faktor enthalten. In (7) wollen wir eine Unbestimmte u + u,(v = 1, 
. +, ) gleich 0 setzen. Dabei kénnen nicht alle Polynome P,, verschwinden, 
weil sie anderenfalls das eben spezialisierte u als gemeinsamen Faktor besitzen 
wiirden, was ausgeschlossen wurde. Nach dieser Spezialisierung entsteht aus 
(7) eine Relation 


(8) P} (u, 7*) 1, +--+ + P&(u,9*) Me =0, 


in der nicht alle Polynome P verschwinden. Die PY denken wir uns wieder 
von gemeinsamen u Faktoren befreit. Die 7* in (8) entstehen aus den @ in (5) 
durch Nullsetzen desselben u. (8) stellt nach Einsetzen der 7* als Polynome 
in u und Z wieder eine Identitat in u und Z dar. In der gleichen Weise fahren 
wir mit dem Nullsetzen der unbestimmten Koeffizienten u und zuletzt 
der u,— 1(v =1,...,m) fort und erhalten schlieBlich eine Relation 


(9) Q, (9%) IT, +--+ + Qc(9) Te =0, 


in welcher Q, Polynome in 7 = x (v= 1, ...,) sind, die nicht alle. ver- 
schwinden. Ersetzen wir formal die %, durch z, und die 9° durch y,, so besagt 
(9), daB die Elemente (3) tiber k(y) linear abhangen, was Hilfssatz 2 wider- 
spricht. Also war unsere Annahme falsch und Hilfssatz 3 ist bewiesen. 

Wir. benétigen im folgenden einige Zusammenhange zwischen Lésungs- 
anzahlen linearer diophantischer Gleichungen. Es sei g eine natiirliche Zahl. 
Wir betrachten die linearen diophantischen Gleichungen 


I Yr too +un=é, 


Nebenbedingung: y,, ...,u,, nicht-negative ganze Zahlen, 
0 Syu,<g, (v=1,...,m) Lésungsrnzahl: M(g); 


li Vi 81 + ***+Ynén = 8; 


Nebenbedingung: v,, . . ., v,, nicht-negative ganze Zahlen, Lésunysanzahl: N (g) ; 
Ill (py + V8) +o + (un + Yn8n) = 8; 


Nebenbedingung: py, ---; Un: i> ---) ¥, Micht-negative ganze Zahlen, 
0 <p, <g, (v=1,...,m), Lésungsanzahl: S(g). 
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Offenbar gilt 
(10) s@)- ¥ MONe—y 
und 7 ; 
(14) x Mw =s. 
g=0 
SohlieBlich ist S(g) auch die Lésungsanzahl der Gleichung 
IV Atos +My =8 


in nicht-negativen ganzen Zahlen. 

Hiljssatz 4. Die Elemente (6) bilden eine linear unabhdngige Modulbasis von 
QZ] in bezug auf Q[y). Es ist also [Q(Z): Q(9)] =—G. 

Beweis. Da die Elemente (6) nach Hilfssatz 3 tiber (7) linear unabhangig 
sind, kénnen wir sie als Teil einer Modulbasis von Q[2] in bezug auf Q[9) 
wahlen. Es bleibt nur noch zu zeigen, daB jedes Potenzprodukt der Z aus den 
Elementen (6) linear mit Koeffizienten aus Q[9] kombinierbar ist. Dieser 
Nachweis ergibt sich aus folgender Abzahlung: Einerseits gibt es S(g) (Lésungs- 
anzahl von IV) iiber Q linear unabhangige Potenzprodukte der 7 vom Grade g. 
Andererseits kénnen wir S(g) (Lésungsanzahl von III) Polynome in 7 vom 
Grade g in der Gestalt 


#(g) TI (FI Element aus (6), {(7) Polynom in den 9) 


aufbauen, die tiber Q linear unabhangig sind,. weil die Elemente (6) iiber 
Q(g) linear unabhangig sind. Also kénnen wir jedes Potenzprodukt der 7 
aus den Elementen (6) mit Koeffizienten aus Q[9] linear kombinieren. Damit 
ist Hilfssatz 4 bewiesen. 

Satz B ist also jedenfalls fiir allgemeine Formen richtig. Daraus folgt sofort 


fiir unsere speziellen Formen y;, . . ., y,, mit nicht-verschwindender Resultante 
die Gradabschatzung*) 
(12) [k(z):k(y] SG. 


Denn seien F, (z), ..., Fg,,(z) -irgendwelche G + 1 Polynome aus k[z]. Die 
Polynome F(z) (y = 1,...,G + 41) sind dann sicher tiber (7) abhangig. Es 
gibt also Polynome A,(u, 9) in den u und 9, sodaB die Relation 


A,(u, 9) Fy(%) +++ + Ag+i (4,9) Fo+1 (%) =0 
statthat. Daraus folgt durch ein Spezialisierungsverfahren, analog dem beim 
Beweis von Hilfssatz 3 angewandten, eine lineare Abhingigkeit von F(z), 


. + +) Fg4,(z) itber-k(y). In k(x) gibt es also héchstens G iiber k(y) linear un- 
abhangige Elemente. 


*) Diese Gradabschatzung gilt auch noch fir R = 0, wenn nur die y unabhingig 
sind. 











HERMANN Lupwic Scumip: 
Wir denken uns eine beliebige Modulbasis 
(13) By, Be,<- 


von Q[z] tiber Q[y] aus Potenzprodukten in den Z gebildet. Mit M*(g) sei 
die Anzahl der Basiselemente (13) vom genauen Grade g bezeichnet. 
Hilfssatz 5. Fiir jeden Grad g gilt M*(g) = M(g) und die Basiselemente bis 
cum Grade g sind iiber Q(y) linear unabhangig. Insbesondere ist also die Basis (13) 
von der Lange G und iiber Q(y) linear unabhangig. 
Wir fihren den Beweis durch Induktion nach g. Die Behauptung des Hilfs- 
satzes sei bis zum Grade g— 1 einschlieBlich schon bewiesen. Der 0-Rang 


des Moduls der Formen in Z vom Grade g ist einerseits nach Induktionsannahme 
gleich 


g 
~, AM (y)N (g—y) + M*(g), 


os 


andererseits als Lésungsanzahl von IV gleich S(g), also nach (10) gleich 
g-1 
> My) N(g-y) + MO). 
y=0 


Der Vergleich beider Rangzahlen liefert M*(g) = M(g). Aus cer Basis (6) 
bzw. aus der Basis (13) greifen wir alle Elemente TI,, . . ., IT, bzw. Bi, ..., BY 
bis zum Grade g einschlieBlich heraus. Die Elemente B* lassen sich in der 


Gestalt 
Bt = p F,.(9)M, (o =1,....7, Foo (y) aus Q[¥)) 
e= 


darstellen. Da sich umgekehrt auch die Elemente [T, durch die Elemente BS 
ausdriicken lassen, ist die Determinante | F,,(9)| .<1,...., ' Aus einer li- 
nearen Abhangigkeit von Bt,..., BY i.b. a. Q(y) wiirde daher eine lineare 
Abhangigkeit von TT,, ..., IT, folgen, in Widerspruch zu Hilfssatz 3. 

Nach Hilfssatz 1 besitzt k[z] iiber k[y] eine endliche Modulbasie, die wir 
uns durch Potenzprodukte in den z 


(14) B,, By, .-- 
gegeben denken. B,, Bz, . - . mégen aus den Elementen der Basis (14) durch Er- 
setzen von xz durch & hervorgehen. 

Hilfssatz 6. B,, Bg, ... ist eine Modulbasis von Q(z) iiber Q[y). 

Beweis: Aus der Moduleigenschaft der Elemente (14) kann man fiir jeden 
Grad g alle Potenzprodukte in z vom Grade g aus den Elementen 
(15) yt yn” By (v8. + *** + Yn8n + Grad B, =) 


linear mit Koeffizienten aus k kombinieren. Der Rang der Koeffizientenmatrix 
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der in (15) verwendeten Formen ist also gleich S(g). Also ist auch der Rang 
der Koeffizientenmatrix der Formen 
wi: dr B, (va81 + *** + Vngn + Grad B, = g) 

gleich S(g). Ware namlich der Rang kleiner als S(g), so wiirde sich bei Speziali- 
sierung der Formen # zu y und der Elemente B, zu B, fiir die Koeffizienten- 
matrix der Formen (15) ein kleinerer Rang als S(g) ergeben. Die Elemente B,, 
B,, ..» sind also zur Moduldarstellbarkeit von Q[Z] tiber Q[y] ausreichend. © 
Insbesondere ergibt sich nach Hilfssatz 5, daB die Lange der Basis (14) gleich 
G ist. 

Wir vollenden den Beweis von Satz B, indem wir nachweisen, daB die Ele- 
mente der Modulbasis (14) iiber k(y) linear unabhangig sind. Angenommen, 
die Elemente (14) waren iiber k(y) linear abhangig, so existiert eine gewichts- 
homogene Beziehung 


G 
(L) x, F,(y) B, = 0, F,(y) aus k[y), 
v= 


vom Grade h in den z. Einerseits gibt es nun S(h) tiber k linear unabhangige 
Potenzprodukte der z vom Grade h. Andererseits gibt es 


x M (8) N(h—8) = S(h) 
é6=0 


Elemente vom Grade h aus k[z], die in der Gestalt 
yy yne Bs (v8. + *** + Ynn + Grad Bs = h) 


darstellbar, aber wegen (L) nicht simtlich iiber & linear unabhangig sind. Also 
ist der Rang des k-Moduls der Formen in z vom Grade h kleiner als S(h). 
Widerspruch! 


4. Beweis von Satz C. Die Charakteristik von k sei 0 oder zu n prim. Wie un- 

ter 1 seien ¢, b,, by, ..., 6, unabhangige Unbestimmte und 

f(t) = 4 (er + by -1 +++ + by) 
ein Polynom in t. 

g(t) = q_n-l + a,7t"-* feet Qn—1 
entstehe aus der Ableitung f(t) durch die Transformation t = /(¢). 

n—-1 

Ist f (t) = |] (t—t,), 80 ist also 


v=1 
n-1 


(16) g(x) = [] (ef). 


v=) 











8 Hermann Lupwic Scumip: 
Wir beweisen : g(t) ist invariant gegeniiber einer Lineartransjormation t' = t + ty 
mit beliebigem ty. 
Beweis. Es sei F(t) = f(t’). Dann wird 
dF(t) d(fa+ 1 
SUE ) TT ¢—t,- 0), 


v= 





also 


n-1 n-1 
G(r) = J] («#-—Fa,—t)) = T] (t—/¢.) =g (2), web. 2. w. 
v=l v=1 
Die eben bewiesene Invarianzeigenschaft benutzen wir dazu, um b, zu 0 zu 
normieren. Den tibrigen Koeffizienten b,, . . ., b,, legen wir als elementarsym- 
metrische Funktionen der Nullstellen von f(t) die Gewichte 2, ..., n bei. a,, 
- +» @,_, sind wegen: (16) die elementarsymmetrischen Funktionen von f(t,), 
. + +, [(t,.,). Daraus folgt, daB a, ein Polynom in bg, . . ., b,, vom Gewicht nv ist. 
Um Satz A anwenden zu kénnen, miissen wir zeigen, daB die Voraussetzun- 
gen von Satz A (fiir a anstelle von y und 5 anstelle von =z) erfiillt sind. 
Hilfssatz 7. Aus a, =0, ..., @,., =0 folgt b, =0, ..., b, =O und um- 
gekehrt. 
Beweis. Ausa, = 0,...,a,_, = 0 folgt zunachst f(t,) = 0(v=1,..., n— 1). 
ty, - - «» fq Sind also mehrfache Nullstellen von f(t). Sind ¢,, . . ., t, die verschie- 
denen unter den Nullstellen 4, .. ., t,_, und ist 


f' (t) = (t—tyy"-+- (t-te ~mit ry+++++r,=n—-1, 
so wird f(t) durch (t—t,)"**... (¢— t,)"e*? teilbar. Aus der Gradbeziehung 
(ry; +1) +-*'+(ro+1)=n-1+psan 
folgt 9p = 1, r, =n—1 und f(t) =f", w. z. b. w. Die Umkehrung ergibt sich 


aus der Gewichtshomogenitat von 4a,,. . ., @,_;- 
Aus Hilfssatz 7 und Satz A folgt jetzt: b,, ..., 6, sind ganz-algebraisch 
i.b.a. den Integritatsbereich k[a,,...,@,,,]. Da der Transzendenzgrad von 


k (bg, .. ., b,) i-b.a. k nach Voraussetzung gleich n—1 und k(bg, . . ., 6,,) endlich 
algebraisch tiber k(a,,...,@,.,) ist, mu8 auch der Transzendenzgrad von 
k(a,,..., @,,) i. b. a. k gleich n — 1 sein. Damit sind die ersten beiden Be- 
hauptungen von Satz C bewiesen. 

Um den Grad [k(bg, . . ., b,): k(a,,..-, @,_,)] zu bestimmen, ersetzen wir 


bg, .. -, 6, vermége 


(17) 7 =b, (v = 2, ..., ®) 


durch homogene Veriinderliche B.,..-,8,, vom Gewicht 1. Durch diese Er- 
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setzung werden die GroBen a, Formen in f,,...,8, vom Grade ny (u = 4, 
-++y M—1). Nach Satz B wire 


(18) [A (Bg, ---» Bn): 4 (Gy, ---, @n-y)] = n™-* nl. 
Aus (17) folgt aber 
[A (Bg, ---» Bn) : 4 (dg, ---, bn) )}-= 2! 
und der Vergleich mit (18) ergibt 
[he (dg, «--, On): A (ay, ..-) @q—3)) = 2™—*. 
Damit ist Satz C vollstandig bewiesen. 


(Eingegangen am 20. Mai 1943.) 








Funktionalgleichung und Differenzierbarkeit 
bei den trigonometrischen Funktionen. 


Von 
Guo HogeIs£Et in Kéln. 


Die Funktionalgleichung (Additionstheorem) der sinus-Funktion fiihrt die 
Frage der Differenzierbarkeit an einer beliebigen Stelle zuriick auf die 
Frage nach der Ableitung im Nullpunkt, also auf die Untersuchung des Grenz- 
wertes li im sin x: z. Nimmt man Begriffe, die den Integralbegriff voraussetzen, 


wie Lange oder (einfacher) Flache vorweg, so ergibt sich leicht als Grenzwert 1. 
Ohne solche Hilfe bleibt die Frage immer etwas schwierig, la8t sich aber lésen. 
Die hier gegebene Lésung interessiert nicht nur wegen ihres elementaren Cha- 
rakters; sie 148t auch die Verwandtschaft der Kreisfunktionen mit der Ex- 
ponentialfunktion deutlich erkennen. Obendrein zeigt sich, wie wenig maf von 
der allgemeinen Funktionalgleichung bendtigt, um die Existenz des erwahnten 
limes sicherzustellen. 

An den Anfang wird kurz, weil ja bekannt, die Definition eines Winkel- 
maBes gestellt. Der Nullpunkt O (0,0) und die Punkte A (1, 0) und B (0, 1) 
bestimmen ein cartesisches Koordinatensystem. P (x, y) bezeichnet einen be- 
liebigen Punkt auf dem Einheitskreis: z* + y? = 1. Dem Winkel AOB wird 
willkirlich ein Ma8 a(> 0) zugelegt. Damit sind die Winkel AOP, ,, mit den 
MaBzahlen a: 2" und ebenso die Winkel AOP, , mit den MaBen k-a: 2” fest- 
gelegt. P, , (k 2") habe die Koordinaten z, ,, y, ,. Wichtig ist nun:. 

Die y, , liegen tiberall dicht in (0, 1). 


Aus facie ttses *, ¥in+1= V iT us folgt namlich y;,, + 0 


(und z,,, +1). Daraus ergibt sich leicht die Behauptung. 


Nun wird definiert sin « fur alle o = 4—* in (0, a). Es ist 
a 


ak 
(2 k,n 8 oR Qn] 


Diese fiir eine in (0, a) iiberall dichte Menge defjnierte Funktion ist daselbst 
monoton. Die Funktionswerte liegen iiberall dicht in (0, 1). Sie l48t sich daher 
zu einer in 0 Sw <a monotonen und stetigen Funktion sin w erweitern. Es 
gibt eine Umkehrfunktion w = w(y)-definiert in (0, 1). Ist P irgendein Punkt 
auf dem Bogen A B und y seine Ordinate, so heiBt w(y) die Ma8zahl des Win- 
kels AOP. Nunmehr lassen sich die tiblichen Eigenschaften der trigonometri- 
schen Funktionen, insbesondere die Additionstheoreme herleiten. 


%..7 sin 











Guipo Honetse.: Funktionalgleichung und Differenzierbarkeit A 


sin statt sin geschrieben folgt die Differenzierbarkeit aus dem Satze: 
f(z) = sin xz: x ist in (0, a) monoton fallend und nach oben beschrankt. 


Beweis: f(2)<f (3): also die Folge f (=) monoton wachsend. Fiir g (2) = 
=tg 2:2 gilt g(x) >¢ (=). Daher ist die Folge g (=) monoton fallend. We- 
gen { (=) <g (S) unde (Z):¢ (=) = 008 2+ 4 folgt lim f (=) - 
=lim g (5, =) = G(x) (0< za), Nun zeigt man: G(z) ist eit, 


Beweis: H(x) = x-+G(z) (leicht fiir alle x =+ 0 zu definieren) erfiillt namlich 
wegen des Additionstheorems 


n ae a £ m sin -¥- =. 
2" sin = 2" sin = + cos — 5 +2 sin on * 008 - 





die ecnsasiaiiaadaihe 
H(z + y) = H(z) + Ay), 
woraus sich ganz elementar (s. Sitzungsber. Berl. Akad. 1930, Theorie der kompl. 
Zahlen, S. 6) H(x) = A-z herleitet. Hierbei ist 
A = ob. Gr. sin - > sint += 2:a>0. 
Die Monotonie von sin x: z an sich jetzt sofort. Fir 0< 2jp<& &< a ist 
(5) 4 (B) = fay) 008 3 : f (x4) -008-2-< f(a) : f(xy). 
Daher folgt aus 


1 ($4) +1 ($8) <1 (3) 24 (B) < fev: flan 


A:A =1< f(x): f(z). 


Fiir die Basis 6 = a-A(a) ergibt sich der Grenzwert 1. 
Aus dem Beweisgang ergibt sich, da8 erst zur Feststellung G(z) = A die 
allgemeine Funktionalgleichung bendétigt wird, vorher lediglich die Beziehung 


zwischen sin z und sin > Die allgemeine F'unktionalgleichung ist entbehrlich. 


fir n—-co 


Ist nimlich noch die Beziehung zwischen sin z und sin > bekannt, die zu 


schlieBen erlaubt, daB f (5) einen Grenzwert G,(z) hat, so mu8 man nur 


G(x) = G,(z) und G(z) stetig sicherstellen kénnen. Dazu geniigt die Stetigkeit . 
der sin-Funktion. Dann schlie8t man so: Die Funktion G(z), als Funktion von 
t = log z, hat zwei verschiedene Perioden log 2 und log 3, ist daher eine Kon- 
stante. s 

. (Eingegangen am 10, Juni 1943) 








Uber einige Eigenschaften von Kurvenintegralen 
und tiber die Aquivalenz 
von indefiniten mit definiten Variationsproblemen. 


Von 
Witzetm DamxKOser (Jena) und Esersarp Horr (Leipzig), 


Constantin CaRATHEODORY zum 70. Geburtstage. 


Einleitung. Die im folgenden bewiesenen Satze tiber Kurvenintegrale werfen 
ein gewisses Licht auf die Frage, wann der Integrand eines Variationsproblems 
mit nur einer unabhangigen Veranderlichen in Parameterform durch Addition 
des totalen Differentials einer Punktfunktion positiv oder wenigstens nicht- 
negativ gemacht werden kann (in der Sprache von TongeLLI: wann ein 
Variationsproblem einem definiten bzw. semidefiniten Variationsproblem 
aquivalent ist). Diese Satze gelten auch bei solchen Variationsproblemen, wo 
die Richtungen durch Differentialgleichungen (LacRaNGEsches Problem) oder 
-ungleichungen eingeschrankt sind. Sie sind schon vorher vom ersten der Ver- 
fasser, in zum Teil unwesentlich verschiedenen Formulierungen, im Verfolg 
einer von Herrn CaratHEopory') aufgeworfenen Frage aufgestellt und auf 
andere Weise als hier bewiesen worden*). Der Grundgedanke des die folgenden 
kurzen Beweise erméglichenden Minimumsverfahrens stammt vom zweiten 
Verfasser. 

§ 1. Mit z seien die Punkte eines Gebietes G im n-dimensionalen Raum be- 
zeichnet. Die Richtungen in einem Punkte sind Vektoren —; die Vektoren & 
und ¢ -£, c> 0, werden miteinander identifiziert, so daB eine Richtung auch 
durch einen Einheitsvektor &, |E| = 1, gekennzeichnet ist. F(z, &) sei eine reelle 
Funktion der gerichteten Linienelemente (z, &) in G; sie ist in — positiv homo- 
gen vom ersten Grade, 


F(z,c-€) =c-F(z,&), e220. 
An F werden lediglich folgende allgemeine Forderungen gestellt: F sei im 
kleinen nach oben beschrankt fiir |—| = 1. Das Kurvenintegral 


Sf F(a, z)dt 
Y 





1) Canatutopory, C.: Uber die starken Maxima und Minima bei einfachen Inte- 
gralen. Math. Ann. 62, 449-503 (1906), insbesondere § 13. 

*) DamxOuter, W.: Uber indefin.ce Variationsprobleme. Math. Ann. 110, 230-283 
(1935); Zur Frage der Aquivalenz indefiniter Variationsprobleme mit definiten. 
Sitzungsherichte d. Bayer. Abad. d. Wiss., math.-naturw. Abt., Miinchen 1940. 
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existiere lings jedes stiickweise glatten Kurvenbogens y, z = x(t); es ist, so- 
lange der Durchlaufungssinn gewahrt bleibt, vorl der Parameterdarstellung 
von y unabhangig. Die Forderungen sind z. B. erfillt, wenn F(z, €), z c G, 


stetig ist. Unter Weg wird im folgenden immer ein stiickweise glatter Kurven- 
bogez. verstanden. 


Xe 
Satz 1. Fiir ein festes Punktepaar x,, t, in © sei das Integral { F (x,z)dt, 
* 


genommen fiir einen beliebigen, in © von x, nach 2, fiihrenden Wee y nach unten 
beschrankt. Dann gibt es eine in © eindeutige, im kleinen Lipscuitz-beschrankte 
Funktion f(z) derart, daB fiir jedes Punktepaar x,, x, und jeden Verbindungs- 
weg y in G 
Xs 
{ Fe 4)dt+f(e)—f lz) 20 
gilt. < 


Differentielle Fassung. In fast jedem Punkte x von © gilt fiir alle 
Richtungen © 


F (2,8) + 58 Fe d0. 
Beweis. Man setze 
x” 
(4. 4) u(2’, 2’) = untere Grenze f F(z, z)a 
Y x’ 


y 


fiir alle Verbindungswege y in ©. Aus 


fFat—f rat+ f Fd 
t= to t, 
nice heat, 
wo links iiber die Summe der Wege rechts integriert wird, folgt 
(1. 2) p(2’, 2”) Sy(z’, 2") +p(2", 2”). 
Ahnlich ergibt sich 

x x 

(24, 2) Sf Fdt+p(z’, 2”) + [Ps 
* P 

mit irgendwelchen festen Integrationswegen. Da nach Voraussetzunig {2 (z,, 23) 
endlich ist, folgt die Endlichkeit von p fiir jedes Punktepaar in G. Setzt man 


nun 
f(z) =p(z, 2*) 
mit festem z* in G, so gilt wegen (1. 2) fiir jedes Punktepaar in @ 
(4. 3) (24, 2) + f(y) — f(z) 0. 
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Aus (1. 1) und (1. 3) folgt alles bis auf die Lipscurtz-Bedingung. 8% sei irgendein 
konvexer Teilbereich von @, in welchem F nach oben beschrankt ist, F(z, &) 
< M fir |€| =1. Aus 


Xs 
(24, %) < f Fat 
x, 


mit beliebigem Integrationsweg und aus (1. 3) folgt, wenn man die geradlinige 
Verbindung wahlt, 

He) — fe) SM- |, — x| 
fiir jedes Punktepaar in 8. Da z, und z, vertauscht werden kénnen, folgt 
hieraus die Lipscuitz-Bedingung in 6 und damit in der Umgebung eines 
jeden willkiirlichen Punktes von ©. 

Die differentielle Fassung folgt aus dem bekannten RapemacHeErschen 
Satze, daB ein Lipscuitz-beschranktes f(z) fast iiberall ein totales Differential 
besitzt. 

Die Voraussetzung des Satzes 1 kann in eine Form gebracht werden, in der 
nur von Integralen langs geschlossener Wege die Rede ist: 


Satz 2. Gilt fiir ein festes Paar von Endpunkten x,, 2, 


Xs 
(1. 4) untere Grenze [ Fdt>—oo, 
¥ ry 
so ist 
(4. 5) ¢ Fit >0 
c 


fiir jeden geschlossenen Weg ¢. Umgekehrt ist (1. 4) fiir jedes feste Punktepaar 
richtig, wenn (1. 5) fiir alle geschlossenen Wege gilt. 
Beweis. 1. ¢ sei ein geschlossener Weg in G, 


I= § Fat. 
c 


Man nehme einen festen Weg « von x, zu einem festen Punkte von c, durch- 
laufe ¢ n-mal und gehe dann von jenem Punkte langs eines festen Weges 6 
nach z,. Entlang dem ganzen Weg von 2, nach 2, ist 


fFat=f Fdt+n-I+ f Fae. 
x a B 


Da die linke Seite nach Voraussetzung nach unten beschrankt ist, folgt J > 0. 
2.7’ sei ein fester Weg von z, nach z,. Dann gilt wegen (1. 5) 


Xs x; 
fFat+ fFdt>0 
, 7 


fiir beliebige Wege y von 2, nach zg. Daraus folgt (1. 4). 
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Durch Kombination von Satz 1 mit Satz 2 und durch Betrachtung von 
F(z, &)—m- |&| statt F(z, €) erhalt man unmittelbar den 


Satz 3. Es gelte 


>m 





§Fdt 
c 
§\|z\dt 
c 


fiir alle geschlossenen Kurven ¢ in @. Dann gibt es ein in @ eindeutiges und im 
kleinen Lipscuitzsches f(x) derart, daB 


[PP at+f(q)—-¥ (a) >m- f\elae 
$ 
fiir jedes Punktepaar und jeden Verbindungsweg in © gilt. 
_Differentielle Fassung Jn fast jedem Punkte x in © gilt fiir alle 
Richtungen © 
F (2,8) + D6: fl" > m-|é. 


z, 


§ 2. Jetzt sollen in den Punkten von @ nicht mehr alle Richtungen zu- 
gelassen sein. Diese Situation liegt z. B. beim LaGrancgschen Problem der 
Variationsrechnung vor, wo Differentialgleichungen als Nebenbedingungen 
auftreten. o(zx, &) sei die charakteristische Funktion, Eins auf dér Menge der 
zugelassenen, Null auf der Menge der verbotenen Linienelemente. Es ist 


p(x, c+ &) =o(z,&), e>0, 


wahrend sehr wohl o(z, — &) + ¢(z, &) sein kann. Langs jedes glatten Weges 
sei (xz, x) meBbar. Die Zahl 
fo(z,z)*|z\de 
te 
Y 





heiBe ZuldssigkeitsmaB des Weges y beziiglich der Menge der erlaubten Linien- 
elemente, 0 < z <1. z(y) nahezu Eins bedeutet, daB y aus iiberwiegend er- 
laubten Elementen besteht. 


An F(z, &) wird zusatzlich die Forderung der gleichmafigen Beschranktheit 
nach unten der Integralquotienten 
§ F (z,z) dt 
¢ 
= “Flelae 
c 


auf der Menge aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven ¢ aus © gestellt. 
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Satz 4. (Verallgemeinerung von Satz 1). 2, X_ sei ein festes Punktepaar in ©, 
$ eine feste Zahl, 0 <9 < 1. Fiir alle Wege y von x, nach x, mit der Eigenschaft 
xy 
2(y) > 9 sei { Fdt nach unten beschrankt. Dann gibt es ein eindeutiges im kleinen 
x, 


Levocurvasshes f(z) derart, daB 


x 

fF dt+f(a)—f (2) 20 

x, 

Y 
ist fiir jedes Punktepaar 2,, x, und jeden ganz aus erlaubten Linienelementen 
bestehenden Weg y von x, nach 2q, falls es iiberhaupt einen solchen Weg von x, 
nach 2, gibt. 

Differentielle Fassung. Jn fast jedem Punkte xz von © gilt fiir alle 
erlaubten Richtungen © 
é 
F (2,8) + Se fo D0. 


Beweis. Man betrachte fiir konstantes positives A den Ausdruck 


(2. 2) f F(z, 2)dt+2.(i—z(y)) f |z| dt; 
er ist gleich : ; 
(2. 3) Sf G(z,2)dt, 
wobei e 
(2. 4) G(z, &) = F(z, &) +(4—9(z, &))- |E| 
gesetzt wurde. Man wihle 
‘ §Fdt . 
(2. 5) A=—7—: wstens Grense Fai =——> 


auf der Gesamtheit aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven c aus @. Hier 
ist wirklich A> 0; denn andernfalls waren alle Integralquotienten (2. 1) > 0 
und Satz 4 reduzierte sich auf Satz 3 mit m = 0. 

Ist y ein beliebiger Weg von z, nach 2,, so ist im Falle z(y) <9 wegen 
(2. 4), (2. 2) = (2.3), (2.5) und Satz 2 


fG(a,z)at> frtn-|z |} de 
*: bea! 


Y 
nach unten gleichmaBig beschrankt, wahrend allgemein nach (2.4)G > F 
und darum 


xX xX 
fGat> f Fat 
x Bs 


Y Y 
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ist. Das rechte Integral ist aber nach Voraussetzung fiir z (y) > 9 nach unten 
Xs 
gleichmaBig beschrankt. Fir ganz beliebige Wege y ist also { G dt nach unten 
xy 


beschrankt. Es folgt dann alles aus Satz 1, angewandt auf den Integranden G, 
und aus der wegen (2.4) auf den erlaubten Linienelementen geltenden Be- 
ziehung G = F. 

DaB8 die durch (2.5) erfolgte Berechnung der Zahl A nicht etwa dadurch 
verbessert (= verkleinert) werden kann, da8 man nur die geschlossenen Kur- 
ven ¢ mit z(c) <> beriicksichtigt, zeigt der 

Satz 5. (Verallgemeinerung von Satz 2.) Sind fiir alle von dem festen vor- 
gegebenen Punkte x, nach dem ebenfalls fest vorgeschriebenen Punkt x, fiihren- 


Xs 
den Wege y mit Zuldssigkeitsma z (y) > die Integrale { F dt nach unten gleich- 
% 


mafig beschrankt, so ist fiir alle geechlossenen rektifizierbaren Kurven ¢ aus & 
mit ZuldssigkeitsmaB z(c) > anh $74 @ > 0; umgekehrt hat $ Fas 2 > 0 fiir 


alle geschlossenen rektifizierbaren Bown ¢ aus & mit Zulassigheitsmap z(c)>$ 
zur Folge, daB fiir irgend zwei feste Punkte z, und 2, und alle dieselben verbin- 
denden rektifizierbaren Wege mit ZuldssigkeitsmaB z(y) >9 + €, «> 0, die 


Xy 
Integrale { F dt nach unten gleichmaBig beschrénkt sind. 
i 
Y 


Beweis. 1. Es sei cy eine geschlossune rektifizierbare Kurve mit z (c,) > %, 
z, ein beliebiger Punkt auf ihr. Wir verbinden z, mit z, durch einen Weg end- 
licher Lange a, z, ebenso mit z, durch einen Weg endlicher Lange 8 und setzen 
Yn =%-+n°Cy+, mit n-malig durchlaufenem cy. Es’ ist 


Jelzl|dt+n-§$olzide 
F = G . 5 
*1.) = Sleldet+n.§jzi|de ’ jlim, 2 (Yn) = 2 (Co) > 8. 
& 


a+ 





Also ist fiir alle hinreichend groBen n > ng auch z (y,) >, d. h. 
f Fat= f Fdat+ n-$Fdt 
Yn a+s " & 
nach unten gleichmaBig beschrankt. Daraus folgt ¢ Fdt > 0. 
Co 


2. Es sei fy,} eine Folge rektifizierbarer Kurvenbégen; welche von dem 
festen Punkte z, nach dem festen Punkte z, fiihren, alle das Zulassigkeitsma8 
2(y,) 29+ ehaben und Jim. f Fdt =—oo erfiillen. Es seiaein mit n nicht 


veranderligher Weg von 2, me | z,. Die Kurven ¢, = =y, + «sind geschlossen 
und haben das Zulassigkeitsma8 


Mathematische Annalen. 120. 2 
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falatacsteteie §(t—e)-1é las 


fielare fier 2O+9— jisiars fietar 


Yn Yn 


Da fiir alle rektifizierbaren Wege y, die Integrale f F dt existieren (siehe An- 


z (¢,) = 





fang des § 1), so bewirkt die Hypothese lim f Fat =—oo das Unendlich- 
werden der Bogenlangen J | < | dt fir noo. “also ist Jim, z(c,) 2+, 


und darum fiir iat groBe n > ny auch z (c,) >; d.h. aber: fiir alle 
diese ¢, ist auf Grund der Voraussetzungen des Satzes 5 


¢Fdt=f Fdt+ f Fdt>0 
n « ‘n 


im Widerspruch zu unserer Hypothese Jim, f Fdt =—oo. 
Yn 

Um den Sinn der Aussagen klarer hervortreten zu lassen, fiihren wir den 
Begriff der Riickkehrchance im Felde der erlaubten Linienelemente ein. Wir 
verstehen darunter die obere Grenze der ZulassigkeitsmaBe z(c) aller ge- 
schlossenen Wege c in @. Ein Beispiel, wo die Riickkehrchance kleiner als Eins 
ist: G sei die (z,, 2z,)-Ebene, die Richtungen (&,,&,) seien durch &, > 0, 
\E,| << c- &, eingeschrankt. — Die Riickkehrchance ist jedoch Eins, wenn die 
erlaubten Richtungen die mit —, > 0 sind. (Langer Zickzackteil des Weges 
mit —, > 0, gegeniiber kurzem Teil mit —, < 0!) — Ein weiteres Beispiel, wo die 
Riickkehrchance < 1 ist: G sei der (z,, 2,, 23)-Raum, die erlaubten Richtungen 
(Ey, &—, &s) werden durch —, = Ve + &3 gekennzeichnet. 


Satz 6. /st die Riickkehrchance kleiner als Eins, so gibt es zu beliebigem festen 
m ein in & eindeutiges, im kleinen. Lipscuttzsches f(x) derart, daB fiir jeden 
ganz aus erlaubten Linienelementen bestehenden Weg y 





fF dt + f(x) —f(a,) > m.- f \z| at 
= = 


ist. Differentiell: In fast jedem x gilt fiir alle erlaubten & 
F (2,8) + ae. >m.\é}. 


Satz 7. (Verallgemeinerung von Satz 3.) Die Riickkehrchance sei Eins. Gilt 
fiir ein passendes $< 1 


§Fdt 


c 
¢ 
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fiir alle geschlossenen ¢ mit z (c) > %, so gibt es ein f(x) mit genau den in Satz 6 
behaupteten Eigenschaften; nr ist dabei m durch (2. 6) festgelegt. 

Beweise der Sdtze 6 und 7. Es geniigt in beiden Satzen den Fall m = 0 
zu betrachten, da man sonst nur F(z, &) durch F(x, &) — m- |E| zu ersetzen 
brauchte. Man betrachtet, ahnlich wie im Beweise von Satz 4, wieder den 
Ausdruck (2.2) = (2.3) mit (2. 4). 


Zu Satz 6. Die Riickkehrchance $ ist < 1. Fiir jedes geschlossene c gilt dann 
z(c) S<93< 1. Wahlt man wieder in (2. 2) und (2. 4) A gemaB (2. 5), so folgt 
aus (2.1), (2.2) = (2.3) und (2.5) 


(2. 7) $ G(z,z) dt >0 
c 


fiir beliebiges geschlossenes c. Wendet man nun Satz 3, m = 0, auf den Inte- 
granden G an, so folgt Satz 6, da auf den erlaubten Linienelementen G = F gilt. 


Zu Satz 7. Fiir alle geschlossenen ¢ mit z (c) <9 gilt, wie eben gezeigt (2. 7). 
(2. 7) gilt aber auch fiir die anderen geschlossenen ¢c; denn nach (2. 4) ist all- 
gemein G > F, und nach Voraussetzung gilt (2. 6). Satz 7 folgt dann wieder 
aus Satz 3. 

§ 3. Ein einheitliches Kriterium im richtungsbeschrankten Falle la8t sich 
ohne weiteres angeben, wenn man die GréBe 


§Fdt 
3. 4 = untere G _ +, 
(3. 1) x nna’ ene os aldide 
c 

gebildet auf der Menge aller geschlossenen Wege c in @, heranzieht; Briiche 
der Form 0/0 sind bei ihrer Bildung unberiicksichtigt zu lassen. Wir wollen 
uns dabei anf die Klasse derjenigen Wege beschranken, welche aus endlich 
vielen Teilbégen bestehen, von denen jeder nur erlaubte oder nur verbotene 
Linienelemente enthalt. 


Satz 8. Ist y > —©0, so gibt es ein im kleinen Lipscuitzsches f(x) derart, daB 


X 
(3. 2) f Fat + f(x) — f(x) 20 


fiir jeden, ganz aus erlaubten Elementen bestehenden Weg y gilt. Ist F(x, &), 
\E| =4, in © beschrankt, so gibt es ein in ganz & Lipscurrasches f (x) mit dieser 
Eigenschajt*). Umgekehrt gilt: Ist F, |€| = 1, in G beschrankt und gilt bei pas- 
sendem in ganz & Lipscuirzschem f (x) (3. 2) fiir jeden erlaubten Weg, so ist not- 
wendig y > —©Oo. 

3) Dabei ist in der Formulierung der Lirscuitz-Bedingung die Entfernung zweier 


Punkte in G durch die untere Grenze der Langen der in G verlaufenden Verbindungs- 
wege zu erklaren. 


2° 











2 W. Damk6uver und E. Hopr: Eigenschaften von Kurvenintegralen 
Der Beweis beruht genau wie schon oben auf der Benutzung der Funktion 


G(x, &) = F(z, &) — x (1 — e(z, &)) || 


und auf der Zuriickfiihrung auf den Fall ohne Richtungsbeschrankung. Zum 
Beweise der Umkehrung beachte man, da8 im Zahler in (3.1) F durch F +f 
ersetzt werden kann, wo f(z) die in @ Lipscurrzsche Funktion ist, deren Exi- 
stenz vorausgesetzt wird. Da auf den erlaubten Elementen F + / > 0 ist, folgt 


¢Fdt=$(F+/)dt>$(i—e) (F+/)dt 


und damit wegen der Beschranktheit von F/|z| und //|z| nach unten die 
Behauptung. 


SchluBbemerkung. Obne nahere Ausfiihrung sei bemerkt, daB die Heran- 
ziehung von Wegen, die nicht ganz aus erlaubten Linienelementen bestehen, 
nicht unnatiirlich ist. Die Existenz eines f (x) kann zwar noch bewiesen werden, 
wenn man allein Voraussetzungen iiber die Integrale langs ausnahmslos er- 
laubter Wege macht; aber die Lipscurrz-Bedingung braucht (unter den hier 
gemachten weiten Stetigkeitsvoraussetzungen iiber F(z, &)) nicht mehr zu 
gelten. 


(Eingegangen am 12. Februar 1943.) 








Flachenabbildungen mit gemeinsamem 
_ Invariantensystem. 


Von 
Frank LGBELL in Miinchen. 


Herrn Geheimrat Prof. Dr. C. Canata#opory™ gewidmet. 


Eine Abbildung einer Flache auf eine andere im euklidischen Raum 1aB8t 
sich unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachten: 

1. Man kann sich auf die Untersuchung solcher Eigenschaften der Abbildung 
beschranken, die von der Lage jeder der beiden Flachen unabhangig sind. 

2.Man kann auch die relativen Lagen einander entsprechender Linien- 
elemente der Flachen zu beriicksichtigen wiinschen. 

3. Man kann sich schlieBlich die Betrachtung der absoluten Lagen der- 
jenigen Figuren im Raume der Flachen vornehmen, die von Paaren einander 
zugeordneter Beriihrvektoren gebildet werden. 

Je nach dem verfolgten Zie} hat man verschiedene Wege einzuschlagen : 

Auf beiden Flachen seien gleiche Parameter u, v fiir zusammengehdrige 
Punkte eingefiihrt. Es geniigt dann fiir die Behandlung der ersten der sich 
darbietenden Aufgaben, namlich zur Bestimmung der ,,Hauptelemente“ der 
.)bbildung, im wesentlichen die Heranziehung der FundamentalgréBen 1.0. der 
beiden Flachen?). Beim zweiten der genannten Vorhaben braucht man zudem 
die ,,gemischten FundamentalgréBen“ 1.0. des Paares aufeinander bezogener 
Flachen*) oder auch aus diesen GréBen aufgebaute skalare Invarianten gegen- 
iiber der Gruppe I’ der gemeinsamen Parametertransformationen. Um die an 
dritter Stelle ausgesprochene Absicht zu erreichen, mu8 man mit den Beriihr- 
vektoren der Parameterlinien arbeiten oder, besser, mit vektoriellen und ska- 
laren Differentialinearianten des Flachenpaares*) gegeniiber der Gruppe I. 

Diese sind: es, auf die wir im folgenden unser Augenmerk richten wollen: 

Bedeuten ¢(u, v) und 9 (u, 2) die reellen Ortsvektoren entsprechender Punkte 
des zu untersuchenden Paarea von Flachen, so bilden im allgemeinen die 
Vektoren*) 

1) Man vgl. etwa die Arbeit: Allgemeine Theorie der Fiachenabbildungen. Nach- 
richten aus dem Reichsvermessungsdienst, 1942, 299 ff. 

*) Zur Theorie der Flachenabbildungen. Math. Z. 49, 427 ff. (1943). 

*) Differentialinvarianten bei Flachenabbildungen. Sher. Bayer. Akad. Wiss. ,Minch., 


Math.-naturw. Abt., 1948, 217ff. . 
*) ¢ und 5, dberhaupt alle im folgenden vorkommenden Funktionen, seien so oft 


stetig nach den Parametern differenzierbar, als es ndtig ist. Es werde TE = bu 
gesetzt usw. 
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(1) in(4, ) = fy X Ey iel4, 2) =, X Dy ilu, 0) = Ey X 0p — Fy X Dy, 


zu denen in gewissen Fallen noch der Skalar 


(1’) j (u,v) = tu9,— Fo Du 


hinzugenommen werden muB, ein System derartiger Invarianten gegeniiber 
I vom Gewicht 1, das im nachstehenden Sinn als vollsténdig zu bezeichnen 
ist: Durch die Werte dieser GréBen an zwei zusammengehérigen Flachenpunkten, 
in denen die Koordinatensysteme (u, v) regular®) sind, wird im allgemeinen 
die Affinitat, mit der die Abbildung r= » in den Umgebungen dieser Punkte 
zusammenfallt, eindeutig im Raume festgelegt; nur, wenn alle drei Vektoren 
iz» ig» | untereinander parallel sind®), ist es fiir die raumliche Festlegung dieser 
Affinitat, auBer in einem bestimmten Sonderfall, nétig, noch eine spezielle vek- 
torielle Invariante heranzuziehen’). 

In der vorliegenden Arbeit®) soll nun die Frage behandelt werden, ob die Ab- 
bildung auch im ganzen durch ein solches System von invarianten Funktionen 
bestimmt ist; oder, praziser gefaBt: 

Kann es auBer dem Flachenpaar x = », fiir das die oben aufgefiihrten Diffe- 
rentialinvarianten: gebildet wurden, noch andere Paare x = y geben, die dasselbe 
Invariantensystem besitzen? 





5) Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, daB sowohl j, + 0 als 
auch j, + 0 ist. Auch die Abbildung hei8t dann regular; vg!. die in FuBnote 1 zitierte 
Arbeit S. 299 ff. 

*) Dafir ist unter der Voraussetzung der Regularitat der Abbildung das Verschwin- 
den von j, X j, charakteristisch. - DaB unter der Annahme j, + 0 und j, + 0 schon 
aus eiper der Gleichungen j, X j, = 0, j X j, = 0, j X jg = 0 die beiden anderen 
folgen, kann man aus der Definition der Invarianten (1) schlieBen. Vgl. die in FuB- 
note 3 angefiihrte Arbeit S. 225. 

7) Siehe die in FuBnote 3 zitierte Arbeit, S. 220 ff. 

Im einzelnen verhalt es sich genauer so: Zwischen den vier Invarianten (1) und 
(1') besteht eine Identitat (Gleichung (9) der in FuBnote 3 zitierten Arbeit, S. 222). 
Diese erlaubt es, wenn der Rang r des Vektorensystems j,, j,, j seinen gréBten Wert 3 
hat, den Skalar j eindeutig aus diesen Vektoren zu berechnen, so daB j dann iiber- 
flissig wird; ist aber r = 2, so enthalt diese Identitat j gar nicht mehr, und die 
Kenntnis dieses Skalars wird alsdann nétig; die in diesem Fal] jedoch bestehende 
Relation zwischen j,, jg, j (a. a. O. S. 225) kann geometrisch so gedeutet werden: 
Tragt man die Vektoren j,, j,, j und j, + j, von einem Punkt aus ab, so liegt der End- 
punkt von j auf der Hyperbel, die die j, und j, tragenden Geraden zu Asymptoten 
hat und durch den Endpunkt von j, + j, geht. Wenn r = 1 ist, mu, wenn nicht 
direkte Winkeltreue vorliegt, noch ein spezieller, Irrationalitaten enthaltender, in- 
varianter Vektor hinzugezogen werden (a.a.O. §S. 227 ff.). 

*) Die folgenden Ausfihrungen bilden die Zusammenfassung einer unter dem glei- 
chen Titel im September 1943 bei der Redaktion der Math. Ann. eingegangenen 
Arbeit, die im Jahre 1944 im Erscheinen begriffen war, und einer Erganzung, die, 
im Herbst 1944 abgeschlossen, ihr unter dem Titel ,,Zur Frage der Flachenpaare mit 
tibereinstimmenden Invarianten“ nachfolgen sollte; die in der zuerst genannten Ar- 
beit entwickelten Beispiele bleiben einer besonderen Verdéffentlichung vorbehalten. 
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Die Antwort wird, wenn man von trivialen Mehrdeutigkeiten absieht, im 
allgemeinen verneinend, in besonderen Fallen jedoch bejahend ausfallen; mit 
anderen Worten: Das Invariantensystem wird sich in manchen Fallen nur ,,im 
kleinen“ als vollstandig erweisen, im allgemeinen aber auch ,,im groBen“. 


Allgemeine Vorbetrachtung. 

Die Abbildungen ty und yy. 

Neben dem gegebenen Flachenpaar x(u, v) = )(u, v) existiere, so wollen 
wir annehmen, ein von ihm verschiedenes Paar von Flachen z(u, v) und y(u, 2), 
deren Punkte einander ebenfalls vermége gleicher Parameterwerte u, v ent- 
sprechen, und deren gem48 den Anweisungen (1) und (1’) berechnete Differential- 
invarianten zusammen mit etwaigen, zusdtzlich zur riumlichen Festlegung 
der Affinitaét im kleinen erforderlichen Invarianten mit denen des Paares 
t=» fir alle Werte von u und » iibereinstimmen: 


(2) nh=i»v je=in j=i F=Ih-- 

Wir wollen nun auch Punkte von g und r, die gleichen Parameterpaaren (u, ») 
zugehdren, einander zuordnen. Dann entsprechen sich wegen der Uberein- 
stimmung der Normalenvektoren j, und j, die Flachen x und x derart, da8 ihre 
Beriihrebenen 8 und § in einander zugewiesenen Punkten parallel sind. Es 
gibt dann in dem Biischel der Beriithrvektoren ¢,,du + 1,d0 stets mindestens 
zwei, die den ihnen zugeordneten r,,du + r,d0 parallel sind®). Sie kénnen ge- 
trennt sein (reell oder konjugiert imaginir) oder zusammenfallen (reell); im 
besonderen kann jede Tangente von ¢ der ihr entsprechenden von y parallel 
sein. Das gleiche nehmen wir mit den Flachen 9 und y vor; wir finden dann 
ebenso in jedem Paar einander entsprechender, paralleler Beriihrebenen 8’ 
und §’ des Flachenpaares = » im allgemeinen zwei derartige Fizrichtungen. 

Die die Abbildung r= 9 ,,beriihrende Affinitat* zwischen den Tangential- 
ebenen 8 und 8’ der Flachen ¢ und 4 in den Punkten (u, v) ordnet nun, da sie 
durch die Invarianten eindeutig festgelegt ist!), d. h. mit der Affinitat 6 =’ 
identisch ist, jeder Fixrichtung der Abbildung 8 > § eine Fixrichtung der Ab- 
bildung 8’ > @’ zu, und umgekehrt. 

Betrachten wir zundchst den Spezialfall, daB jede Tangente in jedem Punkt 
von f ihrer entsprechenden an x parallel ist; dasselbe mu8 dann nach dem Ge- 
sagten von jedem Paar entsprechender Beriihrebenen von ¥ und py gelten. Die- 
ses Vorkommnis tritt, wie bei einer friiheren Gelegenheit bewiesen wurde"), 
~*) Vgl. die in FuBnote 2 angefiihrte Arbeit, 8. 434. 

1°) Vgl. FuBnote 7. 

11) Siehe die in FuBnote 2 zitierte Arbeit, S. 435. Die dort stehenden Bedingungen 
(14) sind gleichbedeutend mit den folgenden: ra 

E:F:F:G=E:F,:F,:G; 
zusammen mit der dortigen Gleichung (12) stellen sie die charakteristischen Be- 
dingungen fiir die 4hnliche Lage von ¢ und 9 dar; denn es muB dann der Proportionali- 
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nur ein, wenn die Flache ¢ zu x dhalich liegt, ebenso y zu 9; und zwar muB das 
Anderungsverhdltnis bei beiden Ahnlichkeiten den gleichen Wert y haben, da 
ja die Affinitaten 8> 6’ und 8> 8’ ‘miteinander iibereinstimmen sollen. Da 
dann aber j, = u*j,, jg =u ig, | =i, 7 =p ist, so kommen nach (2) nur 
die Werte » = 1 und i: = — 1 in Betracht; diese fiihren in der Tat zu Lésun- 
gen unserer Aufgabe, freilich nur zu solchen, die wir als trivial bezeichnen wol- 
len, da sie den Ersatz von ¢ und 9 durch Flachen ¢ und y bedeuten, die aus 
jenen durch beliebige Translationen oder durch Spiegelungen je an einem be- 
liebigen Punkt hervorgehen??. 

Nachdem so dieser Ausnahmefall erledigt ist, kinnen wir also von jetzt an 
voraussetzen, daB die Anzahl der Fizrichtungen in der einzelnen Berihrebene 
— auBer in isolierten Punkten oder langs vereinzelter Kurven — endlich sei. 

Weiterhin wird nun der Fall, da8 die beiden Fixrichtungen in der einzelnen 
Tangentialebene verschieden sind, gesondert von dem Fall zu behandeln sein, 
daB in jeder Berithrebene nur eine, doppelt zu zihlende Fixrichtung vorban- 
den ist. 


A. Getrennte Fixrichtungen der Abbildungen ¢ > ¢ und 4 > 5. 


Die Beziehungen zwischen ¢ und x und zwischen 9 und y in Fizrichtungs- 
parametern. 

Kommt es bei den Flachen ¢ und rz, also auch bei » und yp, nur als 
Ausnahme im obigen Sinne vor, da8 die Anzahl der Fixrichtungen von 2 ver- 
schieden ist, so kénnen wir wegen der von-Anfang an gemachten Voraus- 
setzung der Regularitat der Koordinatennetze r(u, 7) und )(u, v) neue Para- 
meter p, q einfiihren von der Art, daB die Linien p= const und g = const in 
jedem Punkt die Fizrichtungen beriihren. Wir nehmen es in Kauf, daB diese 
neuen Koordinaten mdglicherweise imaginar sind. 

Da also die beiden Berihrvektoren ¢, und ¢, von x in die Fixrichtungen 
weisen, so muB fiir die ihnen entsprechenden Beriihrvektoren von x gelten: 


(3) lp _ BTp» % _ Vie 

Die Skalare » + 0 und v + 0, die linearen Abbildungsmastdbe fiir die Fix- 
richtungen, miissen dabei eine Bedingung erfiillen, die wir mit Hilfe der Be- 
ziehungen (2) zwischen den Invarianten finden; Nach der ersten der Forde- 





tatsfaktor, der gleich dem Ahnlichkeitsmafstab 4 ist, konstant sein. - Mit dem hier 
vorliegenden Fall der ahnlichen Lage befa8t sich schon A. Duscnex in den Sber. 
Akad. Wiss. in Wien, Math.-naturw. K1., Abt. Ila, 186, 270 (1927). 

12) Diese Betrachtung enthalt zugleich einen Hinweis darauf, wie die Aufgabe, ein 
*Flachenpaar zu finden, dessen Invarianten denen des vorgelegten Flachenpaares pro- 
portional sind (das also die gleichen absoluten Differentialinvarianten besitzt), wenig- 
stens bei konstantem Proportionalitatsfaktor auf die hier behandelte Aufgabe zuriick- 

zufihren wiire, namlich durch eine Ahnlichkeitstransformation. 
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rungen (2) soll ja die Abbildung x -> xz flachentreu sein; das bedeutet nach (1) 
und (3), daB gelten muB8: 
ia =fp Xtg=HvYED XI= BYi; = hh» 
und daraus ergibt sich wegen j, + 0 
(4) pv = 4. 

Das Analoge gilt von der Abbildung 5 > p. 

Man kann aber noch mehr aussagen: Damit die Affinitaten 8 > 6’ und 
8 > @’ identisch seien, mu8 mit den gleichen Werten von u und v wie in (3) 
gelten: 

(3’) Dp = LY Dg =vo,- 

Stellen wir namlich die Abhangigkeit der Vektoren in 8’ von denen in 8 und 
die mit ihr als identisch angenommene der Vektoren in #’ von denen inf mittels 
eines Affinors ® dar, so wird 9, = ®r, und », = ®z,, also nach (3) 5, = 
= Our, = uOr, =u9,. Ebenso ergibt sich die zweite der Gleichungen (3’). 

Es ist nun auch, wie sich nachrechnen la8t, ; = j und j = j. 

Die Fizrichtungen sind konjugiert. 

Aus (3) folgt durch Differentiation nach p und q: 

Epq=UEpg tMglp tgp = Eqn + “phe: 
Hieraus flieBt, daz, , als stetig vorausgesetzt wird, 


(5) (u—v) lpg + Uobp— pkg =0. 
Ebenso leiten wir aus (3’) ab: 
(5’) (u—v) Dog + He Dp —p%q =0. 


Jede dieser beiden Gleichungen hat stets die Lisungen p =v =1 und 
=v = —1,-die wir als trivial ansehen; wenn Epteing F 0 oder 5,5,9,, +0 
ist, muB, wie man durch skalare Multiplikation beider Seiten der Gleichungen 
mit £, X f, bzw. 9, x 9, erkennt, »—v—=0, mithin wegen (4) entweder 
u =v = 1 oder up = v = — 1 sein, und es verschwinden dann, wie es sein muB, 
auch die ibrigen Koeffizienten », und v, in (5) und (5’). 

Soll dieser triviale Fall nicht vorliegen, soli also 


(6) p—v+0 
sein, so muB 
(7) Fp lahpg = Vp %q9pq = 9 


sein; das hei®t aber bekanntlich: Die Netze der p-q-Linien miissen auf beiden 
Fléchen ¢ und 4 konjugiert sein**). 


13) Dies folgt unter der Voraussetzung (6) auch unmittelbar aus (5) und (5’); vgl. 
G. Darsovux: Legons sur la théorie générale des surfaces, Paris 1914, t. I, p. 141. 
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Entsprechende konjugierte Netze auf ¢ und b. 

Sucht man zur Flache z, in Erwartung getrennter Fixricitungen, eine von 
ihr wesentlich verschiedene, d. h. nicht durch Parallelverschicbung oder durch 
zentrale Spiegelung aus ihr hervorgehende Flache rz, zuglzich zu 9 eine ana- 
logen Bedingungen geniigende » von der Art, daB die F'achenpaare r = y 
und ¢ = py iibereinstimmende, im kleinen vollistandige Invariantensysteme 
besitzen, so ist es also nach der oben angestellten Uberlegung unerlaBlich, daB 
man vor allem auf ¢ und » konjugierte Netze ermittelt, die einander bei der 
Abbildung ¢ = 9 entsprechen. Das gelingt, wie bekannt, im aligemeinen auf 
eine einzige Weise: 

Es seien u, v die urspriinglichen, gemeinsamen Koordinaten des Flachen- 
paares r= . Sind L, M, N und L’, M’, N’ die FundamentalgréBen 2.0. von 
t bzw. y fiir die u-v-Netze, so erfiillt jedes Paar konjugierter Richtangen auf r, 
das durch die Werte von du: dv und 3u: 30 festgelegt sei, die Bedingung 


LdusSu + M(duse + dvdsu) + Ndvdsv =0; 


entspricht ihm auf 9 auch ein Paar konjugierter Richtungen, so gilt zugleich 


L'dudu + M' (dude + dvodsu) + N'dvodse =0. 


Eliminiert man aus diesen beiden Beziehungen Su: 8v, so erhalt man fiir 
du:dv die Gleichung 


(8) (MN'—N M')de? —(NL'— LN’) dudv + (LM’— ML) du? =0, 


die, weil Elimination von du: do an Stelle von Su: dv auf dieselbe Gleichung 
fiir 3u: 80 gefiihrt hatte, an jeder Stelle (u,-v) genau ein Paar getrennter kon- 
jugierter Richtungen der gewiinschten Art liefert, falls gilt: 

(8a) 4(MN' — NM’) (LM' — ML')—(NL'— LN’)? Ss 0; 

je nach der Giiltigkeit des oberen oder des unteren Zeichens sind sie reeil oder 
konjugiert imaginér. Wenn aber 


(8b) L:M:N=L’': M': N' 


ist, so ist (8) identisch in du, de erfiillt, und es entspricht dann jedem Paar 
konjugierter Richtungen auf x ein ebensolches Paar auf p. 

Ist die Vorausetzung (8a) erfiillt, so ist es also auf eine Art, wenn (8b) gilt, 
auf unendlich viele Arten méglich, die gegebenen Flichen ¢ und 9 — als Vor- 
bereitung zur Bestimmung eines Flichenpaares 7 = y, das sich von t = ) we- 
sentlich unterscheidet — mit einander entsprechenden konjugierten Koordinaten- 
netzen p, q zu iiberdecken; steht jedoch in (8a) ein Gleichheitszeichen, ohne daB 
(8h) gilt, so ist es unmédglich. 

Diese Parameternetze p,q, die durch Integration der Differentialgleichung (8) 
gefunden werden — diese ist unter den iiber die Funktionen x(u, v) und 9(u, 2) 
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gemachten Differenzierbarkeits- und Stetigkeitsvoraussetzungen prinzipiell 
médglich —, miissen wir als Netze der Fixrichtungen fiir die Abbildungen ¢ — r 
und 9 — y beniitzen. 


Eine notwendige Bedingung. 


Um x und py nach (3) und (3’) berechnen zu kénnen, haben wir zunichst 


uw und damit auch v = 1: zu bestimmen; das gelingt mit Hilfe von (5) 
oder (5’). 


Es liegt nahe, diese Gleichungen mit den mittleren der drei Ableitungs- 
gleichungen von Gauss zu vergleichen, die wegen (7) folgendermaBen lauten: 


12 12 
(9) te {'1 | + {2 fe 
4 2’ 1 2)’ 


Wegen der Regularitat des Netzes x(p, g), d. h. wegen der linearen Unabhangig- 
keit von ¢,, und ¢,, folgt aus (9) und (5), und analog aus (9’) und (5’): 


12 12 
(10) u, + , | w—w =0, vp + ; | »—w =0, 


1 2)’ 1 2)’ 
(10') m+ : }u—v =o, e+ {'o | 0—w =0. 


Als Vorbedingung fiir die widerspruchsfreie Bestimmbarkeit nichttrivialer, also 
der Bedingung (6) geniigender Lésungen, miissen demnach die beiden Bezieh- 
ungen erfiillt sein: 


ow fteo fatale 


d. h. die mittleren Dreizeigersymbole von CunistorFet miissen bei den beiden 
Netzen x(p,q) und 9(p, q) die gleichen Funktionen sein. Diese wollen wir weiter- 
hin zur Abkiirzung, je doppelt genommen, mit g und h bzw. g’ und h’ bezeich- 
nen, so daB gilt: 


g (p,q) = 2 {", = (GE, — FG,) : (EG — F*). 
(12) ~ 

h (p,q) -2| 9 = (EG, — FE,) : (EG — F%), 
(12’) 1 


1 2)’ 


e' (p.9) = 2 | = (G' E',— F'G',) : (E'G' — F"»), 
h' (p,q) = aft, | =< 


(E' G',,-— F'E',) :(E'G' — F"), 
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wo E, F,G, E’, F’,G’ die FundamentalgréBen 1.0. der Netze z(p, g) und 9(p, 9) 
bedeuten. Aus (11) wird dann 


(11’) g=¢, h=?'. 


Bestimmungsgleichungen fiir die MaBstabe vp. und v. 

Nur wenn die Bedingungen (11’) erfiillt sind, was wir weiterhin voraussetzen 
wollen, kénnen also die Gleichungen (10) und (10’) nicht-triviale Lésungen » 
und v haben; (10) und (40’) sind dann gleichbedeutend mit dem folgenden 
System partieller Differentialgleichungen: 


(10) uo +(u—vg=0, 2v,+W—p)h=0. 


Da wir durchweg nur regulare Flachenabbildungen) betrachten wollen, miis- 
sem uw und vy stets endlich sein, es mu8 also wegen (4) gelten: 


(43a) uO und v+ 0. 
Integrabilitatsbedingungen. 


Es sollen nun die Bedingungen fiir die Ezistenz nicht-trivialer Lésungen 
w und vy, fiir die also 


(43b) pw? 1 und v? + 1 


ist, und diese Lésungen selbst vollstandig aufgestellt werden. 

Wir leiten zunachst in der iiblichen Weise) die Integrabilitatsbedingungen 
her. : 

Fordern wir, da8 z(p, g) samtliche Ableitungen bis zur 3. Ordnung besitze 
und daB diese stetig seien, so folgt, falls die Gleichungen (10’’) tiberhaupt Lé- 
sungen haben, da8 y, und v,,, also wegen (4) und (13a) auch yp, und v,, folglich 
wieder wegen (10’’) auch Bop und u,,, existieren und stetig sind, da8 sonach 


Mpg = Hap ist. 
Fiir die neue Variable 
(14) w=" 


erhalten wir aus (10’’), da v =1:p: 
(15) w+ (w—i)g=0, w+ u(w—i)h=0; 
hieraus flieBt 
Way + We + (w— 1) 8, = 0, Wyq +, (2~—1)h+ w(w— i)h,=0, 
mithin wegen w,, = w,, vermdge (15): 








14) Vgl. FuBnote 5. ; ; 
8) Vgl. C. Caratutopory: Variationsrechnung und partielle Differentialgleichun- 
gen erster Ordnung, Leipzig und Berlin 1935, S. 29 f. 
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w(w — 1) gh — (w— 1) g, = (2w — 1) (w— 1) hg — w(w — 1) h, 
oder 


(16) ((w—1) gh + g,—wh,) (w—1) = 0. 


Dies ist die gesuchte /ntegrabilitatsbedingung. Sie ist, im Einklang mit frithe- 
ren Feststellungen, immer erfiillt fiir die triviale Lésung w = 1. Nicht-triviale 
Lésungen, fiir die w — 1 + 0 ist, sind also nur zu erwarten, wenn der erste der 
beiden Klammerfaktoren auf der linken Seite von (16) verschwindet, d. h. 
wenn gilt?*): 

(16’) w(gh—h,) —(gh—g,) =0. 


Verschiedene F alle. 

Wir haben nun die beiden Méglichkeiten zu betrachten: 

a) Wenn gh—h, + 0, mu8 wegen (13a) und (14) auch gh—g, =— 0 sein. 
Ware nun g, = h,, 80 hatten wir nach (16’) die triviale Lésung w = 1. Eine 
Lésung, fiir die (13b) gilt, kann es ‘nur geben, wenn auch g, — h, + 0. 
Ebenso folgt aus der Annahme gh —g, + 0, da nach (13a) auch 1: +0 
sein mu8: gh —h, + 0 und, wenn eine nicht-triviale Lésung méglich sein 
soll, g, + h,. 

b) Ist aber gh — g, = 0, 80 folgt aus (13a): gh —h, = 0, und es gilt auch 
das Umgekehrte; es ist dann also auch g,, — h, = 0. Es kann aber, wenn eine 
(13b) befriedigende Lésung vorhanden sein soll, wegen (16’) nur dann g, = h, 
sein, wenn gh —g, = gh—h, = 0 ist. 

Demnach haben wir zwei Bedingungen zu unterscheiden, unter denen nicht- 
triviale Lésungen w der Differentialgleichungen (15) ezistieren kénnen"’) : 

1#) Ahnliche Beziehungen wie (16") [aber auch wie (10’’)] treten in der Theorie der 
Strahlenkongruenzen auf; vg]. L. Brancui: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie. 
Deutsch von M. Luxat. Leipzig 1899, S. 349. - Sehr einfach ergibt sich (16’) unter 
der Voraussetzung w + 1 auch als Bedingung fiir die Vollstandigkeit des Differen- 


iials dln(1 —w); die Gleichungen (15) sind ja gleichbedeutend mit der Differential- 
gleichung vom Riccatischen Typus 
dw = (1— w)whdp + (1— w)gdq. 
Diese 148t sich durch die Substitution w = 1 + 1: w, zu der das partikulare Integral 
w=1 Anla8 gibt, auf die lineare Differentialgleichung 
dw = (1+ a)hdp + wgdgq 

zuriickfiihren, aus der ebenfalls (16’) leicht zu gewinnen ware. 

17) Man kénnte diese Alternative auch so formulieren: Die VanpeRmonpeEsche 
Determinante 








1 1 1 
gh gp ih 
(gh)? gp* hg? 


muB entweder den Rang 3 oder den Rang 1 haben; der Rangwert 2 kommt nur in 
dem weiter oben am SchluB des Abschnitts a) erwahnten Grenzfall vor. - Beziehungen 
wie (17b) spielen auch sonst eine Rolle; vgl. Biancni (FuBnote 16), S. 332, 337 f. 
u. 349. 
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a) Entweder muB sein 


(17a) (gh — g,) (gh —h,) (¢, —h,) + 9; 
b) oder es muB gelten 

(17b) gh=g, =h,. 
Verschiedene Lésungen. 


Wir verfolgen nun jeden dieser beiden Fille weiter: 
a) Wenn die Ungleichung (17) erfiillt ist, erhalten wir aus (16’) ohne weiteres 
als einzige, auBer der trivialen, mdgliche Lésung 


(18) w = (gh —g,): (gh—h,), 
aus der sich nach (14) und (4) zwei Paare zusammengehdériger Werte yu, v er- 
geben. 

Als notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir, daB die 30 bestimmte 


Funktion #.wirklich die gesuchte Lésung der Gleichungen (15) ist, muB aber, 
eben wegen (15), gelten: 


a gh—h, 








Bp—hq é gh—gp hqg—8p 
(19 — = — und h —-_= — : 
6 gh—ép op gh—ép 


gh—ho 2q gh—h, 
oder 
(19a) (gh—g,) (gh—h,),— (gh—h,) (gh—g,), + g(gh—h,) (g,—h,) =0 
und 


(19b) (gh—h,) (gk—g,),— (gh—g,) (@h—h,), + h(gh—g,) (h,—8,) =9. 


Diesen beiden Bedingungen, die voneinander unabhangig sind*), geniigen 
wegen (11), (142) und (12’) auch g’ und h’ an Stelle von g bzw. h. 

b) Sind die Beziehungen (17b) erfiillt, so folgt aus g, =h, auf Grund der 
friiher schon geforderten Differenzierbarkeits- und Stetigkeitseigenschaften 
von g und h (vgl. S. 28) die Existenz einer Funktion ®(p, g) der Art, daB 


(20) g = @,, h = 2, 


ist. Da also ® wie g und A noch weiter differenzierbar sein muB, so finden wir 
durch Einsetzen dieser Ausdriicke in die erste der Gleichungen (17 b) 
(21) $=, oder # — 0; 

pq Pq apeq ° 
diese beiden Relationen sind wegen e® + 0 untereinander vollkommen gleich- 
wertig. Die Funktion ® muB somit die Form haben 





18) Den Beweis fiir die gegenseitige Unabhangigkeit von (19a) und (19b) erbringt 
des Paradigma g = 1:9, h = 2q: (1 + pq); es gilt dann namlich auBer (17a) nur 
(19a), nicht aber (19b). —- Ein Beispiel fiir die Giiltigkeit von (15), (17a), (18), (19a) 
und (19b) liefert die folgende Annahme: g =1:q, h = q: (1 + pq); es ist dann 
w = (1 + pq): pg die einzige Lésung von (15) auBer w = 1. 
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(21’) ® = — In(P + Q), 


wo P von p allein und Q von g allein abhingt. P und Q diirfen weiterhin als 
bekannt angesehen werden. 
Aus (15) wird nun 


jy nw!) =F In (P+ Q, gp n(t—s)=fm (P + Q), 
und daraus folgt 
(22) w~1=P(P+Q), 1—* =Q(P+Q), 


wo P und Q Funktionen bedeuten, deren erste nur von p, deren zweite nur 
von g ebhangt. Wir finden durch Elimination von w aus den beiden Gleichun- 


gen (22): 
oder 


(1+ P(P+Q)(1—Q(P + Q) =1 
(P — Q) (P + Q)— PQ(P + Q)? =0, 
folglich, weil P +-@ nach (21’) wegen der oben nachgewiesenen Stetigkeits- 
eigenschaften der Funktion @ nicht identisch verschwinden darf, 
P—Q = PQ(P+Q). 
P und Q kénnen daher nur zugleich Null sein. Nach (22) wiirde das die triviale 
Lésung w = 1 bedeuten; weil wir diese hier ausschlieBen wollen, ist also 
1:@0—1:P=P+@Q 
P+1:P=—Q+4+1:Q. 


Da die linke Seite dieser Gleichung von q, die rechte von p unabhangig ist, 
haben beide Seiten einen konstanten Wert C; wir finden also 


oder 


1:P=C—P, 1:0=C+4@Q. 
Demnach erhalten wir aus (22), und zwar aus jeder der beiden Gleichungen, 
die Lésung 
(23) w=(C+Q):(C—P), 
die sich mit Hilfe von (15), (20) und (21’), und zwar mit willkiirlichem C, veri- 


fizieren 14Bt. Hieraus flieBen wie friiher zwei sich nur in den Vorzeichen unter- 
scheidende Lésungspaare uy, v. 


Uberblick iiber die bisherigen Ergebnisse. 


Im Falle a), d..h. wenn (17a) gilt, gibt es unter den Voraussetzungen (19a), 
(19b), (11) und (7) neben dem Flachenpaar r= by genau ein davon wesentlich 
verschiedenes Flachenpaar ¢ = y mit gleichem Invariantensystem. 
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Im Falle b), d.h. wenn (17b). gilt, existiert unter den Voraussetzungen (11) 
und (7) — (49a) und (19b) sind ersichtlich als Folge von (17b) und (11’) er- 
fiillt!®) - eine unendliche Schar derartig zusammengehdriger Flachenpaare 
t= b; fiir Coo gehen ¢ und 9 in ¢ und 4 oder in —z und —y ier. 

In jedem Fall sind die Flachen ¢ und y gemaB (3) und (3’) durch Quadraturen 
bestimmbar. 

Wichtig ist noch folgende Bemerkung: 

Alle Gleichungen des Teiles A, die sich auf die Parameter p und q be- 
ziehen, sind, wie es der Zusammenhang erfordert, gegeniiber der Gruppe 
der Transformationen p = p(P), ¢ =4q(q) invariant; das gilt insbesondere 
von den Differentialgleichungen (10’’) fir ~ und v. In der Tat folgt dies 
daraus, daB bei solchen Substitutionen sich die hier hauptsdchlich in Be- 
tracht kommenden Funktionen wegen 


df oi d d dp 


—=p'—, ===, wop=—, fa 
dp dp dq dq d dq 
gesetzt ist, folgendermaBen transformieren: 


p=p, V=v (nach (3)), folglich ps=q'p,, ¥,=pP'v,, 
ferner 
E=p*E, F=pqdF, G=q*G, mithin E,=p"q'E,, G5=p’qG,p, 
woraus nach (12) flieBt: 
s= q&, h= ph ° 


B. Zusammenfallende Fixrichtungen der Abbildungen xx und 9 > §. 


Die Bezehungen t > ¢ und ) > in geeigneten Koordinaten. 

Ist in jedem Punkt von ¢ genau eine Fizrichtung fiir die Abbildung ¢ + ¢ 
vorhanden, so mu8 dasselbe, wie wir friiher sahen, auch fiir die Abbildung ) — y 
statthaben. Es kann dann unter den iiber die Netze x(u, ») und 9(u, 7) gemach- 
ten Voraussetzungen ein Parameter g der Art eingefiihrt werden, daB die Linien 
q = const in jedem Punkt die Fizrichtung beriihren; der andere Parameter p 
werde, vorlaufig wenigstens, heliebig gewahlt. 

Es ist bekannt, daB jede Affinitat in einer Ebene, deren Fixrichtungen in 
eine zusammenfallen, sich aus einer Scherung und einer Streckung zysammen- 
setzt. Da die Abbildung r-» ¢ wegen j, =j, flachentreu sein mu8 und alle 
Scherungen diese Eigenschaft besitzen, so kann die Streckung, die in der Af- 


1%) Es folgt aber aus (19a) und (19b) und dem Verschwinden einer der drei GréBen 
gh — gp, gh — hg, gp — hg noch nicht das der beiden anderen, wie es die Bedingungen 
(17b) verlangen. — Fiir die Flachenschar hat der [durch (23) in Evidenz gesetzte] 
Satz, daB das Doppelverhaltnis von vier Lésungen einer Riccatischen Differential- 
gleichung nicht von den unabhangigen Veranderlichen abhangt, eine geometrische 
Bedeutung, auf deren nahere Formulierung hier woh! verzichtet werden darf. 
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finitat 8 6 steckt, nur entweder eine Parallelverschiebung oder eine Spie- 
gelung an einem Punkt sein. Hiernach muB gelten: 


(24) tp = ef), ‘ _ ALp + et. 

wo entweder e = 1 oder « = — 1 ist und, wenn der triviale Fall ausgeschlossen 
werden soll, + 0 sein muB. Jede der beiden Méglichkeiten e = 1 odere = — 1 
14Bt sich mit Hilfe einer in diesem Zusammenhang trivialen Raumtransforma- 
tion auf die andere zuriickfiihren. 

Die Affinitat 6 = @’ bleibt dann und nur dann beim Ubergang vom Flachen- 
paar =~ zu r= by ungedndert, wenn mit derselben Funktion A(p, q) wie 
oben gilt: 

(24') Yp =E9p 9g = AD, + €D,- 

In-der Tat finden wir dann, aber auch nur dann aufer j, = j, und jg = j, 

auch j =j und j =j. 


Die Natur der Flachen x und b. 
Aus (24) erhalten wir 


ts = 8 (Az,) 
tpg = Spy lap = — + fp) 
folglich 


op 
also ist Az, nur von g abhangig, d. h. jede Linie g = const hat konstante Rich- 
tung, ist also eine Gerade. 

Demnach muB die Flache ¢ eine Regelflache sein, und ihre Erzeugenden, die 
eine Schar der Wendelinien darstellend, weisen in die Fiztrichtungen der Ab- 
bildung ¢ — rz, die also auch hier konjugiert sind. 

Dasselbe gilt vor y. 


Wenn ¢, (g) der Einheitsvektor der Erzeugenden ist (e? = 1), so muB folglich, 
mit m(q) als Ortsvektor einer Leitlinie, gelten: 


(26) t=r(p, 9) *e(9) + m(q), 
wo r+ 0. Da hiernach 
tp = Te = (re), + m,; 


so folgt, weil Ax, =Ar,¢,(g) nach (25) nur von g abhangen darf, da Ar, eine 
Funktion von q allein ist: 


(27) Ar, = x(q) #0. 
Wegen (24) muB nun gelten: 


ip = €7pe, (9), lq = Arye, + (re), + em, = xe, + € (re), + EM; 
Mathematische Annalen. 120. 3 
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folglich erhalten wir durch Integration der ersten dieser beiden Gleichungen 
nach p: 

(28) r=ere, +em(q), 

hieraus wieder durch Differentiation nach q: 


tg =e(re),+em,, 
somit durch Vergleich mit dem einige Zeilen weiter oben gefundenen Ausdruck 
fiir denselben Vektor 


m, = exe, + m,, 
also . 
(29) m (g) = m (9) +ef* xe, @ ag. 
Die Willkiirlichkeit der Funktion x(q) unterliegt nur der durch unsere Differen- 
zierbarkeitsanspriiche bedingten Einschrankung. 

Wenn m (q) Kehilinie der Regelflache zr ist, wofiir bekanntlich das Verschwin- 
den von ¢,,m, notwendig und hinreichend ist, so wird wegen Cer, = 0 auch 
¢,,m, =0; auch m (g) ist also dann Kehllinie. Die beiden Flachen z¢ und y 
stimmen langs entsprechender Erzeugenden — bei Deutung von g als Zeit — in 
der ,,Langsdrehung, der ,,.Querdrehung* und der ,,Querschiebung“ iiberein, 
folglich auch in der ,,Schrénkung“ und im Verhdltnis von ,,Schrotung zu 
»Schlupf; sie unterscheiden sich namlich nur in der , Langsschiebung“ von- 
einander, wie man durch Berechnung all dieser GréBen oder besser unmittel- 
bar durch folgende kinematische Betrachtung finden kann™): ¢ geht dadurch 
aus x hervor, da8 je zwei lings einer Erzeugenden zusammenhangende Teile 
der Flache ¢ in Richtung dieser Erzeugenden parallel gegeneinander verscho- 
ben werden, wie die (29) vorausgehende Gleichung erkennen l48t; nach dieser 
ist x(g) die Differenz der Langsschiebungen. 


Zusamménhang zwischen den Flachen t und b. 
Ganz analez ergibt sich 


(26') b = s(p, 9) ea(g) + (9) 
mit e} = 1 und, mit einer im weser.tlichen willkiirlichen Funktion von q allein, 
(27’) As, = b(g) = 0. 


Da hiernach wegen (27) auf Grund der unmittelbar vor (24’) iiber  ge- 
machten Bemerkung 


Sp? 7p= (9): x9) 


ist, muB gelten: 
(30) s(p, 9) = 9(g)-r(p, 9) + f(g); 
wobei o(¢) = }(q): x(q) und f(g) stetig differenzierbare Funktionen bedeuten. 


*) Vegi. die Arbeit: Zur Differentialgeometrie der Regelscharen. Jber. d. Deutsch. 
Mathematikerver. 51, 2. Abt., 31 ff. (1941). 
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. Ferner finden wird durch Uberlegungen, die den zu (28) und (29) fiihrenden 
gleichen, 


(28’) yb = eS¢, + en(q) 

mit 

(29’) ng) =n(g) +e fh @)ee(9) dq. 
Ergebnis. 


So sind wir zu folgender Einsicht gelangt: 

AuBer dem Flachenpaar ¢ = by gibt es auch dann andere Flachenpaare ; = y 
mit demselben Invariantensystem, und zwar unendlich viele, wenn x und » 
Regelflachen sind, die gemaB (30) derart aufeinander abgebildet sind, daB jede 
Erzeugende der einen einer solchen der andern als dhnliche Punktreihe entspricht, 
und zwar nach einem von einer Erzeugenden zur andern willkiirlich wechseln- 
den Gesetz. Die Bedingung (30) aber ist gleichbedeutend mit der folgenden: 


(30’) Sp:7p=9(g) oder 7,5,,—S)r,, =9. 

Zur Probe kénnen noch die Invarianten berechnet werden; wir finden, dab 
(2) erfiillt ist. 

Es sei noch erwahnt, daB wir neben g auch die Lange der auf der Erzeugenden 
liegenden Strecke r zwischen der Leitlinie und dem jeweils gerade betrachte- 


ten Flachenpunkt an Stelle von p als Parameter hatten einfiihren kénnen, 


und zwar schon bald nach Aufstellung der Gleichung (26); schon dort hatte 


sich namlich die Funktionaldeterminante te : =r, wegen 1, = 7, + 0 
als von Null verschieden erwiesen. Es wiirde dann der Faktor A in (24) nur von 


q allein abhangig, namlich nach (27) gleich (gq) werden. 


Zusammenfassung und Ausblick. 

Unsere Betrachtungen zeigen, daB die Differentialinvarianten, die zu einem 
Paar aufeinander abgebildeter Flachen gehdren, dieses, auch wenn man ,,tri- 
viale‘‘ Verschiedenheiten nicht als Unterschiede rechnet, durchaus nicht immer 
eindeutig zu bestimmen brauchen, trotzdem sie die affine Beziehung zwischen 
den Umgebungen je zweier entsprechender Flachenpunkte vollkommen im 
Raume festlegen. 

Beispiele, die dies naher belegen, sollen in einer besonderen Arbeit mit- 
geteilt werden. 


Naturgema8 stellt sich uns nun als nachstes Problem das folgende: 

Welche Bedingungen miissen vier Funktionen j,, jg, j, / von zwei Verander- 
lichen u, v erfiillen, damit zwei Vektoren x(u, v) und 9 (u, 2), die den Gleichun- 
gen (1) und (1’) geniigen, existieren ? 


(Eingegangen am 7. November 1946.) 
3* 











Das Dirichletsche Prinzip. 


Von 
Lars V. Autrors (Helsingfors). 


Constantin CaRATHEODORY zum 70. Geburtstag gewidmet. 


In einem kleinen Aufsatz habe ich neulich einen Weg zur Begriindung des 
Dirichletschen Prinzips angegeben, der gegeniiber den bisher iiblichen Me- 
thoden gewisse Vorteile bietet. Durch Anwendung des ,,calcul différentiel ex- 
térieur“ von E. Cartan wurde es .mdglich, alle Rechnungen duBerst knapp 
darzustellen. Da es jedoch méglich ist, daB die angewandte Symbolik viele 
Leser fremd anmutet, ist es vielleicht angebracht, eine zweite Darstellung zu 
geben, worin ich auf die Anwendung dieses formalen Hilfsmittels verzichte. 
Dies ist der bescheidene Zweck des vorliegenden Aufsatzes. 

Es handelt sich im folgenden nicht um die Lésung irgendeiner besonderen 
Aufgabe, sondern wir wollen nur zeigen, da8 der bei der Anwendung des Dirich- 
letschen Prinzips gemachte Ansatz tatsdichlich durchgefiihrt werden kann. Das 
zugrunde gelegte Gebiet G sei aus Darstellungsgriinden in der komplexen Ebene 
enthalten. Die Fragestellung ist dann folgende: . 

Man betrachtet in G eine Klasse von Funktionen »(z, y) mit folgenden 
Eigenschaften: 

1. T ist nicht leer. 

2. Jedes wv ist stetig differentiierbar und 


D(e) =f J (<2) m (=) dzdy<oo. 


3. T'ist linear, d. h. wenn v, und v, zu ’ gehéren, so liegt auchd v, + (1 —A)vg 
in LT. 

4. Liegt v, in I und verschwindet die stetig differentiierbare Differenz 
V_—v, auBerhalb einer kompakten Teilmenge von G, so gehért auch v, zu I’. 

Es gilt zu zeigen, daB es eine in G harmonische Funktion u(z, y) gibt, 
derart daB die untere Grenze von D(u—v) verschwindet. Gleichzeitig gilt 
dann D(u) = u. Gr. D(v). 

1. Jedenfalls gibt es eine Folge von Funktionen »; aus |’, fiir welche D(v,;) = d; 
gegen die untere Grenze d der Dirichletintegrale strebt. Fiir ein beliebiges v 
aus T° gilt 


D(v,+A(v— v,)) Sd 
oder 


d,—d + 2aD(v,, v--v,) +A D(v—v,) 20 





Das Dirichletsche Prinzip 37 
mit der iiblichen Bezeichnung 
av Ow dv. Ow 
G 
Da dies fiir alle 4 gelten soll, so folgt 
(1) D(v,, v— v,)* S (d; — d) Div — 9,). 
Fir v = v; wird besonders 
D(v,, v; — v,)* S (4, — d) D(v; — v,) 
und durch Vertauschung von i und / 
D(v,, v; — v,)* S (d; — 4) D(v; — v,). 
Aus dieser Ungleichung gewinnt man die wichtige Relation 
(2) D(vi— 0) S (Vd, —d + Vdj—d)*. 
2. Um einen Punkt a von G beschreiben wir jetzt einen in G enthaltenen Kreis 


K vom ‘Radius p. Wir setzen z = a + re und bilden die tiber den Kreis 
|z—a| =r<op erstreckten Integrale 


Gj» (r) =1fo sinngdg, diy (r) =1fu cos ngdg. 
0 6 


Dureb leichte Umformungen erhalt man 


rn antintf ffm sin n@ re: hol " v4) main no drdg= 
ff (es 
= sin n@ 


Mit Hilfe der Scowanzschen Ungleichung schlieBt man, da8 


"(ain (r)— dnl) S Sf [Peay +4, (? =") rardp x 


r 2x 
x [[ er-sarae, 
00 











rmdrdq. 


und es folgt 
D(vi—%) | 


(4: n (r)— yn (7)? S—— 
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In Verbindung mit (2) ergibt sich die Existenz der Grenzfunktion 
(3) Gn (r) = lim ain (7), 
und dieser Grenzwert wird gleichmaBig angestrebt. Dasselbe gilt von 
by (r) = lim dj» (r)- 
i+co 


Die Funktionen a,(r) und ,(r) sind stetig fir 0 [r< op. 


3. Um die Form der Funktionen a,(r) und b,(r) zu bestimmen, miissen wir 
die Beziehung (1) ausniitzen. Wir wahlen fir h = v — v, eine auBerhalb von 
K verschwindende Funktion, die im Innern des Kreises die Form f(r) sin ne 
oder f(r) cos ng besitzt. f(r) sei zweimal stetig differentiierbar und verschwinde 
identisch in der Nahe von r = 0 und r =p. 

Mit der ersten Wahl gilt 





D '~%, h) - {fer (r) sinne + =— a = i n cos ng) rdrdg. 


Durch partielle Integration erhalt man 


@ 2x e@ 2x 
{ {> f (r) sin ngrdrdg ae? 4 f(r) sin no drdq, 
@ 22 i 
[{# Ly? cos rotrdg =n | fo iv) sinngdrdg, 
und folglich 


D(v,,h) = [ aint) (ne 10) _ Fr f (r))) ar. 


0 


Der Grenziibergang i— co fiihrt dann unter Beachtung von (1) und (3) zu 


[ ay, (r) (n2 Le) — (rf (r))) dr=0 


oder in anderer Schreibweise 


fart 





(r3- an _S_ f(r) m)) dr =0. 


Betrachtet man jetzt — = r® als Variable und setzt f(r)r® = (2), so wird 


also 
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fa (yr & &) de =0 
0 
fiir jede geniigend regulare Funktion ®(€), welche in der Nahe der Integrations- 
grenzen verschwindet. Nun braucht men nur das aus der .Variationsrechnung 
bekannte Du-Bois-Reymonpsche Lemma in der verallgemeinerten Fassung 
von ZERMELO') anzuwenden, um zu schlieBen, da8 
a, (r)r" = a,r*™ + a’ 
oder 
a, (r) = a,r" + ahr 
mit konstanten Koeffizienten. Wegen der Stetigkeit von a,(r) fiir r = 0 mub 
a}, verschwinden, und wir erhalten 
a, (r) =a,r". 


In ganz derselben Weise zeigt man, daB 





b, (r) =, r". 
4. Aus 
2x 2n 
1 4 a0; 
Gin (r) = =f v; sin ngdg = az ‘be cosngd@ 
0 0 
und 
2a 
1 oui. 
bin (r) a ne ie sinngode 
ri 


folgt nach der Bessetschen Ungleichung 





J mantrt +b." S . / (2) de 


und durch Integration 


Sof (ant toante st (fay # dg 


Fihrt man nacheinander die Grenziibergange i—-0o, Noo durch, sv er- 
gibt sich 


D Man? + byt) 2" < 28 
1 


Wir kénnen also auf die Existenz der harmonischen Funktion 


1) Vgl. Botza: Vorlesungen tiber Variationsrechnungen, Aufg. 47, 8S. 153. 
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qI= 2 (an cos ng —b,sin ng) 


im Kreise 0 <r<op schlieBen. 
In ganz derselben Weise findet man 
r oN 
; d = — 
wf 3 n® ((ain—ajn)® + in—bjn)®) 22 < Divy—v) < (Vd + V= a)" 
° 1 


und fiir j +00, N-+oo 


> d 
z{ 2) ((in— Ant)? + bin —burm*) FS dy—d. 
Andererseits hat die Fourierentwicklung von oe —gq das konstante Glied 


Null und die Koeffizienten n (a; ,, — a,7"), —n (b;,, — 6,7"). Nach der Parse- 
vatschen Gleichung gilt also 


Ps ((a;n—@n?™)? + (bin—Dn on= (3 —«) dg, 


und man erhalt 
[T(t arses 


in | (88 te)" parde = 0. 


av + 
i ,im Mittel* gegen q. 


und folglich 


Es konvergiert also 


5. Geht man zu rechtwinkligen Koordinaten aig so wird, wenn a = a + if, 


80; — 2 

4 - 

(4) io te 7 B) + 2% > (e— —a). 

Ersetzen wir a durch den iv aa some a’ =a-+ if’, so wird auch 
a 





(y—B') +4 in (z—a) 


im Mittel gegen eine eindaaii Funktion iniibiit und zwar in einem 
Kreise K’ um a’. Hieraus folgt sofort, da 





K und K’ im Mittel gegen eine harmonische Funktion m(z, y) konvergiert. 


_Ebenso wird -2% 
éy 


im selben Sinne gegen eine harmonische Funktion n(z, y) 


konvergieren. Die Funktionen m(z, y) und n(z, y) sind eindeutig bestimmt 
und existieren offenbar im Inneren von K. 
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Aus (4) folgt durch den Grenziibergang g = — m(y — 8) + n(x —a), und 
weiter 


am an 
Aq=— ty +7-= 0. 
Um zu beweisen, daB auch = =— i miissen wir anders verfahren. Fir 


eine auBerhalb K verschwindende Funktion h gilt 


| a 
lim Diewhy = im | f (25 oz + By By) Cz dy =O. 


Folglich ist 


[J (masts ay) dz4y—=— ff (sz + 35) dzay—0 


fiir alle h, und das ist nur moglich, wenn 12m = a. Also sind m und —n 


konjugiert harmonisch, und du = mdz + ndy ist Differential einer harmo- 
nischen Funktion. 


Man kommt vielleicht etwas einfacher zu demselben Ergebnis, wenn man 


durch eine Variabelntransformation zu den neuen rechtwinkligen Koordinaten 
logr und @ iibergeht. 


6. Wir haben in jedem Kreise KX ein Paar zugehdriger harmonischer Funk- 
tionen m und n definiert, so daB 


ba ff ((S5 + (85a) sear =e 


Fiir zwei sich iiberschneidénde Kreise miissen die entsprechenden Funktionen 
m und n in dem gemeinsamen Teil iibereinstimmen. Also sind m und n ein- 
deutig definiert in G. 

Jedes kompakte Teilgebiet G’ von G kann mit endlich vielen Kreisen K 
iiberdeckt werden. Also gilt auch 


tn [f ((S a) + (S$ -af exay=o 


Ersetzt man nun in (2) das Gebiet G durch G’, und fiihrt man den Grenziiber- 
gang j—>©Co aus, so wird 


[J (es = m) + ($e —n)") dzdy <4,—d 


unabhangig von G’. Hieraus folgt 


(5) tim. ff ((3= —m)" + (22 —n)") dzdy=0. 
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Wie steht es mit der Eindeutigkeit der Integralfunktion u ? Wir betrachten 
eine einfache geschlossene Kurve y in G. Sie zerlegt G in zwei Teilgebiete G, 
und G,. Wenn das eine Teilgebiet nur von y berandet wird, so gilt ohne weiteres 


jf maz +ndy=0. 


Im entgegengesetzten Falle miissen wir eine Hilfsfunktion pu bilden, die in der 
Nahe der zu y fremden Randpunkte von G, und G, identisch gleich 0 bzw. 1 
ist. Die Konstruktion einer solchen Funktion bietet keine Schwierigkeiten. E; 
wird dann durch partielle Integration 


‘ ae; éu duj ou on eu) a 
ie aay ae) 249 J f(s (3%  (u: Zt) azay =o. 
G 


und durch Grenziibergang 


Andererseits erhalt man bei geeignetem Durchlaufsinn von y 


[J (a5—sae) aeeu— f vee 


Y 


[J (ns§—n se) 4z4v— f ¢—wen 
yoru 


und dié Eindeutigkeit ist besten. 
Gleichung (5) besagt, da8 lim D(u — v,) = 0. Aus den Dreiecksungleichungen 


und 


Hieraus folgt 


VD) SVD, +VDu—»), 
VD(%) SVD) + VDu—») 
ergibt sich dann 
D (u) = lim D (v,) =d. 


Hiermit ist alles bewiesen. 


(Eingegangen am 12. Juni 1943.) 








Die Cartesischen Produkte und die Multiplikation 
von MaBfunktionen in Booleschen Algebren. 
Teil I. 


Von 
Demetrios A. Kappos in Leipzig. 


Seinem verehrten Lehrer Prof. C. CaraATHEODORY zum 70. Geburtstag 
am 13. September 1943 gewidmet. 


Einleitung. 


Die Multiplikation von MaB8funktionen in abstrakten Raumen haben Haun?) 
und Lomnik1-ULam?) untersucht. CaraTHEODORY, der neuerdings*) den Begriff 
der MaBfunktionen in Booleschen Algebren eingefihrt hat, hat auch*) die 
Multiplikation von Inhaltsfunktionen, deren MaBkérper eine abzahlbare Basis 
besitzen, behandelt. Spater hat Biscnor®) angedeutet, wie man die Multipli- 
kation von allgemeinen MaBfunktionen in Booleschen Algebren einfiihren kann, 
und zwar wendet er, wie, CARATHEODORY auch, die Abbildung der Booleschen 
Algebren auf Mengenalgebren®) an. Die Booleschen Algebren werden bekannt- 
lich durch Axiome rein algebraisch erklart und sind etwas Allgemeineres als 
Mengenalgebren. Fordert man namlich bei der Abbildung einer vollkommenen 
Booleschen Algebra an eine Boolesche Mengenalgebra, daB auch die Vereini- 
gungen von unendlich vielen Elementen an die Vereinigungsmenge der ent- 
sprechendep Mengen abgebildet wird, so gibt es nicht immer eine solche Iso- 
morphie, wie Tarski’) zuerst bewiesen hat. In der vorliegenden Arbeit. behandle 
ich die Multiplikation von MaBfunktionen in Booleschen Algebren, ohne Be- 


1) Haun, H.: Uber die Multiplikation totaladditiver Mengenfunktionen. Annali di 
Pisa (2) 2, 429-452 (1933). 

2) Lomniki, Z. a. 8S. Utam: Fund. Math. 23, 237-278 (1934). 

3) CaraTHEopory, C.: Entwurf fir eine Algebraisierung des Integralbegriffes. Be- 
richte Bayer. Akademie 1938, 27-68. 

*) CaratHEopory, C.: Die Homomorphien von Somen und die Multiplikation von 
Inhaltsfunktionen. Annali di Pisa (2) 8, 105-130 (1939). 

5) Biscuor, A.: Beitrige zur Carathéodoryschen Algebraisierung des Integral- 
begriffes. Dissertation Berlin. Schriften Math. Inst. Berlin 5, H. 4 (1941). 

*) Die Méglichkeit einer solchen Abbildung ist von Birxorr, G.: On the combina- 
tion of subalgebras. Proc. Cambridge Phil. Soc. 29, 441-464 (1933), und Stone, M.: 
The theory of representations for Boolean algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 40, 
37-111 (1936), bewiesen. 

7) Tarski, A.: C. R. Varsovie 39, 151-181 (1937), Auch CaraTHEopory, Zitat 3, und 
Wecken: Math. Z. 45, 377-404 (1939), besonders Satz 3. 
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nutzung der Abbildung auf Mengenalgebren, allgemein. Kapitei I bespricht 
zusammenfassend die zwei Hauptmethoden, die eine Boolesche Algebra er- 
klaren. Dann fiihre ich im Kapitel II den Begriff der Cartesischen Produkte in 
Booleschen Algebren ein und erweitere die Menge K dieser Produkte zu einer 
Booleschen Algebra L. SchlieBlich behandele ich im Kapitel III die Multipli- 
kation von zwei MaBfunktionen. (Die Erweiterung fiir mehrere [endlich viele] 
MaBfunktionen bringt keine Schwierigkeit.) Zuerst erklare ich die Ma8funk- 
tion @ mit Hilfe der komponenten MaBfunktionen 9, und 9, auf L und beweise 
die Totaladditivitat dieser MaBfunktion in L. Die Erweiterung der Booleschen 
Algebra L zu der kleinsten vollkommenen Booleschen Algebra L ist mit Hilfe 
der MaBfunktion », die man als Bewertung der Booleschen Algebra (Boole- 
schen Ringes) L auffassen kann, behandelt; dann erreicht man gleichzeitig die 
Erklarung der MaBfunktion auf L auch. Im II. Teil sollen Ortsfunktionen von 
zwei Variablen definiert und der Satz von Fusini in Booleschen Algebren 
bewiesen werden. 


Kapitel I. 
Boolesche Algebren. 


§ 1. Teilweise geordnete Mengen. Eine Menge B von Elementen, a, b, c, . . ., 
L, y, ... heiBt teilweise geordnet, wenn die Beziehung a € 6 (a Teil von b oder 
b Vielfaches von a) zwischen gewissen Paaren von Elementen aus B besteht, 
die den folgenden drei Axiomen geniigt: 

Az. 1.a€ a fir alle a € B. 

Az. 2. Ist a, b, cE Bund aC b, bCe, so auch aCe. 

Az. 3. Aus a Sb und b G a folgt stets a = 3, falls a, b € B. 

Wir definieren jetzt: — 

Def. 0. Gibt es ein Element o € B, fiir welches o € z fiir alle xz € B ist, so 
heiBt dieses Element das leere Element von B. 

Def. 1. Gibt es ein Element e € B, fiir welches z C e fiir alle x € B ist, so 
heiBt dieses Element das volle (Eins-) Element von B. 

Die Elemente o und e sind, wenn verhanden, wegen Ax. 3 eindeutig be- 
stimmt. Es gibt aber teilweise geordnete Mengen ohne o'und e. Dann kann 
man aber immer o und e zu der Menge adjungieren. 

Def. 2. Zwei Elemente a,b € B heiBen zueinander fremd, in Zeichen ao 5b, 
wenn sie keinen Teil auBer o gemeinsam haben, d.h. wenn aus z € a und 
z¢ b folgt z= 0. 

Nun ist es klar, daB 0 o z fiir alle z € B ist. 

Def. 3: Gibt es ein kleinstes gemeinsames Vielfaches v C B von zwei Ele- 
menten a, b € B, so wird es die Vareinigung von a und } in B gerannt und 
mit a + b bezeichnet. 
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Die Vereinigung a + b besitzt also die Eigenschaften: 

3a) es ist aGatb,bGa+5, 

38) ist 2S 2 und b¢ 2g, so auch a +5¢ z. 

Def. 4. Gibt es einen gréBten gemeinsamen Teil d € B von zwei Elementen 
a, b € B, so wird er der Durchschnitt von a und b in B genannt und mit ab 
bezeichnet. 

Der Durchschnitt ab besitzt also die Eigenschaften: 

4a) es ist ab GC a, ab SB, 

4B) ist z | a und z¢€ 3, so ist auch z & ab. 

Def. 3*. Ist A irgendeine Teilmenge von B, also A < B, und existiert ein 
Element v € B, fiir welches gilt: 

a) aus a@€ A folgt a & »v, 

8) ist w € B und gilt a © w fiir alle a € A, so gilt auch o € w, 

so wird v die Vereinigung von allen Elementen aus A in B genannt und mit 


+a 
bezeichnet. =o 


Def. 4*. Ist A irgendeine Teilmenge von B (A < B) und existiert ein Ele- 
ment d € B, fiir welches gilt: 

a) aus a A folgt d & a, 

8) ist w € B und gilt w & a fiir alle a € A, 80 gilt auch w & d, 

so wird d der Durchschnitt von allen Elementen aus A in B genannt und mit 


IIa 

bezeichnet. sn 

Die Vereinigung (bzw. der Durchschnitt) von allen Elementen aus A ist 
also das kleinste gemeinsame Vielfache (bzw. der gréBte gemeinsame Teil) 
aller Elemente aus A in B. 

Ist die Teilmenge A abzihlbar, also {a,, a, .. .}< B, so bezeichnen wir die 
Vereinigung mit = + a,, den Durchschnitt mit ITa,. 

Aus Ax. 3 folgt, im Falle der Existenz, die Eindeutigkeit und Assoziativitat 
der Vereinigung bzw. des Durchschnittes. 

§ 2. Verbdnde. Eine teilweise geordnete Menge B heiBt ein Verband, wenn 
sie den Axiomen: 

Az. 4. Ist a, bE B, 80 auch a +0€E B. 

Az. 5. Ist a, b€ B, go auch abc B 
geniigt. 

Ein Verband B wird vollsténdig genannt, wenn er den scharferen Axiomen: 


Az. 4*. Ist A< B, so existiert £ +a€ B. 
actA 
Az. 5*. Ist A < B, so existiert Tl a € B 


actA 
geniigt. 
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Ein vollstandiger Verband B besitzt stets die Elemente o und e. Wir haben 
nimlich 
o=[Ja, e= Sta. 
aéB a¢éB 
Ein Verband B wird distributiv genannt, wenn er das Axiom: 
Az. 6. Ist a, b, x € B, so gilt z(a +6) = za + ab 
erfiillt. 


§ 3. Boolesche Algebren und ihre Beziehungen zu den algebraischen Ringen. 
Ein distributiver Verband heiBt eine Boolesche Algebra, wenn er den Axiomen 
genigt: 

Az. 0. Es ist o€ B. 

Ax. 7. Es ist e€ B. 

Ax. 8. Ist a€ B, so gibt es mindestens ein Element dC B (das Komple- 
ment von a in B), so daB 

ad=o0,a+dad=e 
ist. 

Ist der Verband vollstandig, so heiBt die Boolesche Algebra auch voll- 
stdndig®). 

Manche Autoren®) erklaren als Boolesche Algebren Verbande, die nicht not- 
wendig das volle Element e besitzen. Man erklart am einfachsten eine solche 
Algebra B, indem man zu den Axiomen 1, 2, 3, 4, 0 die folgenden Axiome 
hinzufiigt?®) : 

Az. 6*. Ist a,b, rE Bund ro a, xo 5, so ist auch aco (a + D). 

Az. 8*. Ist a, b © B, so gibt es unter den Lésungen z € B der Gleichung 


zrt+a=a+b 
mindestens eine, fiir welche zo a ist. 
Erfiillt auBerdem die so erklarte Boolesche Algebra das Ax. 4*, aber fiir 
abzihlbare Teilmengen A = {a,, ag, ...} von B, so heiBt sie vollkommen"). 


Eine vollkommene Algebra braucht nicht immer das volle Element zu 
besitzen. 


*) Die Axiomen | bis 6, 0, 7, 8, welche hier eine Boolesche Algebra erklaren, sind 
nicht alle voneinander unabhiangig. Siehe Tanskx1: Zur Grundlegung der Booleschen 
Algebra. Fund. Math. 24, 177-198 (1935), auch MacNeILLe: Partially ordered sets. 
Trans. Amer. Math. Soc. 42, 416-460 (1937). 

*) Stone: Postulates for Boolean algebras and generalized Boolean algebras, Amer. 
J. Math. 57, 703-732 (1935), auch Carnatuéopory: Reelle Funktionen, Bd. II (im 
folgenden als CRF II zitiert); das Buch erscheint naichstens; oder CAaRATHEODORY: 


Entwurf fir eine Algebraisierung des Integralbegriffs.. Berichte Bayer. Akad. Wiss. 
1938, 27-68. 


%) Siehe CRF II, Anhang. 


11) CaARATHEODORY nennt die Elemente einer vollkommenen Booleschen Algebra 
Somen (caparta). 
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Beispiel. Sei eine Menge von unendlich vielen, nicht abzéhlbar vielen Punk- 
ten und betrachten wir als Elemente von B: 1. alle Teilmengen von M, die 
endlich viele Punkte enthalten und 2. die leere Menge. Als Beziehung a 6 
erklaren wir ,,a ist Teilmenge von 5‘. B ist eine Boolesche Algebra, die den 
Axiomen 1, 2, 3, 4, 0, 6*, 8* geniigt und das volle Element e nicht enthalt. 
Fiigen wir jetzt zu den Elementen von B die Teilmengen von M, die auch 
unendlich viele, aber abzdhlbar viele Punkte enthalten hinzu, so-wird B eine 
vollkommene Boolesche Algebra, die auch das volle Element nicht enthalt. 

Eine Boolesche Algebra nennt man auch einen Booleschen Ring. Stone**) 
hat namlich zuerst erkannt, daB man eine Boolesche Algebra B als ein System 
mit doppelter Komposition (Verbindung a + 6 und Durchschnitt a6) erklaren 
kann, dessen Elemente die Rechengesetze eines algebraischen Ringes erfiillen?*). 

Man muB aber auBerdem postulieren 


(I) aa=a ac B, 
d. h. die Elemente des Ringes sind idempotent. 
Dann beweist man, daB B ein kommutativer Ring ist und da 


(II) a+a=o acB, 
also B von der Charakteristik 2 ist. 
Nun kann man die Beziehung © definieren: 
Ist ab =a, so schreibt manaGb a,bE B. 
und auBerdem die Existenz der Vereinigung von zwei Elementen beweisen. 
Es ist namlich 
(III) a+b=a+b+ab a,be B. 


Will man den Ring B vollkommen bzw. vollstanaig erklaren, so mu8 man die 
Existenz von 


N+a a,€B baw "+a A<B 


aGéA 
in B postulieren. 


Ist ao b, d.h. ab = 0, so folgt aus (III) 


(IV) a+b=a+b. 
In diesem Falle setzen wir 


(V) a+b=a+b=a+b, acob 
und nennen a + b die Summe der Elemente a und 6, und allgemein schreiben 
wir 

S’ a;, wenn a; © a; fiir alle ( + j gilt. 


12) Stone: Amer. J. Math. 57, 703-732 (1935). 
18) Siehe Rechengesetze eines Ringes, vay pen Watrpenx: Moderne Algebra I. 
Kap. 3, 2. Aufl. 
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Ist a S 6, a,b € B, so gibt es in B wegen Ax. 8* ein Element co a, so daB 
a +c =b. Wir setzen c = b — a und nennen h — a die Differenz von 6 und a. 
(Man nennt auch ¢ das Komplement von a in bezug auf 5.) Sie ist eindeutig 
bestimmt. Allgemein betrachtet man als die Differenz von zwei beliebigen 
Elementen 56, a © B den Ausdruck b — ab. Es gilt dann allgemein 


(V1) b—ab =b-+ ab 
und falls a € } 
(VII) b—a=b-+ a). 


§ 4. Ideal. Ist A< B, wobei A und B Boolesche Ringe sind, und besteht die 
Eigenschaft : 
(1) aus a€ A, b€ B und bC a folgt DE A, 
so nennt man A ein /deal relativ zu B. 

Die Eigenschaft (1) ist namlich identisch mit dem Kriterium, welches in der 
Algebra ein Ideal charakterisiert. Denn, wenn a € A, 6 € B ist, so haben 
wir ab © a, ab © B und wegen (1) ist ab € A. Also: 


(2) aus a € A, b beliebig in B folgt ab € A™), 


umgekehrt aus (2) folgt (1). Denn ist b ¢ a, a€ A und 6 € B, so kann man 
b in der Gestalt b = ab schreiben, dann ist aber wegen (2) b = ab € A”). 


Kapitel II. 
Cartesische Produkte. 


§ 5. Es seien B,, By,..., B,, beliebige Boolesche Algebren?”), die nicht ver- 
schieden zu sein brauchen. Nun betrachten wir alle méglichen Kombinationen 
der Form 


(1) a, X @, X--- X a, oder kurz Pa,, wobei a, € B; 

i = 1,2,...,R. 
Wir nennen einen Ausdruck der Form (1) das Cartesische Produkt (a,, dg, . . ., @,) 
mit Koordinaten aus den Booleschen Algebren B,, B,, ..., B,. Wir be- 
zeichnen mit K die Menge aller solchen Produkte. 


%) Wir werden in der vorliegenden Arbeit die Begriffe Boolesche Algebra und 
Boolescher Ring als identisch betrachten. Einen vollstandigen Beweis dafir findet 
man CRF II, Anhang. 

4) Siehe van pen Waenpen: Moderne Algebra I, 2. Aufl. 8. 53. 

44) Wir haben die speziellen Ringe dieses § Ideale genannt und nicht vollstindige 
Ringe, wie sie CanatHtopory: RF II, nennt, weil wir als vollstandige Ringe die 
Ringe, die das Ax. 4* erfillen, bezeichnet haben. 

17) Die Algebren, die wir in der vorliegenden Arbeit betrachten, besitzen mindestens 
ein Element auBer ihrem leeren Element. Die Boolesche Algebra, die nur das leere 
Element enthalt, kommt hier nicht in Betracht. 





Die Cartesischen Produkte und die Multiplikation von MaBfunktionen 49 
. Wir erklaren jetzt in K die Beziehung C. 


Def. 1. Es ist Pa; Pb, dann und nur dann, wenn entweder mindestens 
eine Koordinate a; gleich dem leeren Element 0; € B; ist oder die Beziehung 
a, © b, fir alle i = 1, 2;..., gilt. 

Wir sehen zuerst, da8 
(2) Pa,o Pa, PacK 
ist, denn es ist a, € a, fiir alle i = 1,2,...,n. 

Ist mindestens eine Koordinate a; von Pa, gleich 0; und mindestens eine 
Koordinate 6, von Pb, gleich o,, so folgt aus der Def. I 

Pa, S Pb; und Pb, S Pa,. 
Es ist also in diesem Falle 
(a): Allgemein sind alle Elemente von X, von denen mindestens eine Ko- 


ordinate leer ist, gleich, wir nennen dieses Element das leere Element von K 
und bezeichnen es mit 0. 


Ist gleichzeitig 
Pa, S Pb; und Pb; S| Pa; 
und sind alle a,, b; nicht leer, so folgt aus der Def. I 
a; S 6; und 6; € a,, also a, = b; (i = 1, 2,..., n). 


In diesem Falle ist also auch 


Pa, = Pb,. 
Nun haben wir in allen Fallen: 
(3) aus Pa, © Pb, und Pb; © Pa, folgt Pa, = Pb,. 
Man beweist auBerdem leicht: 
(4) aus Pa, & Pb, und Pb, & Pe, folgt Pa, S Pe,.- 


Wir haben also: 
Satz 1. K ist eine teilweise geordnete Menge mit leerem Element. 
(8): Setzt man jetzt voraus, daB alle Booleschen Algebren B,, B,,..., B,, 


ein volles Element e; besitzen, so besitzt auch K ein volles Element, namlich das 
Element Pe,. 


Denn es ist a; & ¢; fiir beliebiges a; € B,, also auch Pa; Pe, fiir beliebiges 
Pa,€ K. 
Mathematische Annalén. 120. 4 
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Wir haben aus der Def. 4, § 1, 


a,b, S a,, a,b; | 6; fiir alle i = 1,2,...,n, 
also auch 


(5) Pab,S Pa, Pa,b;S Pb,. 


Ist jetzt Pz, Pa, und Pz; © Pb,, 80 beweist man leicht, daB Pz; € Pa,b, 
ist. Pa, 5; ist also ein Element von K und besitzt die Eigenschaften 4,, und 4,,, 
§ 1, des Durchschnittes Pa; Pb,. 

Wir haben also bewiesen: 

Satz 2. K erfiillt das Ax. 5, und zwar ist Pa; Pb; = Pa;b,, d.h. K ist eine 
multiplikative Menge. 

Ahnlich beweist man: 

Satz 2*. Sind alle Boolesche Algebren B,, By, ..., B, vollkommen (bzw. 


vollstandig), so ist auch K eine vollkommene (bzw. vollstandige) multiplika- 
tive Menge, und zwar ist 


Il Po? = P [[o® 


j=1 j=1 
bzw. Tl Pa, a BP Te” 
Pa; €M a 
M(K 1 + 
‘ Ajt By 


wobei A, die Gesamtheit aller a; € B; bedeutet, die als Koordinaten in den 
Elementen von M vorkommen. 

Satz 3. Sind alle Algebren B,, By, ..., B, volistandig, also auch K vollstan- 
dig multiplikativ, so ist K auch vollstandig additiv, d. h. ein vollstandiger Ver- 
band. 


Beweis. Es sei M < K. Wir betrachten alle Elemente Py; von K mit der 
Eigenschaft 


(6) es ist Pz, © Py, fir alle Elemente Pz; von M. 


Wir bezeichnen die Menge aller Elemente Py; mit dieser Eigenschaft mit M*. 


M* ist nicht leer; denn es enthalt mindestens das Element Pe,. Nun existiert 
aber der Durchschnitt 
I] Py, 


Py,¢ M* 
in X, und zwar hat er die Eigenschaften der Vereinigung 
Ps + P2; " 


Px,é€M 


Denn es ist wegen (6) 
a) Px¢S TI Pv P2,€ M. 
Py,é M* 
8) Ist Px; & Py; fiir alle Pz, € M, so auch Px, [| Py. 
Py ¢ M* 
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-Es ist also ¥’ + Pa= [[Py¥C K w.z. b. w. 
Px,¢M Py, ¢ M* 


. 
(y): Es ist Pa; Pa; = Pa,a,; = Pa,, d.h. die Elemente der Menge K sind 
idempotent. 


§ 6. Seien jetzt B, und B, zwei Boolesche Algebren ‘und K die Menge aller 
Cartesischen Produkte, a, X a3, wobeia, € B,, a, € By, die man aus den Ele- 
menten von B, und B, bilden kann. Dann beweisen wir 


Satz 4. Die Vereinigungen der Form 
@, X a, +b, X ag, wobei a,,b,€ By, a,€ By 
existieren in KX und es gilt 


@, X ay +d, X ay = (a, + d,) X ay. 
Beweis. Es ist 


(1) a, X a & (a, + b,) X ay, denn a, € a, +b, und a C a, 
(2) by X ay S (a, + d,)-x ag, denn b, C a, +b, und a, a, 
Ist a, X ag S 2, X 2 und b, X a, | 2, X Iq, 80: 

(3) (a, +51) x ag S 4X 2; 


denn, falls a, = 0,, so gilt immer (3). Falls a, = 0, und a,, b, nicht beide 
leer, so muB a, € 2, 6, S 2, a,€ 2p, also auch a, +6, wz, sein, d.h. 
(3) gilt. Falls a, = b, = 0, so a, + 6, =o, also gilt immer (3). 


Aus (1), (2) und (3) folgt aber, daB a, x a, + b, x a, in K existiert und gleich 
(a, + b,) X ag ist. 
Man beweist ahnlich allgemein: 


Satz 4*. Die Vereinigungen der Form 
a!) x ag + a x ag 4... + a” x a, wobei af € B,, a, € By 
existieren in K und es gilt 
=) k 
Dd + (ax ag) =( 3’ + a?) x a. 
i=1 f=1 
Satz 5. Die Vereinigungen der Form 
x‘ + a x a,, wobei a” € B,, a, E B, 
sind distributiv in K, d.h. es gilt in K 


(= + ai? x a,)-b, x by = = + (al? x a+, x 5,). 
4* 
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Beweis. Wir haben 
(= + af? x a,) by X by=[(E+ a) x ay]-b1 x by (wegen Satz 4*) 
= (= + a) -d, X a,b, (wegen Satz 2) 
= (= + a{?4,) X a,b, (wegen distr. Gesetz 
der Algebra B,) 
== + (ab, x a,b.) (wegen Satz 4*) 
= E+ (a? x a,b, x b,) (wegen Satz 2). 

Satz 6. Sind a, X ay, 6, X by zwei beliebige Elemente aus K und sind die 
Koordinaten a,, as, 5,, 6, nicht leer, so existiert ihre Vereinigung in K und 
es gilt’, 

(5) @, X dy + d, X by = (a, + ,) X (ay + Oy). 
Diese Vereinigungen aber sind nicht immer distributiv. 

Beweis. Es ist 

@, X Oy S (8, + by) X (dy ty) 5 Gr S (ty thy), Oy S (ay + dy), 

by X by S (a, + by) X (ay + by)’ b, S (a, + dy), bg S (ay + 04). 


Ist jetzt a, X dy & % X 2d, X bg S 2 X tq, 80ist a, S 2,b, S 2, dy & 2, 
by S 2 also auch a, +b, S 2, @ +S 1, w. z. b, w.38) 

Nun sind diese Vereinigungen nicht immer distributiv. 

Seien z. B. a, © b,, ayo bg, ,, Gy, 5,, bg nicht leer, dann haben. wir 


@, X dy + bX by = (a, + d,) X (ay + by) 
in X. Nun ist aber 


@, X Gy * by X dy + by X by by X Gy = 41d, X Oy + bX dye 
= 01 X dy + b, X 0g = 0, X 0g 
und 
(@, + by) X (dy + bg) by X Gy = (a, + by) by X (dy + bg) ay = bX ay. 
Das distributive Gesetz gilt also in diesem Falle nicht. 

Wir nehmen an, da8 B, bzw. B, Mengenringe sind, d. h. die Elemente der 
Algebra B, bzw. B, Punktmengen, z. B. Intervalle oder allgemein abstrakte 
Punktmengen sind; dann erklart man bekanntlich a, x a, als die Menge aller 
Punktpaare (P,, P,), wobei P, € a,, P, € a. Betrachtet man jetzt als Ver- 


48) Sind einige Koordinsten leer, so gilt (5) nicht immer; z. B. 
aus 0, X +d, X 0, = b, X bg, folgt 0, X 0, = db, X dy. 
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einigung a, X a, + b, x b, von zwei Cartesischen Produkten im Sinne der Men- 
gentheorie die Menge, die alle Punktpaare (P,, P,) enthalt, die entweder im 
ersten oder im zweiten Cartesischen Produkt liegen, so sieht man (Fig. 4) 
leicht, daB diese Vereinigungen, mit der durch (5) dargestellten nicht immer 
iibereinstimmt. 

§ 7. In der Mengentheorie erweitert man 
die Menge K der Cartesischen Produkte zu 
einem Ring, indem man die endlichen Ver- 
einigungen von Cartesischen Produkten 


mengentheoretisch erklart und sie zu der N 
Menge KX hinzufiigt. In Booleschen Alge- 
bren aber, wo die Elemente nicht immer | 


Punktmengen sind, werden wir ein allge- 


meines algebraisches Verfahren anwenden. 
Seien B, und B, Boolesche Algebren \ FZ 
und K die Menge aller Cartesischen Pro- i 


dukte, die man mit Koordinaten aus den 


~ 








Algebren B, und B, bilden kann. Wir be- ons nie 
zeichnen die Elemente von K mit deutschen 4 4, 
Buchstaben, also a=a, X dg, wobei a, € B,, Abb. 1. 


a,€ ‘B,. K ist eine multiplikative Menge mit dem leeren Element © und falls 
die Algebren B, und B, die vollen Elemente e, und e, besitzen, auch mit 
dem vollen Element ¢ = e, X ¢,. Nun erkléren wir eine Menge L folgender- 
maBen: 

Elemente von L sind alle endliche Teilmengen von K mit der Eigen- 
schaft: ; 

(E): Die Teilmenge {a™, a, ..., a} < K ist ein Element von L dann 
und nur dann, wenn die ersten Koordinaten von a (i = 1, 2, ..., m) paar- 
weise fremd und die zweiten Koordinaten paarweise verschieden sind. Es soll 
also gelten 


(4) a o a und a + af fir alle i + j. 
In LZ wollen wir zuerst die Relation © einfiihren: 


Def. II. Es ist 


fa, a, ..., a™) & fb, B®, ..., Om, 
falls folgende beiden Bedingungen gelten: 
a) La c Td. 


8) Ist irgendein Durchschnitt a{b nicht leer, so soll a © bY sein. 
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Offenbar gelten: 

(I). fa™, a, ..., a) S fa, al, ..., a}. 

(II). Aus {a™, a), «sa a} e {6™, b®), hog! o™} und 
{b™, B®, ..., BOM} S fc, of, ..., MO} folgt 
fa, a, a) & fel, f, ..., MO}, 


Nun beweisen wir: 
(III). Gilt gleichzeitig 


fa™, a, ..., aM) S [™, ™, ..., Oh} und 
{6™, b®, ..., BoM }ES fa™, a, ..., a™], so ist a zu einem und nur 


einem 6® gleich und umgekehrt, d.h. 
fa, a, ..., a} = fo, B®, ..., BOY. 


Beweis. Es gelten zuerst wegen Def. II: 


(2) a + a® 4... 4 am = bM + OD +... 4 bm, 
(3) Ist ab nicht leer, so af? = bY. 


Ich behaupte, zu jedem i = 4, 2, ..., m gibt es ein und nur ein j = 4, 2, 
..., m, 80 daB a\bY nicht leer ist; denn gabe es zwei j, so daB a{Y nicht leer 
ist, so waren wegen (3) zwei Summanden 6{ miteinander identisch, was der 
Eigenschaft (E) widerspricht. a ist also zu einem und nur einem b identisch 
gleich und umgekehrt. 

Aus (I), (II) und (III) folgt, daB die Menge L durch Def. II teilweise geord- 
net ist. 

Wir betrachten jetzt die Teilmenge K* von L, deren Elemente von der 
Form {a} sind, also aus nur einem Element von K bestehen. Bei der eindeu- 
tigen Abbildung a= {a} von K auf K* bleibt die Relation €, das leere 
Element (0 = {o}), das volle Element falls vorhanden und der Durchschnitt 
von zwei Elementen erhalten. Dagegen die Vereinigung von zwei Elementen 
nicht immer. Sind z. B. a und 6 zwei nicht leere Elemente aus K und ist 
a, © by, ag + bg, so ist nach Satz 6 


a + b= (a, + b,) X (a, + 5) in K. 


Es ist aber {a} + {6} = {a, 6} in Z, und das Element {a, b} entspricht 
keinem Element in K. 


Ist dagegen 1. a, = b,, so haben wir 


(4) fa} + {6} = { (a, + 0.) x ag} in L 
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oder 2. a, = },, so haben wir 
{a} + {b} = {a, x (a, + 6,)} in L. 
Wir haben allgemein: 


(a): Sind {a}, fa}, ..., {a} Elemente von L und gilt a o a urd 
a{) + a? fir alle i + j, so ist 


fa} +- fa} + ... + fa) = fa, a®, ..., a}, 


also jedes Element fa”, a®, ..., a} von ZL kann man als Summe 
ja} + {a} + ...+ fa} von Elementen aus K* darstellen. 


(b): Ee gilt 


jaf? x a} + fal? x a} +... + fa™ x a} = f(a + a 4... 4 al”) x a,} 


in L. 

(c): Es gilt 
ja, x af} + fa, x a} +...+4 fa, x a} = {a,x (a? + of 4... 4 a)} 
in L. 


Seien jetzt {a}, {b} beliebig, aber a, + b,; dann kénnen wir setzen a, + b, = 


Ul ” aut : Ul at ww Uy 
= a; + a)’ + a,"’, wobei a; = a,— a,),, a)’ = a,b,, a," = b,—a,),, also aj, 
U ut 


a;', a;'’ paarweise fremd. AuBerdem haben wir 
a =al+oy, by =a! +a,". 
Nun haben wir nach (0d) 
Sai X a} + fay’ x a} = faf, fay’ x be} + fay” x by} = {6}, 
also {a} + {b}, falls vorhanden in L 
= fa; x a,} + fai’ x a,} + fai! x b,} + fa; x b,} und nach (c) 
= {aj x a,} + fay’ x (a, + b,)} + fay’ x by}, also nach (a) 
=a x a, a,” X (dy + by), 0!” X bg} 
dies Element existiert in L und ist tatsdchlich die Vereinigung {a} + {6}. 


Satz 7. Die Vereinigung {a} + {a®} +... + {a} beliebiger Elemente 
aus K* existiert in L. 


Beweis. Wir diirfen voraussetzen, daB a‘? + a fiir alle i+ j gilt, denn ist fiir 
zwei Summanden a{)= a’, so ist nach (6) 


fa} + fa} = f(a? + a) x al}. 
Wir setzen jetzt 


a‘) +a®4... 4+aM=9, und a =0,—al? fir alle i=1,2,..., a. 
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Dann ist 
(5) T] (a + a) = 9,. 

Wir entwickeln die linke Seite distributiv und erhalten im ganzen 2" Glie- 
der. Das erste Glied ist aa... a. Die folgenden unterscheiden sich von 
diesem nur dadurch, da8 gewisse a{ durch ihre Komplemente in Bezug zu 
v,, also durch 4{° ersetzt werden. Es kahn vorkommen, da8 einige der Glie- 
der leer sind; wir streichen sie durch und so erhalten wir die Zerlegung 


(6) o, = si) + s@ 4... 4 sf i<m 
in paarweise fremde Summanden: 


(ki) (he . 
) a malt) ft) Qh. gi? QO) gi 


. 4 4 m3 , wobei 8B +7 =n. 


AuBerdem ist jedes Element a eine Teilsumme von (6), alsc 
(8) al = sh 4 sh 2) 4.2.4 SM, wobei figs ign «os iy.) < [152 ---0Uf. 


Zu dieser Summe gelangt man, indem man auf beiden Seiten von (6) den 
Durchschnitt mit a‘ bildet und distributiv entwickelt. Die linke Seite in (6) 
wird dann a‘. Da jetzt in der rechten Seite jeder Summand s\” das Element a{” 
oder sein Komplement 4‘ als Faktor enthalt, so wird er entweder unverandert 
. bleiben oder leer werden, also durchgestrichen. 

Nun haben wir nach (6) 


(9) fa] m fall? 3 af + fa2? 3¢ oY 4 one + fal) x al? 


Bildet man jetzt die Vereinigung auf beiden Seiten iiber i, deren Existenz 
in Z zunachst vorausgesetzt, und faltet man nach (c) dieienigen Summanden 
zusammen, die dieselbe erste Koordinate s{*) haben, so erhalt man 


(10) + {a} = {x sO} 4 fs x of} 4... 4 1s? x sf}, 

wobei 

(11) P= al 4 gH) 4 4 af*s), wobei {is jay +s eg} < {4,25 --+1 7] 
fir j = 1,2,..., 1 


Faltet man jetzt rechts in (10) die Glieder mit gleichen s{ nach (b) zusammen, 
so hat man die eindeutige ausgezeichnete Darstellung der Vereinigung. 


(12) E+ fos = (5? x 3}, 
-wobei 39 > 3? und 5{ + 3 fiir alle i+ j gilt. 

Nach (a) ist die Summe (12) ein Element von L. Umkehrung der Schlu8- 
folge liefert jetzt die Existenz von © + {a} in L, w. z. B. w. 
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Sind jetzt 
(13) {a™, a, ...,a™}, fat, ..., a} 


zwei beliebige Elemente aus L, so setzt man 
U 
{a®, a™..., a™} + {a®*, is a} == 4. {a}, 


1 a 
bildet die ausgezeichnete Darstellung von x + fa} und so erhalt man ein- 


deutig die Vereinigung der zwei Elemente (43) in L. 

Der Durchschnitt von zwei Elementen {a} und {b} aus K* ist {a,b, x agbq}, 
also wiederum ein Element von K*. 

Sind nun zwei beliebige Elemente von L 


(14) ja, a™, ..., a}, [b™, 5®, ..., DO) 
gegeben, so besitzt 
(14) fa® 5, ..., a b™, af 6, .. a bm, ..., a HM, ..., al”) Hom}, 
nachdem die leeren Elemente a“ 6% durchgestrichen und die a‘ 6 mit 
gleicher zweiter Koordinate wie in (b) zusammengefaBt sind, die Eigen- 
schaft (E), d.h. (14’) ist ein Element von LZ, und zwar der Durchschnitt 
der beiden Elementen (14). .Es gilt also 

OS HO — Via pO}. 

E fa. [6%] = F fa 4} 

Sind jetzt beliebige Vereinigungen gegeben, so gilt 

(i) a} — ai) A 

E+ {a- + [6] = > + {aH}. 

Bildet man namlich die ausgezeichneten Darstellungen von = + {a}, 
= + {6} und z + {a5}, so sieht man, da8 die ausgezeichnete Darstellung 
von = +4 fa 50) gleich dem Durchschnitt der ausgezeichneten Darstellungen 


von > + {a} und = + {6} ist. Das distributive Gesetz gilt also in L allgemein. 
Seien jetzt fa}, {6} € K*, {a} & {b}, {a} nicht leer und ein echter Teil 
von {6}. Wir haben dann nach Ax. 8* der Booleschen Algebra B, bzw. B, 


a, + 2, =), bzw. a, + 2 = by, wobei a, O 2, bzw. a, © 2. 
Also ist {a, X 2, 2, X bg} ein Element von L und wir haben 
{@, X Gg} + [a, X 2, 2, X bg} = {a,°x ay} + fa, X a} + [a X bg} 
= a, X (a, + 2q)} + {, X bg} = [a, x bg} + {x X bg] 
also 
{b} = fa} + fa, x a, 2, X dg}. 
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Die Summanden rechts sind fremd zueinander. Die Differenz {6} — ja} = 
= {a, X 2g, 2, X bg} existiert also in L. Dann existiert aber fir beliebige {a}, 
{b} € K* die Differenz {a} — {ab} und die Verbindung jc} + {6} in L. 
Satz 8. Seien zwei Elemente 
a = fa, a®), eet a” I, 8 => {6™, b®), ser pom} 


aus L, und sei «€ 8. Dann gibt es ein Element y € L, so daB xo y unda + y=8. 
Beweis. O. B.d. A. nehmen wir « nicht leer an. Wir setzen 
bt + OP + .. + BM = b,, af) + a +... + aM =a,, HY + M+... 4 
+ 1” = b,, b, —a,= a, b, = af, db, — a? = a (i == 1, 2, ..., n); 
dann ist 
fa” x a, a x a, ..., a x a) =a 

ein Element von L und auBerdem & © «. Wir haben jetzt 

& + «a = {b}, wobei b = b, x by, 
denn & +a = {a x af} +-fa x ay} ene bide {a x af} 4. 

+ { af? x af} er {a x af”} 

= [(b,—a) x ba} + fat? x (@ + aP)} + --- + fal? x (a + af)] 
= {(6,—a,) x b,} + {af” x by} + --- + fal x d,} 
a {[ (6, —4,) + at?) ie a a”) x bs} a {[ (6, —a,) + 4,] Xx be} 
= fb, xb} = {o)- 


Aus &+ a = {b}, folgt (& + a)8 ={b}6 oder 28 +a =, denna @ und 
8 & {b}. Da auBerdem y = &8 © « ist, so haben wir 


XY+a=—B, yoaund yEL. 
Der Satz ist also bewiesen. 


Aus diesem Satz folgt die Existenz in L der Differenz « — a und der Ver- 
bindung a + 6 fiir beliebige Elemente a, 8 € L. Also: 

Satz 9. L ist eine Boolesche Algebra. 

Wir werden im folgenden die Elemente der Form {a}, {b}, ... mit a, 6, ... 
identifizieren, demgemaB eine Vereinigung © + {a} mit = + a“, ihre, aus- 
gezeichnete Darstellung mit £3. Nach (a) ist ein beliebiges Element von 
L als Summe La darstellbar. Zwei Vereinigungen sind gleich, wenn ihre 
ausgezeichneten Darstellungen identisch sind. L kann alsv als eine Erweiterung 
von K zu einer Booleschen Algebra gedacht werden. Deutsche Buchstaben 
bezeichnen im folgenden Elemente von L; falls sie Elemente von K bezeich- 
nen, wird es besonders hervorgehoben. 
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Kapite} III. 
MaBfunktionen. Multiplikation von Ma8funktionen. 


§ 8. Sei B eine vollkommene Boolesche Algebra; ordnet man jedem Element 
a€ Beine reelle Zahl p(a) > —oo zu, so erhalt man eine Elementenfunktion. 

Def. I. Eine Elementenfunktion (a), die fiir alle a € B definiert ist, heiBt 
eine Maffunktion, falls sie folgenden Bedingungen geniigt: 

(a): Ist fiir ein Element bc B 


bGat+a,t... @aE€B i=1,2,..., 
so ist auch 


9(b) S 9(a) + P(a) +--+. 


(8): Fiir das leere Element o ist o(0) = 0. 

Aus (a) folgt, daB o(a) monoton wachsend ist und dann aus (8), dab 
g(a) > 0 fiir alle a€ B. Eine Ma8funktion braucht nicht immer endlich zu 
sein, sie darf fiir gewisse, eventuell fiir alle nicht leeren Elemente aus B den 
Wert +o annehmen. 

Def. II. Ein Element b € B heiBt mefbar fiir ¢(a), falls fiir alle ac B 


(1) 9(a) = p(ab) + o(a — ab) 
ist. 

Aus 9(a) < e(a) + e(a) folgt, wegen der Annahme 9(a) > —oo, dab 
¢(a) = 0 sein muB. Streicht man in der Def. I die Bedingung (8) durch und ist 
(0) > 0, so zeigt man, daf keine Elemente aus B mefbar sein kénnen, auBer 
wenn 9(a) = +00 fir alle aC B; dann sind alle Elemente meBbar. 

Ist p(a) = 0 fiir alle a € B, so ist auch jedes Element, von B meBbar. Ist 
(a) entweder Null oder + oo, ohne identisch Null oder identisch +00 zu 
sein, dann ist auch jedes Element me8bar. Wir wollen im folgenden diese Fille 
ausschlieBen; auBerdem wollen wir erreichen, daB die Menge der meBbaren 
Elemente nicht leer und die MaBfunktion in einem spater zu erklarenden Sinn 
normal ist. Deshalb fiigen wir zu den Bedingungen («) und (8) der Def. I die 
Bedingungen hinzu: 

(y): Es gibt mindestens ein meBbares Element z € B, so dab g(z) > 0. 

(3): Ist ein Element a € B meBbar, so gibt es abzahlbar viele meBbare Ele- 
mente @,, 1,, .-.€ B, so daB © 


a=a,+a,+.--. und 9(a,)< +00 fiir v= 1,2,..., 


Die Gesamtheit also aller meBbaren Elemente aus B ist nicht leer; sie bil- 
det?®) einen vollkommenen Booleschen Ring (Algebra). Wir bezeichnen ihn mit 
Mo und nennen ihn den Mefbarkeitsring von ¢(a). 





1%) CRF II, Kap. 4. 
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Jede MaBfunktion ist auf ihrem MeBbarkeitsring totaladditiv, d.h. 
(2) Sind a,, ag, ... abzahlbar viele und paarweise fremde Elemente aus Mo 
und setzt man 


a=a,+4,+---, 


so ist 
(a) = —(a,) + o(a,) +---. 


Wir nennen-alle Elemente n € B, fiir welche o(n) = 0 ist, die Nullelemente 
fiir p(a) in B und bezeichnen ihre Gesamtheit mit No. Man beweist leicht, da8 


(3) No< Mo 


ist und daB N@ auch ein volikommener Boolescher Ring ist; wir nennen ihn 
den Nullring fiir ¢(a) in B. 

Der Nullring N@ ist ein Ideal relativ zu B, wie auch relativ zu Mo. Es be- 
steht ndmlich die Eigenschaft (VIII) des § 4: 

Aus n © No, bE B (bzw. Mo) und b € n folgt b € No. Bildet man jetzt 
die Restklassen von B (bzw. von Mg) mod N@ und betrachtet man diese Rest- 
klassen als Elemente einer Menge B/No = R (bzw. Mo/No = Rg), 80 ist 
bekanntlich R (bzw. Re) auch ein vollkommener Boolescher Ring. In R 
kann die MaBfunktion ¢ definiert werden, weil ¢ fiir alle Elemente einer Rest- 
klasse denselben Wert hat. Ro ist der MeBbarkeitsring fiir 9 in R. 

Wir fassen also zusammen: 

Re ist ein vollkommener Boolescher Ring, der mindestens ein Element 
auBer dem leeren Element besitzt. In Ro ist eine MaBfunktion ¢ definiert, die 
folgende Eigenschaften besitzt. 

(A): Sie ist totaladditie in Ro. 

(B): Sie ist reduziert in Re; d.h. sie verschwindet nur fiir das leere Element 
von Ro. 

(C): Sie ist normal in Re, d.h. jedes Element a.€ Ro laBt sich als Vereini- 
gung von abzahlbar vielen Elementen aus Ro schreiben: a = a, + a, +.-.., 
so daB ¢(a;) < + 00 fiir alle i = 1, 2, ... ist. 

Besitzt die Boolesche Algebra B ein volles Element e, so ist eG Mo, und 
zwar ist @(e)> 0; dann besitzt aber auch Ro ein volles Element. In diesem 
Falle kann man die Eigenschaft (C) ersetzen durch: 

(C*): Das volle Element e € Ro laBt sich als Vereinigung von abzahlbar 
vielen Elementen aj, dg, ... & Re schreiben, also e = a, + a, + ---, so dab 
9(a,) << +00 fiir alle i = 1, 2, ... ist. 

R ist dann nach Wecxen*®) ein £-System, und man kann beweisen, daB 
der Re vollstandig ist. 





2) Wecken, F.: Abstrakte Integrale und fastperiodische Funktionen. Math. 
Z. 45, 376-404 (1939). 
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§ 9. Multiplikation von zwei Maffunktionen. Seien jetzt R, und R, zwei 
vollkommene Boolesche Ringe, die nicht verschieden zu sein brauchen. Wir 
nehmen an, daB wir in A, bzw. in R, eine MaBfunktion 9, bzw. 9, erklaren 
kénnen, die die Eigenschaften (A), (B) und (C) von § 8 besitzt. Dann bilden 
wir die Menge K aller Cartesischen Produkte, a = a, X ag, mit Koordinaten 
@,, 4, aus den Ringen R,, R, und definieren in K eine Elementenfunktion 


(4) 9(G) = 914) Pala) 4, € Ry, a Ry, a K. 


Falls der eine der Faktoren = 0 und der andere = + ©0 ist, dann soll das 
Produkt 9, (@,) 9_(a,) = 0 angenommen werden. 


Man sieht leicht, da8 die Funktion ¢(a) nur fiir das leere Element von K 
verschwindet. 


Sei nun L der Boolesche Ring, zu dem man mit dem Verfahren in § 7 
die Menge K erweitern kann. Wir werden jetzt versuchen, den Definitions- 
hereich der Funktion ¢(a) auf L zu erweitern. 

Wir beweisen zuerst: 


Satz 10. Ist ein Element a€ X in endlich viele paarweise fremde Elemente 
aus K zerlegbar, also 


(2) a=a™ + a+... +a, wobei a € K (i= 1, 2, ..., =)¥), 
80 ist 


Beweis.. Sind die Summanden von a =a, X a, von der Form a = a‘) x ag, 
i =1,2,...,, wobei a © a? gelten soll, damit alle a“ paarweise fremd 
sind, so ist nach (5) § 7 


a=a, X a, = (a +... + a) X dy, 
also a, = La‘. Wir haben jetzt 


(A) = 9; (4) Pe (Gy) = G (Lal) pg (ag) = ( Ze, (a4)) oe (a) 
==, (a{?) 2 (4) = Ze (a). 


Sind die Summanden beliebig, so wahlt man zuerst nach dem Verfahren des 
Satzes 7, § 7, eine Darstellung der Form (10) § 7, also 


(4) a = Zab) =) % 4 x 6 4... 4 5 x of, 
wobei Es( = a, und s © s fur alle i= j, und 

i), 6 ee oe ) 
(5) sP—ay fay 4... 4 ap, mit fj, jg «+ fag) < (1,2,-+-51) 
fur alle j = 4, 2,..., l. 


") Die Summe soll in, L, nicht in K gebildet werden. 
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Da aber 
a=a, Xx a, = Is?) x si) 
ist, mu8 die ausgezeichnete Darstellung von der Summe rechts identisch mit 
a, X a, sein, dies ist nur dann der Fall, wenn alle si? = a, sind, da auBerdem 
os" =u, ist. 
Nun werden wir beweisen, da8 die Summanden rechts in (5) paarweise 
fremd sind; denn waren zwei Summanden nicht fremd, z. B. 


al” Ga) = 0,, wobei k + n und beide s Pj 
so hatten wir 
x a. al = i (a2 a) 4 0, x Oy 


denn es ist auch s¥ + 0,. Wir haben aber 


so? x a — 6! (ir) xa a”) 


a”) S an ” a”, 


Denn es ist s  a?*) und s & a), weil s{ als Summand in der Darstellung 


(8) § 7 von a? *) bzw. von a? ™) ‘wena Die rechts stehenden Elemente 
von K sind nach Voraussetzung fremd; dann miissen aber die links stehenden 
Elemente fremd sein; also ein Widerspruch. 

Nun haben wir 


g(a) + ea) + --- + e(a™) = 9, (af) pe(at?) + or (4%) pad”) + 


+... + @, (a) (af), und da nach (8) §7 af? = s(t) + (2) fee + (iti) 
ist, haben wir 


a a 
Seo =9, (2 a) ora) + 9 (s a) 91 (a) +2. + 
=1 
+a( > 5 a) (OS) = 3501 (61) ena) 
j=l 1 


Falten wir jetzt diejenigen Summanden zusammen, die denselben Faktor 
?,(s) haben, so erhalten wir 


Loa) = For (si?) ZS valet) = Youle (3 of) 
= Yolo?) 9 (sf) = 2 ©, (s) @, (ay), da alle sf = a, 
1 


f= 
sind, also 


Ee (a) = [= 1 (s?)] - 9 (a3) = 9, (= s{?) Pa (4) = Py (;) Pe (M9), 


da Ls‘ =a, ist, also endlich Z @ (a) = (a), was zu beweisen war. 
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Satz 11. Ist 
a 4 a 4... 4 a — pO 4 pO 4, 4 pom, 
wobei a, 69 € K und ao a™ (i + k), KP®o 6 (fj +), 80 ist 
(a) + (a) +... + 9 (a™) = — (6) + 9 (6) +... +9 6, 
Beweis. Wir haben 
Da = TbP = EF aH = EE ao, 


die zwei letzten Summen haben dieselben Summanden, nur in verschiedener 
Reihenfolge, und zwar sind alle Summanden paarweise fremd.. 
Nun haben wir 


a — za p?, 5? — Za p® 
und durch Anwendung des Satzes 10 erhalten wir 
9 (a) = Fe (a6, 9 (6%) = Ee (ab, 
also durch Summation 
x (a) = EE 9 (a 6), ¥ 9(6) ae EE @ (a 6%), 
Aus den zwei letzten Gleichungen folgt die Behauptung 
Z9 (a) = x 9 (b%). 


Ist jetzt D ein beliebiges Element der Booleschen Algebra L, so la8t es sich 
nach § 7 als Summe von paarweise fremden Elementen aus K darstellen, also 


b= db” + db 4... 4, wobei D CK und Do b® (i + j), 
Wir defihieren also 
(4) p(d) = p(d™) + o (db) +... + o(d™). 


Die durch (A) definierte Funktion ist wegen Satz 11 eindeutig. Es bleibt nur 
zu zeigen, daB sie additiv in L ist. 
Seien » und w € L zueinander fremd und sei 


p= + a4... 40%, wm = b+ p+... 4 pm, 

wobei o, 69 € K, ao a (i+ D, BY o B™ (j + n). Dann haben wir 
(44) btw =a 4...+ 04 4... 4 pom, 

die Summanden rechts sind alle paarweise fremd. 
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Nun haben wir aus Def. (A) 


p(v) = (a) +... + e(a™) 
e() = o(b™) +...+ (6). 
AuBerdem folgt aus (11): 


e(d + w) = o(a™) + .-- + p(a™) + o(b™) +... + p(b™ 
Also 
g(v) + p(w) = p(v + wm). 
Die in L definierte Funktion 9(a) ist additiv. 


§ 10. Totaladditivitat der MaBfunktion ¢(a) in L. Man sagt allgemein, dab 
eine MaBfunktion ¢(a) totaladditiv in einer Booleschen Algebra L ist, falls 
die Totaladditivitat im obigen Sinne unter der Voraussetzung besteht, daB die 
Summe der betrachteten abzihlbar vielen Elemente in L existiert. Aus der 
Totaladditivitat folgt die Stetigkeit und umgekehrt. Die Stetigkeit definiert 
man folgendermaBen: 

Fiir jede abnehmende Folge von Elementen aus L 


(4) acaec... 
mit leerem Durchschnitt 
(2) Il q) =0 


i 
und @ (a) < + ©o soll gelten 


jim, Q (a™) = 0. 
Ist jetzt o(a) in L totaladditiv, so haben wir fiir eine Folge (1), fiir welche (2) 
und g(a”) < + ©0 gilt 
a?) = (a + g®) + (gi +a +.... 


Die Summanden (a + a‘‘*”) sind paarweise fremd ; also gilt wegen der Total- 
additivitat der MaBfunktion 9(a) 


(a) = g(a + a®) + 9 (a + a) +..-., 
d. h. 


Jim 9 (a + a+) —0, also lim 9 (a™) =0. 
Wird umgekehrt Stetigkeit vorausgesetzt und ist 

b= b 4+ 64... b, BPEL, i =1,2,...; B® OS bY, i+j, 
so behaupten wir 


e(b) = o(b™) + p(6™) +... 
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Denn setzen wir 
go — prt 4 pim+®) de ccs, 
so ist 
™ 2 ptt, 
Es gilt auBerdem offenbar 
fir =o 


und wegen der Stetigkeit, falls » (b) endlich, 
. ‘n) as 
jim ¢ (v™) = 0. 
Die MaBfunktion (a) ist aber additiv in L, wir haben also 


@ (b) = @ (b™) + @ (b™ +... + — (6™) + @ (er); 
durch Grenziibergang bekommen wir dann 


?(b) = o(b™) + o(b™) +... 


Ist @(b) = +00, so muB X—(b™) = +00 sein. Denn ist ¢ & b ein beliebiges 
Element aus L mit (rt) <’+ 00, so haben wir 
t = rb™ + rb + oon, 
also 
p(t) = Xe(rb) < Ze(b™), 
t kann also so gewahit werden, daB (r) beliebig groB aber endlich bleibt**). 
Also ist Xp(b™) groBer als jede beliebige positive Zahl, d.h. = +00. 


Satz 12. Sei.eine abnehmende Folge von Elementen aus L 


a Qa D..., g(a”) < +00 
und II a = o, dann ist 
(1) tim, @ (a™) = 0. 
Beweis. Wir nehmen an, daf (I) nicht der Fall ist, dann ist p(a“) > «> 0. 
Sei a‘? = Dal'n) die ausgezeichnete Darstellung von a). Es gelten also 


s('s) ° s(n), sf) + sf ») fur alle j +k. 

%) Wir haben 9(b) = + oo. Ist jetzt 6 — al!) + af2) +... + alm) die ausgezeich- 
nete Darstellung von b, so mu8 mindestens fir ein i 9 (a‘i)) = i 00, also 9, (a‘") 9, (ay) 
= + oo, d. h. mindestens ein Faktor 9, (a; ()) + oo. Aber wegen Pre 
der MaGfunktion gibt es eine Zerlegung. 

al) = cl) + of + ..., go daB o(c) < + 00 far alle j. 


Ee gibt also Teilelemente z, & a ai) mit beliebig groBen aber endlichen 9,(z,). Dem- 
entsprechend kann man auch ¢ c b finden mit endlichem aber es groBem 9(r). 
Mathematische Annalen. 120. 
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Da jetzt »(a) < +00 ist, so kann man eine Konstante 8 finden, so da8 
(3) 9, (= ”) == (s°™)) <8 und 9, (s!') < 8 far alle i gilt. 
Dann gilt aber 
=e (s('m)) < 8 und g, (sm) <8 
fiir alle i und m. Nun setzen wir 
(4) B® oe E'stin). 
Der Strich bedeutet, da8 wir nur iiber diejenigen n summieren, fiir welche 


€ 
(5) 92 (8%) > a5 
ist. Es ist offenbar 

. om 2 2... 
wid kein 6{" leer, denn wir haben 


€< pla) = Zep, (3h) 9p (sh) <p OH S+3- =, 
also 


(6) eg, (Hi?) 8 + 5 oder x < 9, (6) fir alle i=4,2,.... 


Unter den Elementen stin) mit der Eigenschaft (5) gibt es eines, fiir welches 
, den kleinsten Wert annimmt, wir bezeichnen es mit bf. Dann haben wir 
(7) bY = B® x BC a, also bY € a®. 
Es gilt natiirlich 
by? — b+», 
also auch 
b > pb dD... 
Nun existiert nach Satz 2* § 5 
1b = 1 (6 x 6) = 1d x Mo = b, x b= bd. 
Wegen (7) aber haben wir 


(8) no” ¢ Ma” = o, also b =o. 
Andererseits haben wir 

 (B) = 1 (b;) Ge (bz) = py (TT 04”) - py (11 59”). 
Wegen der Stetigkeit von ¢, in A, und 9, in R, haben wir 


slim, 91 (2) = 91 (01), Jim 2 (02) = 2 (02). 
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Da aber @, (6%) > x und 9, (bf) > 55 fiir alle i= 1,2, ... gilt, ist 


: € 
91 (1) > ay baw. o9 (by) > 8° 
also @(b) > in >0, also ein Widerspruch zu (8). 


§ 11. Die MaBfunktion als Bewertung des Booleschen Ringes. Sei R ein voll- 
kommener Boolescher Ring, der mindestens em Element auBer dem leeren 
Element besitzt. In A sei eine Ma8funktion ¢ definiert, die totaladditiv, redu- - 
ziert und normal ist. Besitzt R das volle Element e, so kann man immer in R 
eine beschrankte MaBfunktion (a) erklaren, die totaladditiv und reduziert 
ist, und beweisen, daB der Ring vollstandig ist®). Allgemein gilt 

Satz 13. LaBt sich in einem beliebigen vollkommenen Booleschen Ring R 
eine MaBfunktion 9 erklaren, die totaladditiv, reduziert und beschrankt ist, 
so ist der Ring vollstandig. 


Beweis. Sei A< R, wir behaupten a a€ R. Wir setzen 
a 


v= +a,, wobei a, €C A, n =1,2,.... 
Sei {v} die Menge aller solchen Vereinigungen, dann ist 
A < fo} <2. 
Sei 
(1) a = obere Grenze von allen 9(v), o € {>}. 
« ist eine endliche Zahl. Man kann jetzt eine Zahlenfolge 
| 9(%,), P(vg),---, wobei v,, fo} ist, . 
wahlen, so daB 
Jim @ (v,,) = «. 
Wir setzen 
w=X+y,, 
dann ist sicher p(w) = a. Wir behaupten 
’ = erat * 
Ist a € 2 fir alle a € A, 80 ist sicher v, © z,n = 1, 2,..., also auch w € z. 
Man braucht also nur zu beweisen, daB aC w fiir alle a € A gilt. Ware nam- 
lich fiir ein a w C a, d.h. echter Teil von a, so gabe es ein nicht leeres Ele- 
ment b € R, das fremd zu w wire, so daB a = w+), also auch o(a) = 


=o(w) + 9(b) =a + —(b). Da aber —(b)> 0, so haben wir einen Wider- 
spruch zu (3). Der Satz ist also bewiesen. 








23) WeckeEN, F.: Math. Z. 45, 377-404 (1939). 
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Wir nehmen an, da8 der Ring R die Voraussetzungen des Satzes 13 erfiillt, 
und betrachten die beiden Kompositionen a+ 6 und a-b als algebraische 
Summe und Produkt, so ist R ein algebraischef Ring, wie wir in § 3 gesehen 
haben. Die algebraische Differenz ist hier identisch mit der Summe. Man veri- 
fiziert leicht, daB die MaBfunktion (qa), falls sie beschrankt ist, eine Bewer- 
tung des Ringes ist. Sie besitzt namlich die Eigenschaften™) 

1. e{o) = 0, p(a)> 0, falls a+ 0, 

2. e(— a) = g(a), denn —a = + a, 

3. o(a + 6) S ela) + —(d). 

Aus diesen Eigenschaften folgt: 

3a. e(a + b) > | p(a) — 9(0)|. 

Man stellt jetzt leicht fest, daB o(a + 6) als Entfernung von a und } an. 
genommen eine Metrik in A erklart, d. h. da8 R ein metrischer Raum ist. 

Dej. 1. Eine Folge a,, a, ... aus R hei®t 9-konvergent mit dem Grenzwert 
a € R in Zeichen 

eae4—*. 


wenn es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl ny(e) gibt, so dab 


(2) (a, + @)<e fiir jedes n> ny (e) 
ist. 
Ist @- lima, = 0, so heiBt die Folge eine o-Nullfolge. 
n--co 


Def. 2. Eine Folge a,, a,, ... aus R heibt eine g-Fundamentalfolge, wenn es 
zu jedem e < 0 eine natiirliche Zahl n(e) gibt, so daB 


(3) e(a,+ a4)<e fir p>n,g>n 
ist. 

Jede Folge, die gema8 Def.1 einen Grenzwert in F besitzt, ist eine p-Funda- 
mentalfolge. 

Wir beweisen jetzt den Satz: 


NIKODYM-WECKENSCHER Satz: Jede Fundamertalfolge in A besitzt einen 
Grenzwert in AR, d.h. der Ring A ist, wie man in der Algebra sagt, perfekt 
fiir die Bewertung 9(a)*). 

Beweis. Sei_a,, ag, . . . eine beliebige 9-Fundamentalfolge. Wir wahlen posi- 
tive Zahlen ¢,>0,i = 1,2,..., so daB Le, =e und e,>«,,,. Zu jedem 





%) Devurnine: Algebra. Berlin 1935, S. 93. 

*%) O. Nikopy™ hat zuerst einen c-Mengenkérper, also einen vullkommenen Boole- 
schen Mengenring mit vollem Element, mit Hilfe einer auf ihm definierten total- 
additiven MaBfunktion, als einen metrischen Raum erklart und den Satz bewiesen. 
Fund. Math. 15, 131-179 (1930), besonders S. 139. 
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e,, k =1,2,... gibt es jetzt nach Def. 2 eine natiirliche Zahl Vv, 80 daB 
9 (4,+ @,)<e, fir p2>v,,92>%.- 
Wir betrachten jetzt die Teilfolge 
A Aa 
1 2 
Es ist vy; [vg Svs S..., Wir setzen 


R=% tay tes, 
dann ist 


im, dy, = 110,05... = a™) 


ein Element aus R. Wir behaupten 


gzlim @, = 4. 
Zuerst ist 
jim 9 (%) = @ (2), 
denn es ist 
v, = a+ (v1, — 0) + (vg — 05) + ---, 
also 


9(%) = p(a) + p(v, — vg) + —(vg— 5) +--- 


= 9(2) + 9(0%) — 9%) + (pe_) — (vs) +... 
oder é 


Jim 9 (2) = 9 (a). 
Wir haben also nach Def. 1 

(4) jim %, =. 
Nun ist aber 


% t % S(% + %,,) + (41 T nye) + (Ose tT nys) + ooo) 
" %) lim ohne 9 ist nach CRF.II §25 zu verstehen, d. h. sei a,, 04, . . . eine beli 
Folge von Elementen aus einem vollkommenen Ring R, dann bilden wir alle. 
co ao 
d, = Tense %, =%,+ n+; fiir alle k =1,2,... 

Nun definieren wir 

limi, = IT, = 4, lim a, = Eid, =a, 

noo R n--co 
beide existieren in R. Ist a = a = a, so setzt man lim op = a6€R und sagt, daB die 


Folge konvergiert (oder gewdéhnlich konvergiert). 
*7) Denn die rechte Seite ist gleich v,. Es gilt nimlich (ay, + ay, ,,) + Oy, 44 


= My, + Oy, pAlsor, = (ay toy Fey Hoye to 
= (ay, t Oy 41) . (V4.1 Rye) ae * “ae? *” 
= (ay, ty 1) + Oy Te) + nse Tyg) + 
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also 


Pp FH) SOM +, DEO, TH) FEY ty te 


d. h. 
9 (% + @,) < + ta: + E_ie + wee KE, 
also 
jim 9 (e,) = Jim ¢ (a,), 
d. h. 


Pine k= ON 
und wegen (4) 
o-lim ay =a. 


hoo 


Jetzt kann man ein n bestimmen, so daB ¢, < 5 fir alle k >n, also 


P (a, + ay < > fiir alle k >n. 
Fiir m >v, haben wir auBerdem 


€ 
9 (a, + a) < & << i 
Es ist aber 
a+ 4,, = (a + 4,,) + (@y, + %m)+ 
Also nach Eig. 3 der Bewertung 


€ £ 
(A+ On) [P(A 4%) + Ole, + On) << Zty=s& 

d. h. 

lim 9 (4,,) = 9 (4), 
also g-lim a4,, =a w. z. b. w. 
Setzt man jetzt 

dy = My, Oy o> 
und dann 

a*=d,+d,+d,+... = lim «,,, 


so ist a* € R. Nun hat man hier 


aca — tan th, — Sa 


‘ulso @* = a, dh. lim 4 = lim a, = lim ay, 


Wir haben also den Satz. 
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Satz 14. Zu jeder o-konvergierenden Folge {a,} gibt es eine Teilfolge {2,}; 
so da& 
dma, = via, 5 


Man sagt, daB eine Folge {a,} 9-totalkonvergiert, wenn 


(5) 2 (an + @n+1) 
n= 
konvergiert. Wir beweisen den Satz: 
Satz 15. Jede g-totalkonvergierende Folge ist eine Fundamentalfolge und 
jede Fundamentalfolge enthalt eine Teilfolge, die p-konvergiert. 


Beweis. Der erste Teil des Satzes ist klar, denn aus der Konvergenz der 
Summe (5) folgt, daB es zu jedem ¢ > 0 eine natiirliche Zahl ny(e) gibt, so daB 


P(Gn + Baar) +P (Gnas + Sango) +++ <e fir n>n, 
gilt und dementsprechend 


(a, + 4,,) <¢ fiir alle n >ny, m>no. 

Den zweiten Teil des Satzes beweisen wir folgendermaBen. Wir wihlen eine 
Zahlenfolge ¢, > e,>¢,>.--->0, so daB e,+¢e,+--- =e. Zu jedem e, 
gibt es jetzt nach Def. 2 eine natiirliche Zahl v,, so daB 9(a,, + a,) < 
fir m>v,, n>v,. Es ist auBerdem v, <v,,,- Also es gilt besonders 
(4, ,, + 4%, ,.) < &; dann ist aber die Folge {v,}) k =1,2,..., @-total- 
konvergent. 

Der Satz ist also bewiesen. 


Satz 16. Eine gewohnlich konvergierende Folge ist @-konvergent, d. h. aus 
lim a, = a folgt lim 9(a,) = (a), also p-lima, =a. . 


Beweis. Hier haben wir 
lim a, = lim v, = limd, =a, 


wobei % =4,+4,,,;+---, d, =a. 


a. 
n 
AuBerdem beweist man leicht, daB 


naa 
lim ¢(v,) = lim 9(d,) = 9(a). 
Nun ist d, © a, € »,, also p(d,) < p(a,) S —(v,), d.h. lim o(a,) = e(a). 


Satz 17. Die o-Konvergenz ist unabhangig von der gewahlten MaBfunktion 9, 
d. h. ist } eine andere MaBfunktion, die in A definiert, totaladditiv, beschriinkt 
und reduziert ist, so folgt aus @(a,)—> (a), Y(a,) > }(a). 
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Beweis. Es geniigt zu beweisen, da8 eine g-Nullfolge auch eine )-Nullfolge 
ist™). Sei {a,} eine @-Nullfolge, also sei @(a,)—-0, dann kénnen wir nach 
Satz 14 eine Teilfolge {av,} finden, welche gegen das leere Element o gewohn- 
lich konvergiert, also jim a, = 0. Nach Satz 16 ist aber [2,4 eine y-Null- 
folge, also 
(6) jim } (4y,) = 0. 


Wir behaupten jetzt: Es ist lim (a,,) = 0. Ware es nicht der Fall, dann 
miBte lim }(a,) = e> 0, denn tien }(a,,) ist wegen (6) gleick Null. Es. gabe 
dann eine Teilfolge {u,}, 80 daB lim p(ay,) =e, d.h. ein nicht jeeres Element 
a*, so da3 y-lim a, = a*. Dann wegen Satz 14 eine Teilfolge von {a} also 
{ay}, so daB lim ay = a*. Und endlich ware dann nach Satz 16 9-iim ay = a*; 


das widerspricht aber der Voraussetzung, da {a} und dementsprechend jede 
Teilfolge von {a,} eine @-Nullfolge ist: Der Satz ist also bewiesen. 


§ 12. Erweiterung des Booleschen Ringes (Algebra) zu dem kleinsten vollkom- 
menen Ring L. Die in §§ 9-10 erklarte MaBfunktion g in L ist beschrankt, re- 
duziert und totaladditiv, wenn es die komponenten MaBfunktionen 9, und 9, 
sind. Man kann also auch hier @ als eine Bewertung des Ringes L betrachten. 
Nun ist aber der Ring L nicht perfekt fiir diese Bewertung. Wir erweitern ihn 
jetzt zu einem perfekten Ring folgendermaBen: 

Wir betrachten alle Fundamentalfolgen, die man aus Elementen von L 
bilden kann, als Elemente einer Menge L* und erklaren Verbindung und Durch- 
schnitt zweier Fundamentalfolgen : 


a* = { a,, Qe, - . }, b* = {5,, be, es .| 
durch 
a* + b* ={a, + by, a + by,.--] 
a* b* = {a,5,, Ag bg, . . .}. 
Dann beweist man ohne Schwierigkeit™), da8 L* ein Ring ist und daB die 
Menge N der Nullfolgen ein Ideal im Ring L* bilden. DaB die Elemente von 
L* idempotent sind, da8 L* also ein Boolescher Ring ist, ist auch klar, denn 


at*a* = [a,0,, agg, .-.} ={a,, a,,-..} =a". 


Wir bezeichnen den Restklassenring L*/N mit L. Nun bemerken wir, daB die 
gemaB Def.1 § 11 konvergenten Folgen von L auch einen Ring L, bilden. 
Ly ist ein Teilring von L* und enthalt die konstanten Fundamentalfolgen 





) Dann sagt man in der Algebra, die Bewertungen ¢ und sind dquivalent. 
**) Van per Waerpen: Moderne Algebra I (1937) § 67. Die Beweise lassen sich 
in unserem Falle fast wértlich tibertragen. Siehe auch Deurinc, Algebren S. 93. 





Die Cartesischen Produkte und die Multiplikation von MaBfunktionen 73 


{a, a,...]. Der Restklassenring L,/N ist isomorph zu L. Wir haben also 
L~L,/N =L' mit L'< I, 


d. h. wir kénnen L als einen Teilring von L auffassen, indem wir die Elemente 


von L’ mit denen von L identifizieren, also L als einen Erweiterungsring von L 
betrachten. 


Nun kénnen wir die Bewertung » auf L ausdehnen: Jeder Fundamentalfolge 


{,, dg, ...} entspricht eine Zahlenfolge {p(a,), p(a,), . - . }, die konvergent ist, 
also 


lim ¢(a,) 


n--co 


existiert, denn aus 3a und der Def. 2 § 11 folgt 


| p(a,) — (a) | S P(A, + Ap) <e. 


Gehéren jetzt zwei Fundamentalfolgen {q,, dg, . . .}, {b,, bs, . . .} zu derselben 
Restklasse, so ist 


Man kann also diesen gemeinsamen Grenzwert der Fundamentalfolgen einer 
Restklasse als Bewertung der Restklasse erklaren. Fiir die Elemente von L< L 
fallt diese Bewertung mit der urspriinglichen Bewertung zusammen. Man veri-: 
fiziert leicht durch Grenziibergang, da8 die so erklarte Bewertung die Eigen- 
schaften 1-3 § 14 erfiillt. Nun kann man natiirlich auch in L Fundamental- 
folgen erklaren und einen Erweiterungsring 7, von L konstruieren, man beweist 
aber leicht, daB L perfekt fiir die oben erklarte Bewertung ist, d. h. es gilt 
L = I. Wir nennen also L die perfekte Erweiterung von L fiir die Bewertung 9. 


Satz 18. Der Ring L ist voilkommen. 
Beweis. Seien 
Q,, Qg,--- 
abzahlbar viele Elemente aus L, dann ist die Folge 
(1) {a,, 0, + Mg, a, + ay + ay,---} = a* 
eine Fundamentalfolge, denn 
9(%) Sola, + a) S... So(e)< +00, 3 
also lim @(a, + a, +--- + a,) existiert. Die Fundamentalfolge (1) gehort 
n--co 

also einer Restklasse, die ein Element a € I darstellt. Nun behaupte ich, daB 


(2) a= S'+a, 
n=1 
ist. Zuerst ist a, | a, weil 


a*a, = {0,4,, (a; + a3) a,,---} 
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also der konstanten Folge {a,,a,,...} aquivalent ist. Dann haben wir aus 
a, S b, d. h. a,b = a, fiir alle v = 1,2,... 
a*b = {a,b, (a, + a.) b,. ° .| = {a,, a, + dg, ee | amaad a*, 
also auch ab = a, d.h. a € b. Die Behauptung (2) ist also bewiesen. 
Satz 19. Die MaBfunktion (a) ist additiv in Z. 
Beweis. Seien a,b € L und ac b, also ab = 0. Seien dann zwei Funda- 
mentalfolgen aus den Restklassen, die a und b erklaren, also: 
{a,, Mg, -.-}, {b,, by,-.-}, wobei a,, bE L, i =1,2,..., 
Dann haben wir ¢(a) = lim 9(a,), o(6) = lim ¢(b,) und auBerdem 
lim ¢ (a, 6,) = 0, da ab = 0, also {a,6,, a,b,,...} eine Nullfolge. Nun ist 
aber a, + b, = (a, — a,,b,) + b,, also wegen der Additivitat von @ in L 
e(a, + b,) = 9(a, — a, b,) + 9(b,) = (a,) + 9(b,) — p(a,b,) 
und durch Grenziibergang 
¢(a + b) = 9(a) + (6). 
Satz 21. Die MaBfunktion ¢(a) ist totaladditiv in L. 
Beweis. Sei a = 0,+0,+.---, wobei a, a, L, i =1,2,... und 
ao a; fir i== j. Wir behaupten 


(3) (a) = o(a,) + pla.) +---. 


Wir setzen 
6, = 0, + Gg+ --- + a). 
Dann ist nach Satz 18 {6,, $9, . ...] eine Fundamentalfolge, die der Restklasse 
gehért, die das Element a darstellt. Wir haben also 
(4) Tim ¢ (8,) = 9 (a). 
Nun ist nach Satz 18 und 19 


(Sn) = 9(a,) + Gag) +--+ + 9(0,) S (a) < +00. 
Durch Grenziibergang erhalten wir wegen (4) 


(a) = p(a,) + p(a_) +---, 


was zu beweisen war. 


Bemerkung: Aus dem Satz 17 folgt, daB die in diesem § erreichte Erweite- 
rung des Ringes L zu dem Ring L unabhangig von der Wahl der MaBfunktionen 
9, und gz ist. 


(Eingegangen am- 30. August 1943.) 
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Es ist seit langem bekannt, daB die nichtlineare Differentialgleichung der 
stationdren ebenen (wirbelfreien kompressiblen) Gasstrémung durch eine Le- 
GENDRE-Transformation oder auch durch die Transformation von MoteEn- 
BROEK-TSCHAPLICIN auf eine lineare partielle Differentialgleichung und diese 
wieder durch einen Produktansatz auf eine gewdhnliche, und zwar hyper- 
geometrische Differentialgleichung zuriickgefiihrt werden kann. In dieser tritt 
ein willkirlicher Parameter n auf, und es gibt bei nicht ganzzahligem n zwei 
linear unabhangige Lésungen von der Form 


n 
= 2 
Y,,(z) = 2° P,(z), (n>0; P,,, P_, Potenzreihen). 


n 
Y_,(z) =a * P_, (2). . 
Fiir die Gewinnung von ebenen Gasstrémungen mit Hilfe von Reihenentwick- 
lungen nach partikularen Lésungen ist es wichtig, die hypergeometrische Dif- 


ferentialgleichung fir groBe Werte von n asymptotisch zu integrieren, worauf 
Herr G. Gupertey schon im Jahre 1939 hingewiesen hat. In einer umfang- 
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reichen Arbeit [1] hat er diesen Gedanken durchgefiihrt, und zwar mittels der 
Methode der asymptotischen Integration, wie sie R. E. Lancer [2] fiir all- 
gemeinere Differentialgleichungen zweiter Ordnung ausgearbeitet hat. Diese 
Methode besteht kurz gesagt darin, da8 man die Differentialgleichung mit 
einem passenden Ansatz naherungsweise integriert und nachweist, daB diese 
N&herungslisungen asymptotische Darstellungen fiir geeignete ,,exakte‘* Lé- 
sungen der Differentialgleichung sind. Man geht also von der Naherungslésung 
aus, und es ist damit im allgemeinen noch nicht die Aufgabe gelést, zu einer 
irgendwie, etwa durch Anfangsbedingungen gekennzeichneten exakten Lésung 
eine Naherungslisung zu finden, die die exakte Lésung asymptotisch darstellt. 

So scheint es wiinschenswert, fiir die durch ihre besonders einfachen Reihen- 
entwicklungen ausgezeichneten Lisungen Y,, und Y_,, der hypergeometrischen 
Differentialgleichung asymptotische Darstellungen anzugeben. Wahrend man 
bei der Funktion Y, mit der asymptotischen Integration zum Ziele kommt, 
scheint dies Verfahren bei Y_, zu versagen. Es wird deshalb von der Dar- 
stellung von Y_,, durch ein hypergeometrisches Integral ausgegangen und die 
Rremannsche Sattelpunktmethode auf dies Integral angewandt. In § 9 wer- 
den Anzahl und Lage der Nullstellen von Y,, und Y_,, untersucht. Die Frage 
nach dem Giiltigkeitsbereiche der gefundenen asymptotischen Darstellungen 
der Funktionen Y, ,, (x) fiir komplexe Werte von z wird in § 10 beantwortet. 


§ 1. Herstellung der Differentialgleichungen. 
1. Die Differentialgleichungen der ebenen, stationdren, reibungsfreien Gas- 
strémung lauten bekanntlich 


p(u,u+ uv) = — p,, 
(1) p(v,u + v,v) =—p,, 

(pu). + (pv), = 9. 
Darin ist p die Dichte, p der Druck, u, » sind die Komponenten der Geschwin- 
digkeit. Das Gas verhalte sich adiabatisch, und die Gleichung der Adiabate sei 


(2) p = Cp* (x> 1, C = const). 


Wie man an den Charakteristiken der allgemeinen Eu.erschen Differential- 
gleichungen der (nicht stationéren) Strémung erkennt, betragt das Quadrat 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit einer Schallwelle relativ zur Stroémung 


d aint 
-(3) a= 7b =Cxp 1, 


Wir nehmen weiter an, daB die Strémung wirbelfrei ist: 


(4) u, = v,. 
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Fir das Geschwindigkeitsquadrat 
(5) w* = u* + v3 


ergibt sich dann aus den beiden ersten Gleichungen (1) die Bernou.uische 
Gleichung 


w* dp _ 
(6) + + f _ const. 


Wegen 
dp ro xC gad 
[ose0 
folgt aus (6), daB w nicht gréBer werden kann als eine gewisse maximale Ge- 
schwindigkeit w,,,,, die der Dichte p = 0 entspricht. Die Bennouuische Glei- 


chung schreibt sich dann, wenn man noch f Sp vermoge (3) durch die Schall- 
geschwindigkeit ausdriickt, 


(7) a? = x (we, —w). 


Wegen (4) besitzt die Strémung ein Geschwindigkeitspotential ®(z, y) 
(8) ®,=u, 0, =v. 
Indem man in (1) fiir p,, p, schreibt a*p,, a*p, und die beiden Verhaltnisse 


fx ?y eliminiert, gewinnt man die grundlegende nichtlineare Differential- 





ep Pp 
gleichung zweiter Ordnung fiir © 
a v 

(9) ®,.(1—4) + 0,, (1—4)—20,, 4 =0. 
In ihr hat man u, v, a* nach (8) und (7) durch ®,, ®, ausgedriickt zu denken. 

2. Die Lecenpresche Transformation. Es liegt nahe, die nichtlineare Dif- 
ferentialgleichung (9) durch die LeceNpRE-Transformation (8) in eine lineare 
Differentialgleichung fiir die durch 


(10) ®+o=ur+vy 
definierte Funktion 9(u, v) iiberzufiihren. Man erhalt 
2 2 v 
(11) Gvv(1—Sr) + Pun (1—Sr) + 2euear =O. 


Fiihrt man in der Geschwindigkeitsebene u, v noch Polarkoordinaten w, > ein 
durch die Gleichungen 
u = w cos $, 


(12) v=w sin $, 





so geht (11) iiber in 
(13) wy tw (1—Z) e+ (1—F) P00 =0. 
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Partikulare Lésungen gewinnt man durch den Ansatz 


(14) @ = S(w) sin n$, 

wobei S der gewdhnlichen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
d@ w*\ d s 

(45) wt 55 +w(1—-> 52 —nt(1— 2) 8 =0 


geniigen muB8. Sie ist von der Fucusschen Klasse, d. h. ihre singuléren Stellen 
w=0, + wag, 00 


sind samtlich Stellen der Bestimmtheit). Ihre Anzahl kann auf drei vermindert 
werden durch die Transformation 


(16) s= 
wodurel (15) tibergeht in 


(17) 1 ds n? (- 


a2 + (0 — gatnsa) Se — (—- ea) 2. 
(17) ist ebenfalls von der Fucusschen Klasse und hat die singuléren Stellen 
s =oo, 0, 1. 
Sie ist somit eine hypergeometrische Differentialgleichung. 


3. Die Transformation von MOLENBROEK und TSCHAPLIGIN. MOLENBROEK [3] 
und Tscnapiicin [4] haben gezeigt, daB man die Differentialgleichung (9) 
noch auf eine zweite Weise auf eine lineare Differentialgleichung zuriickfiihren 
kann. Wir geben die kiirzere Herleitung von A. Busemann [5] wieder. Neben 
dem Geschwindigkeitspotential ®(z, y) betrachten wir die Stromfunktion 
(x, y), die bis auf eine additive Konstante durch die Gleichungen 
(18) £o,=¥, £0,=—¥, 
definiert ist. Dabei ist 9, die zu w = 0 gehdrige Dichte. Bildet man das Diffe- 
rential d ® einmal mit den unabhangigen Veranderlichen z, y, das andere Mal | 
mit den unabhangigen Veranderlichen w, $, so gibt die Gleichsetzung beider 
Ausdriicke bei Beriicksichtigung von (8) und (12) 


wcos$dz+wsinddy =O, dw +, ds. 


1) Die Differentialgleichung n-ter Ordnung 


y¥™ + p, (s) y¥™-) + --- + p, (s) y = 0 
hat bekanntlich den im Endlichen liegenden Punkt s = c zur Stelle der Bestimmt- 
heit, wenn p, an der Stelle s = c regular ist oder einen Pol héchstens v-ter Ordnung 
hat. s = co ist Stelle der Bestimmtheit, wenn p, im Punkte oo von mindestens v-ter 
Ordnung verschwindet. 
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Ebenso erhalt man fir d¥ bei Beriicksichtigung von (48) 


—i~ sin $dz + = w cos Sdy=V dw + ¥,d$. 


Daraus folgt durch Auflésen nach dz, dy 
dz =—[©,dw + ,d9] cos 9 — fe [¥ dw + ¥, 49] sind, 


dy =—[®, dw + ©,d9) sin 9 + fe (¥dw + ¥,d9] cos 9. 


Die Integrabilitatsbedingungen fiir die rechts stehenden vollstandigen Diffe- 
rentiale ergeben nach leichter Umformung 


©, =— po | + A)ee 2 fa ty =+6,. 
Die Ableitung p,, = ae ua sich durch Differentiation von (6) nach w be- 


rechnen, 


w 
Pw =— SF 
und man erhalt schlieBlich 
oh. = — 
(19) o,=—& (i—-S)¥,, 0 ="=¥,, 


Die Gleichung ®, ,=®,,, liefert nun fiir Y¥ die lineare Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


(20) w,, +w(1+)¥, + (1 a ¥,,=0, 


die sich von (13) nur durch ein Vorzeichen im mittleren Gliede unterscheidet. 
Wir lésen sie durch den Ansatz 


(24) ¥ (w, 9) = T(w) cos nd 

und erhalten fiir 7(w) die gewohnliche Differentialgleichung 
aT : or w 

(22) wt tw (+2 nt (1-22) 7 =0. 


Durch Einfiihrung der neuen pein Veranderlichen s vermége (16) 
geht sie in die hypergeometrische Differentialgleichung 


1 i dT n® {1 2 
an $+ ds? ++(-+ («—1) (@1—s) a 7—-u(-aoa aaa) tT =0 


iiber, die 4hnlich wie (17) gebaut ist. Die Differentialgleichungen (17) und (23) 
sind es, deren Lésungen wir in den folgenden Paragraphen fiir groBe Werte 
von n untersuchen wollen. 
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4. Bei den folgenden Uberlegungen wird der Begriff der kritischen Geschwin- 
digkeit eine groBe Rolle spielen. Die kritische Geschwindigkeit w* ist. diejenige 
Geschwindigkeit, die gleich ihrer zugehérigen Schallgeschwindigkeit ist. Wir 
haben also in (7) w = a zu setzen und erhalten 


(24 = VF ee 


Die partielle Differentialgleichung (9) schlagt bei w = w* vom elliptischen in 


den hyperbclischen Typus um. Dem Werte w = w* entspricht vermége (16) 
der Wert 
(25) ins 


x—1 
x+1° 


In den Differentialgleichungen (17) und (23) verschwindet an dieser Stelle der 
Koeffizient von S bzw. 7. Wir nennen 0 < s< s* das Unterschallintervall, 
s*< s< 1 das Uberschallintervall. 





§ 2. Reihenentwicklungen der Lisungen. 


Indem wir von jetzt ab die unabhangige Verdnderliche s mit z und die ab- 
hangige Veranderliche mit y bezeichnen, fassen wir die beiden zu untersuchen- 


den hypergeometrischen Differentialgleichungen (17) und (23) in die eine zu- 
sammen 


. i € n 1 2 = 
(26) y+ (--ponncs) ¥-G C- (x—1) aaa)¥ =o 
(e=+1;n20;x>1). 


Da der reelle Parameter n nur im Quadrat auftritt, ist es keine Einschrankung, 
n = 0 vorauszusetzen. Bekanntlich ist eine hypergeometrische Differential- 
gleichung durch die Eyponenten ihrer singularen Stellen vollkommen bestimmt. 
Zur Ermittlung der Exponenten der singulare: Stelle z = 0 geht man mit dem 
Ansatze 

y=2 8(z) (B(z) (Potenzreihe) 


in die Differentialgleichung (26) hinein und setzt den Koeffizienten der nieder- 
sten Potenz von z gleich Null: 
rr—1) +r— =0. 


Die beiden Wurzeln dieser ,,determinierenden Gleichung“ sind die Exponenten 
der-Stelle z = 0. Entsprechend gewinnt man die Exponenten der Stelle z = 1 
bzw. z =0o mit Hilfe der Ansdtze 


y =(z— 1)’ B,(z— 1), 


v= (2) (2): 





Die hypergeometrischen Differentialgleichungen der Gasdynamik 81 
Die Rechnung ergibt die folgenden F-xponenten p,, o,: 
%,=0O: 9 = Tera (c + V14+(2—1) n’), 


¢,= = (ec oe V t+ (x?—1) n®), 





(27) : fae 
n n 
Zz = 0: a=F 6=—F 
Zg= 1: pgy= 0, o,=1—-—.,. 





Nunmehr kann man die Lésung von (26) sofort mit Hilfe des Riemannschen 
Symboles?) hinschreiben: 


co 0 1 n / eo Ao 
(28) 1=2(nnme}net a(n 0 0 :) 
G1 Og Gs 6, +P —N Gs 
a co 0 1 
=z *-Plo+o, n 0 zi}. 
6, +6, 0 a, 


Es gibt also insbesondere die beiden Lésungen 
n ‘ 
(29,) Y,(z) =2*° F (a +>: a+, 1+n,2), 


on n n 
(29_) Y_,(z)=2z 2 F(e.—F, %—7 1—A, z), 


worin F(a, 8, y, z) =1+ vee + ee z* + :.. die hypergeo- 


metrische Reihe bezeichnet. Es ist zu beachten, daB die beiden Lésungen 
fir n = 0 zusammenfallen, und daB der Ausdruck Y_,, fiir ganze positive n 
sinnlos wird, weil in der hypergeometrischen Reihe gewisse Koeffizienten un- 
endlich werden. Fiihrt man die Bezeichnung 


v=+n 


ein, so kann man die beiden Gleichungen (29) zusammenfassend schreiben: 





(30) Y,(z) =2t Fp, + > o,+ > 1i+y, z) 
(v= —1,—2,...). 


Die hypergeometrische Reihe konvergiert bekanittich im Einheitskreis, also 
jedenfalls im Intervall 0 < <1, das physikalisch“allein von Interesse ist. 


*) ian vgl. F. Kuen [6], 8. 53. 
Mathematische Annalen. 120, 6 











82 H. Serrert: 


§ 3. Integraldarstellungen der Lisungen Y,(z). 
Wir stellen nunmehr die Lésungen Y,(z) durch hypergeometrische Integrale 
dar. Mit ihrer Hilfe werden wir in §6 und §7 die asymptotischen Darstellungen 
von Y,(z) finden. Wir gehen von der bekannten Formel*) aus: 


(31) F (a, 8, y, z) = 
(14+ 0+41-0-) 


ria— - r ~ix - -a- - 
= Se POR r tO) eter feet (tyre? (1—atyP dt. 


A 
Der Integrationsweg ist die Doppelschleife der Fig. 1. Die am Integral stehen- 
den Zeichen sollen bedeuten: Der Integrationsweg beginnt im Punkte A, um- 
lauft 1 im positiven Sinne, 
darauf 0 im positiven Sinne, 
dann 1 im negativen Sinne 
und schlieBlich 0 im negativen 
Sinne. Im Punkte A, den wir 
zwischen 0 und 1 annehmen, 
ist der Hauptwert des Inte- 
granden zu nehmen. z nehmen wir im folgenden, wenn nichts anderes gesagt 
ist, immer zwischen 0 und 1 an. Die singularen Stellen des Integranden.aind 


0, 1, -. Natiirlich soll die Doppelschleife zwischen 1 und 4 hindurchgefiihrt 








werden und nicht etwa den Punkt t = + einschlieBen. 
Wir erhalten so aus (30) die Integralformel 


Zz 
2 
(32) ¥,(z) = Z5-T(t—e.—F)P (r.—F) Paty. 
OHO 49) noBus =e -1,-— 
veins f e? a—y? “G—azy °F de. 
A 
Eine Vereinfachung ergibt sich, wenn man 
|v|=n>1 


voraussetzt, was wir von jetzt ab tun wollen. Dann ist ndmlich nach (27) 


der Exponent p, + = —1 grdBer als 
— 1, und man kann die Doppelschleife 
in den Punkt ¢ =0 hineinziehen und 
durch eine zweimal (hin und zuriick) 
durchlaufene einfache Schieife ersetzen 


(Fig. 2). Bei Beriicksichtigung der Blatter, in denen die Durchlaufung 
erfolgt, findet man 





Fig. 2. 


*) Vgl. F. Krein [6], 8. 100. 
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(1+0+1-0-) (1+) 


J = (1—en(o+3)). f. 


Dabei ist im Punkte A der einfachen Schleife wieder der Hauptwert des 
Integranden zu nehmen. Den Integranden formen wir rfoch so um, da8 er kon- 
jugiert komplexe Werte in konjugiert komplexen Punkten ¢ annimmt, fiir 
0<2<1. Der erste und dritte Faktor des Integranden hat schon diese 


Eigenschaft. Setzt man aber den mittleren Faktor (i—s 2 analytisch fort, 
indem man von A aus auf dem Integrationswege bis zum Schnittpunkt B mit 
der reellen Achse fortschreitet, so erhalt man im Punkte B 


e* 7-4) ‘ (t—1)2-%, 
falls fir (:—1)2 “ der reelle Wert genommen wird. Wir finden also fir 
Y,(z) die Darstellung 
1 $ ’ -ine 
Y, (2) =, -2*. r (1—e:—}) r(r,—4) r(i+ wei. 

; eit (}-«) - (1 — err (c: + ») Apel =") (¢—1)2 (4 —zt) "= di 
Dabei ist im Punkte B der reelle Wert des Integranden zu nehmen. Der Inte- 
grand hat dann konjugiert komplexe Werte in spiegelbildlichen Punkten der 
Schleife, woraus hervorgeht, da8 das Integral einen rein imaginaren Wert hat. 


Da Y, (2) reell ist, mu8 also der Faktor vor dem Integral rein imaginar sein. 
In der Tat ist 


cine dG) (iam) = aisin elt 
ee 


So erhalt man fiir Y,(z) die endgiiltige Formel 





(1+) 





(33) p et . ’ Ld 
¥ (s) = = = (i z)P a+ ; pam (t— 1)?“ — at) *"? de. 
a Qn v ” 
tints) 
DaB die Werte v = — 1, —2, ... auszuschlieBen sind, erkennt man an dem 


Faktor (4 + v), der an diesen Stellen Pole hat. 
In der Darstellung (33) erscheint p, vor o, bevorzug.. Wir leiten noch eine 
zweite Darstellung ab, in der p, und o, ihre Rollen vertauscht haben. DaB p, 
6* 








84 H. Serrerr: 


und o, in Y, (z) vertauschbar sind, zeigt (30). Wir diirfen also die gleiche Ver- 
tauschung in (32) vornehmen und erhalten 


Y,(z) = = -T (1 —s,—>) r (o,—$) r(i+v)e'*" x 
(1+0+1-0-) ‘ 
(34) x f M+s-'g4—_y? *a4—a2 ” * de. 
A 
Wie der Ausdruck (27) fiir o, zeigt, ist fiir geniigend groBe |v|, jedenfalls 
aber fiir 
(35) |v [> 2x, 


der Exponent = —o, von 1—:_ .dBer als — 1. Unter der Voraussetzung (35) 
kénnen wir also die Doppelschleife in den Punkt t = 1 hineinziehen. Es ist 


(1+0+1-0-) (0+1+0-1-) Pe (0+) 
ing Te ee 
A A i 


Den Integrationsweg des rechts stehenden Integrals zeigt die Fig. 3. 1m Punkte 
A ist der Hauptwert des Integranden zu nehmen. Wir formen den Iate;r: ns. . 
wieder so um, da8 er in spiegelbildlichen 
Punkten des Integratiousweges konjugiert 
komplex, im Schnittpunkte € des Inte- 
grationsweges mit der reellen Achse also 





reell wird. Bei den Faktoren (1 —t) 2” 


und (1 — zt) “”® ist das schon der Fall. Der Faktor ¢* =~* geht bei analy- 
tischer Fortsetzung von A nach C langs des Integrationsweges iiber in 


in(a+z-) . (—y*t Fo), 


Hierin ist (—t)" * 2~* reell in C. Wir kénnen somit fir (34) schreiben 


¥,(2) =—— hy at ctr OFF). (4_ oF) x 


x r(1—«,—}) r (e,—}) r (1 + v) x 


(0+) 
o+—-1 


’* 2 ts 57% ba “OF 
x [¢ -t) (i—zt)? *' (4—zt) t 


Fiir den Integranden ist im Punkte C der reelle Wert zu nehmen. Der Faktor 
vor dem Integral wird ahnlich wie friiher umgeformt: 
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. ’ ’ 
cine, f8 (%+9-1) (s —ée-*)) =—2isin x (o,—+} 


—2ri 


_ («:—$) r (:—a+3) 





Somit erhalt man schlieBlich 


(36) ree P(t—a—$) Paty 


Qu 





x 





r (1 —s, +5 
(0 +) 


1 


x | (—9"* FT ay 


a 4 —aty 8 at. 
¥ 
Fassen wir zusammen: 

Die durch (30) gegebene Lésung Y, (xz) (v= +n; y+—1, —2,...) der 
hypergeometrischen Differentialgleichung (26) gestattet fiir |v | > 2x die bei- 
den Integraldarstellungen (33) und (36). Darin haben p, und o, die in (27) an- 
gegebene Bedeutung und fiir den Integranden ist der Hauptwert zu nehmen. 


§ 4. Asymptotische Integration der Differentialgleichung. 

Unsere Aufgabe ist es nun, asymptotische Darstellungen von Y,(z) fiir groBe 
(positive oder negative) Werte von v zu gewinnen. Die Verfahren, die hierfiir 
in Betracht kommen, sind die asymptotische ‘Integration der Differential- 
gleichung (26) und die Rremannsche Sattelpunktmethode. Die asymptotische 
Integration liefert auf sehr einfache Weise asymptotische Lésungen, von denen 
man aber zundchst nicht weiB, welche exakte Lésung, d. h. welche Linearkom- 
bination der beiden unabhangigen Lésungen Y, (z) und Y_, (zx) (n> 0) sie 
asymptotisch darstellen. Hierfiir ist eine besondere Untersuchung ndétig. Die 
Sattelpunktmethode nimmt ihren Ausgang von den Integraldarstellungen des 
vorigen Paragraphen. Wir benutzen die leichter durchfihrbare asymptotische 
Integration fiir die Gewinnung der asymptotischen Darstellung von Y , , (2). 
Bei Y_,,(z) miissen wir die Sattelpunktmethode heranziehen. 

Die asymptotische Integration einer Differentialgleichung der Form 


(37) L(y) = y" + p(z)y’ —n*q(z)y =0 
fiir groBe Werte von n geschieht in der Weise, daB man mit dem Ansatse 
(38) h(x) e+ "9 


fiir y in die Differentialgleichung hineingeht und sie durch geeignete Wahl der 
Funktionen A(z) und g(x) mdglichst genau zu befriedigen sucht. Es ist 


48 (het ™9) = (hg? — hg) + + (20g! + hg” + hg’ p) + (h” + Wp). 











86 H. Seirert: 


Fiir groBe Werte von n ist das angendhert = 0, wenn man die ersten beiden 
Glieder zu 0 macht. Das liefert die Bedingungen 


e* =4q, 
2h’. g” a4 
- y + 4 +p=0 
“oder integriert 
(39) h(a) = etree, 
Vq 
(40) g(2) = f Vq(2)dz. 


Im Falle der Differentialgleichung (26) ist 


Ediaial s . a ee ae 
—) Pes —sae a 14 -e (5 («—1) 4 —2) ). 
Da bei der Bildung von g und h die Quadratwurzel bzw. vierte Wurzel aus g 
zu ziehen ist, hat man auf das Vorzeichen von gq zu achten. g ist nur im Unter- 
schallintervall 





x—1 
0<2< 2*= a 
positiv, im Uberschallintervall 
P<s<i 


negativ. Der Punkt z* ist fiir g und A ein Verzweigungspunkt. Wir wollen 
deshalb g und A zunadchst nur im Unterschallintervall hetrachten und fest- 
setzen, daB die Wurzeln positiv zu nehmen sind. Die Integrationskonstanten 
in g und h legen wir durch das Verhalten dieser Funktionen im Nullpunkt fest. 
h(x) ist im Nullpunkt regular, und man kann durch passende Wabl der Inte- 
grationskonstanten erreichen, da8 die Potenzreihenentwicklung mit dem ab- 
soluten Gliede 1 beginnt. Es ist demnach 


(42) A(z) = —— : 





2 (x—1) 


—eg 
V22- V q(z) + (1—2) 


Die Funktion g(z), deren expliziten Ausdruck mittels elementarer Funktionen 
wir nicht hinzuschreiben brauchen, besitzt bei z = 0 die logarithmische Sin- 
gularitat } log x. Indem wir die Integrationskonstante in g durch die Forderung 
festlegen, daB g(z)— 4} log (z) fiir zs =0 verschwinden soll, kénnen wir 
schreiben 


(43) es)= f (¥a@—4) dé + + log z. 
0 
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Die ,,asymptotischen Lésungen“ (38) lauten nunmehr im Unterschallinter- 
vall: 


ty by, (2) = h(a) = 2? (14 2D, (2)), 


n 
b_, (z) =h(z)e™™ =x * (1+ 20_, (z)). 
Darin bezeichnen ,,, Potenzreihen. Vergleicht man diese Formeln mit den 
Reihenentwicklungen (29) fiir Y,, und Y_,, so ist die Vermutung nicht fern- 
liegend, daB Y,, und pb, einerseits, Y_, und )_, andererseits im Unterschall- 
intervall asymptotisch gleich sind. 


Satz 1. Die durch (29) gegebene Lésung Y , ,(x) der Differentialgleichung (26) 
geniigt im Unterschallintervall 0 < x< x* der asymptotischen Relation 


Y,,(z) ~ h(a) eX ™, 
genauer 


(45) Y,,,(z) =h(z) rom(1+o (=). 


Der Beweis befolgt die klassische Methode von Liovvitte. — y,, und )_,, sind 
ein fundamentales Lisungssystem der Differentialgleichung 


D nd 
| 9° 0,0, 


“o ” 


5” 0, On 

die ausfiihrlich geschrieben lautet 

(48) A(y) =H” + p (2) —[n*g(x) + ~ HEE) 4 ATE] y <0 
~ h(z) h (z) 

Wir bilden die Differenz 

(47) tn = Yn — Dn: 


Da Y,, der Differentialgleichung (37) und »,, der Differentialgleichung (46) 
geniigt, ergibt sich durch Subtraktion 


=0, 











(48) A(n,) = k(2) Y,,(2) 
mit ’ hh" 
(49) k= — 5 ee —* 2 


Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fir y,(z). Von der zu- 
gehdrigen homogenen Differentialgleichung A(y) = © kennen wir die beiden 
linear unabhingigen Lésungen »,, und b_,. Man findet also durch ,,Variation 
der Konstanten“ aus (48) die Gleichung 





= “Om (€) Dip (2) Bog (E) Bp (2) 
(50) (2) = Cnn + en Bn +f 2, G0) —H-« 9, @) 1) Ynlh)ab. 
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Hierin ist nach (44) 


Bn (8) On (E)— 9 (E) 9,(6) = — 2h? (E) g’ (E), 
so daB (50) iibergeht in 


C1) y 2) = pu 2) + eg Dn (2) + hy (a) ene fe AE 14 en9 


x ¥q(@)dE— 2 d(zy ero ia +o. it ew Y, aE. 
Xe 
Die untere Integrationsgrenze z, kénnen wir = 0 setzen, da Pais ebenso 
n 
wie h(E) bei = 0 regular sind, wahrend e*? und Y,(E) die Gestalt x? mal 
regulare Funktion haben. Dann miissen aber die Konstanten c, und c_, ver- 
schwinden. Denn 146t man in (51) z nach 0 gehen, so gehen in der Gleichung 


alle Glieder auBer c_,y_, nach 0. _, strebt aber nach co, woraus c_, = 0 
n 





folgt. Multipliziert man nun (51) mit z ® und laBt wieder x nach 0 gehen, 
so folgert man ebenso c, = 0. Damit wird aus (51) 


(52) ¥,(z) =, (2) + A h(zpere™ AD tg enooy, de — 


ee) 
6 
Ror ~n g(x) k (8) -1 ® 
ich (zen yf Wet Gere Y, Bak 


0 


und nach Multiplikation mit p>? 
-! (7) — ‘i 
(53) Fal) 95 (2) = 1 + xf [re SA). wit) ¥, (@) dE — 


— ge tngl=) [aeons (&) ¥,, (&) cel 


Diese Gleichung benutzen wir zur Abschatzung von | Y,(z)9,?(z)|. Es sei 8 
eine beliebige Stelle zwischen 0 und z*. Y,,(z)y71(z) ist im IntervallO < z <8 
regular analytisch und sein Betrag besitzt folglich daselbst ein Maximum 
M = M(n), das etwa an der Stelle z = X angenommen werden mige. Bildet 
man (53) insbesondere an der Stelle z = X, so ergibt sich 


x x 
weit fff ey dé + etree {| 1 aso ae 
v0 0 
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Da g(&) wegen g’ = /q > 0 monoton mit & wachst, so kénnen wir im letzten 
Integral den Faktor ce?" durch *"9 abschatzen und erhalten, wenn zur 





Abkiirzung 
p 
——_ k (8) 
. ei rey |e 
gesetzt wird, 
msi+4* 
oder 
1 
(54) Ms = Be: 
n 


Dabei ist n schon so groB angenommen, daB i_2 > 0 ist. Mit dieser Ab- 
schatzung gehen wir noch einmal in (52) hinein und erhalten 
Y,, (x) = h(x) e"9™ (1 + 9(z,n)) 
mit 
x x | 
1 ee -2 ko 34 
| (z,n)| = [Z F 7 h e noY di—e ad 2 h ‘é ng Y,e2"9dE 


IA 


=x x 
1 -engix) [ kang | i { + | az 
twos ae ia lv ore eds 4 [wea 'F }26 


< w?=0(-). 


= n 





Damit ist Satz 1 bewiesen. 


Zusatz zu Satz 1. Fiir die Ableitung von Y, (x) besteht die Relation 
(55) Y! (2) = (h(z)e"#™)’. (1 +0(*)) 


Beweis. Differentiation von (52) ergibt 
Y/ (z) = 9), (z)+ .* ny. (x) [ + he", Y dé 
n n Qn |) 7n g n 
0 


* ih 
—w!,(z) | he te"9. rae} 
fi 
Daraus folgt 
Y)(z) = vj (x) (1 + 7(z, 2)) 
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mit 
_ 
|+(z,n)|= tal. Ret (E) em. Y, (€) de — 
h’ (z) st rk | 
—Pipebey ia cone [ae Te | 
< dln +| Peeahae | wa] —0 (2) 
w. z. b. w. 


Die asymptotischen Darstellungen (45) und (55) gelten nur im Unterschall- 
intervall 0 < z< 2*. 9, 1aBt sich nicht ohne weiteres in das Uberschallinter- 
vall analytisch fortsetzen, da z* Verzweigungspunkt fiir y,, ist. Umgeht man 
den Verzweigungspunkt bei der analytischen Fortsetzung, so kommt es darauf 
an, ob man durch die untere oder die obere Halbebene fortsetzt. Diejenige 
fir z* << x< 1 definierte Funktion, die man bei Fortsetzung durch die untere 
Halbebene aus »,(z) erhalt, wollen wir wieder mit 5, bezeichnen; bei Fort- 
setzung durch die obere Halbebene erhalt man dann offenbar die konjugiert 
komplexe Funktion p,,. Es gilt nun ein Satz, der sich auf eine beliebige Dif- 
ferentialgleichung der Gestalt (37) bezieht, in der der Koeffizient g eine ein- 
fache Nullstelle besitzt. Er besagt, daB man aus der Giiltigkeit der Relationen 
(45) und (55) in einem einzigen Punkte des Intervalls sofort auf die asympto- 
tische Darstellung von Y,(z) im Intervall z*< z< 1 schlieBen kann‘): 


(56) Y,, (x) = 0, (z) +5, (x) + "8.0 (--) (2*<2<\1). 


Wir driicken dieses Ergebnis noch durch die Funktionen g(z) und h(z) 
aus, die wir fir 2*< r< 1 ebenfalls durch analytische Fortsetzung durch 
die untere Halbebene hindurch erklaren: Es ist 


g (2) =g(2*) +i | Y¥—gie dé, 


. (z*#< z< 1), 
41—t 1 
h(z) = V3 ar & Poe scwmves 
V —q(2) V 22 (1—2) 2 —i) 


(57) 


wobei die Wurzeln positiv zu nehmen sind. Dann wird 





*) Vgl. H. Seirert [7]. Man beachte, daB in der angefiihrten Arbeit dem Unter- 
schallintervall das Intervall z > 0 entspricht und da8 dort z* die untere Integrations- 
grenze in g(x) = JV qdz ist. Die dort mit y~(z, e) bzw. y-(z, p) bezeichneten Funk- 
tionen sind bei uns Yn(z)e-"9 =") bzw. On (x) eT 9"), 
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x 

bi —_ in f V—a@ae 
x) = h(x) e"9) — ——". : ee 

0, (2) (x) V2 





Vale) VEz (12) FH 
ng (x*) ys siniaeaih 
- ¢ [ sin (n ‘[V=1® dé 4 z)- 


V—qlal Viz (1—2)70—D 





—i-cos(n V—qg(—) 4b + =)]. 
In (56) eingesetzt, ergibt das den 


Satz 2. Die durch (29) gegebene Lésung Y, (x) der Differentialgleichung (26) 
gestattet im Uberschallintervall z* << x< 1 die asymptotische Darstellung 


ger a(x") 


—. sin (> f Va a+ z) + 


V=ae) V 2z (1— 2) #@—1) 





(58) Y,(z) = 


+e" '@).0 (*) . 
Die darin auftretenden Funktionen q(x), g(x), h(x) sind durch (41), (43), (42) 
definiert. 
Um die entsprechenden Formeln fiir Y_, zu gewinnen, bendtigen wir die 
Sattelpunktmethode, die wir im nachsten Paragraphen auseinandersetzen. 


§ 5. Die Riemannsche Sattelpunktmethode. 


Die Integrale, auf die wir in § 3 gefiihrt worden sind, haben die Gestalt 


1 
(59) J (n) = fem(os) dt. 

Ww 
Dabei ist f(t, r) in einem gewissen Gebiete & der t-Ebene und fiir r in einer ge- 
wissen Umgebung |r|< ¢, von r = 0 eine regular analytische Funktion der 
beiden Veranderlichen ¢ und r. Zu integrieren ist iiber einen noch genauer zu 


definierenden Weg W von @. Wir entwickeln f(t, r) nach Potenzen von r =+ 


fr) =f) +rhO + hl +---- 


Darin sind fg, f,, fg, . - tegular analytische Funktionen in %. Von der Funk- 
tion f, setzen wir iiberdies voraus, daB die Ableitung f,(t) = “fe in einem Punkte 


von @, etwa im Punkte t = 0, verschwindet: 
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(60) i, (0) =0. 
Dagegen sei 
(61) f,(0) + 0. 


Diese Formeln lassen sich folgendermaen geometrisch deuten: Wir be- 
trachten die Flache %, die man erhalt, wenu man |e%| iiber dem Punkte t 
der t-Ebene senkrecht nach oben abtragt. Die Héhenlinien von % sind wegen 


| eto) — gr RMein 


die Linien Rf,(t) = const, die dazu senkrechten Fallinien also die Linien 
Bfo(t) = const. Im Punkte t = 0 hat % einen Sattelpunkt. Denn die f,-Ebene 
bildet sich vermége 


(62) folt) = fo(0) + $277,(0) + --- 


im Punkte f, = f,(0) verzweigt auf die t-Ebene ab. Die Winkel, deren Scheitel 
der Punkt /,(0) der /,-Ebene ist, werden bei dieser 
Abbildung alle halbiert. Die Linie R/, = Rf, (0) 
geht also in zwei einander senkrecht schneidende 
W Hohenlinien der t-Ebene iiber (in der Fig.4 stark 
/ ausgezogen), die die Gebiete 


Rio > Rf,(0) und Rfy< Rf, (0) 





voneinander trennen. 


j 
/ “(7 
Y Uber den Integrationsweg W setzen wir voraus: 
C-R\\\I//7 
Fig. 4 


1. W fihre iiber den Sattelpunkt ¢=0 und 
stimme in einer gewissen Umgebung von t = 0 
mit der in Rf,> Rf,(0) liegenden Fallinie Y/, = Yf,(0) tiberein. Dieses 
Stiick von W heiBe W,, der Rest Wy. 

2. Auf W, sei t = 0 der einzige Sattelpunkt. Die W, entsprechende Linie 
auf der Flache § fallt also vom Sattelpunkt aus nach beiden Seiten. 

3. Fiir jeden Punkt ¢ von Wy sei R(f(t) — f.(0)) > 38> 0, d.h. auf 
der Flache § liegt der Sattelpunkt ¢ = 0 um eine positive Zahl héher 
als Wy. 

4. W habe endliche Lange und gehdre einschlieBlich seiner Endpunkte dem 
Regularitatsgebiete @ an. 

Mit J;(n) bzw. J,,(n) bezeichnen wir diejenigen Werte, die (59) annimmt, 
wenn man W durch W, bzw. W,, ersetzt. — Wir berechnen nun zunachst J, (n) 
fiir groBe Werte von n asymptotisch und fihren-zu dem Zwecke eine neue 
Integrationsveranderliche o ein durch die Gleichung 


(63) v = V folt)—fg(0-=t V9 fa) (1 + cyt + cgt® +---). 


Dabei ist das Vorzeichen der Wurzel so zu wahlen, daB einer positiven Durch- 





' 
| 
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laufung von W, wachsende v-Werte entsprechen [es ist /,(t) — f,(0) > 0 langs 
W,). Dafiir kann man auch sagen: Ist @ der Arcus der im Sattelpunkt an W, 
gelegten positiven Tangente, so soll 


(64) eV 7,0) >0 


sein. — Der Weg W, geht somit iiber ein den Nullpunkt » = 0 enthaltendes 
Intervall —a < » <6 der reellen v-Achse. Dann wird 


8 

(65) Jy(n) =e [ ek (v, r) do, 
-@ 

wo zur Abkiirzung gesetzt ist 


k(v, r) = er e(0-nge,r) Ot 
= et hilt)=r falt)—r* fa(t)—--» SE* 
dv" 
Da + gema8 (63) im Punkte » = 0 regular ist, ist k(v, r) in der Umgebung 


von v =r = (0 in eine Potenzreihe 


(67) kour= 5S TS kr’ 

e=00=0 
entwickelbgr. Sie konvergiert gleichmaBig fiir |r| < €,, |v |< ¢3. Wir diirfen 
annehmen, indem.wir nétigenfalls W, verkiirzen, daB das Intervall—a< » <8 


dem Kreise |v|< e, angehdrt. Ferner sei n so groB gewahit, daB 4 < Eq ist. 
Dann kénnen wir die Reihenentwicklung (67) in (65) einsetzen und erhalten 


(68) J, (n) e® 6 — P kyon [ e™* do + 


B co 0° 
rm fer(S Bias ke #7) dv + 
B 


+ferl &., Zhao )av. 


Aus dem zweiten Integral kann man den Faktor r* N+! = n*4~" herausziehen; 
er ist also von der Ordnung O(n %-"). Aus der Klammer im dritten Integral 
ziehen wir den Faktor v?%*! heraus und benutzen die Formel 


a _@_1 Yn e@.1 
fet*edv=n . J | o* wtdw=0(n 3 ?). 


“Ss -aVn 
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Daher ist. das dritte Integral von der Ordnung O(n-"~"). Damit geht (68) 
iiber in 


-o- 22 BYn 
s 5 f e™ wtdw +0 (n-*), 


~arn 


69) Jnr + ae 
e=0 o=0 


In den Integralen der rechten Seite ersetzen wir die Integrationsgrenzen durch 


—oo und + oo. Zur Abschitzung des dabei entstehenden Fehlers hat man 
zu bilden 


a 

[et waw ms fe t* ade. 
BVn 

Durch partielle Integration erhalt man hieraus, wenn zur Abkiirzung voriiber- 

gehend $(p —1) =y gesetzt und der Faktor } fortgelassen wird, 


oo @ 
—ete | + etytt dts —etr | —yet 
pn on 


ty f 1) v8dr=-- 
Bn 


Integriert man hinreichend oft partiell, so erscheint also unter dem Integral 
eine negative Potenz von +t, die bei der Abschatzung durch 1 ersetzt werden 


kann. Die héchste GréBenordnung in nm hat das erste integrallose Glied. Es 
ist daher 


[ “wtdw=0 (co=nt*”) j 
Vn 
Ebenso findet man 
Vn 
r e“atdw= 0 (ean? a * 


Die Formel (69) bleibt somit richtig, wenn man die Integrale von —oco 
bis +o erstreckt. in ihr fallen aber dann die mit ungeradem p weg, weil 
unter dem Integralzeichen eine ungerade Funktion steht. Die Glieder mit 
geradem p kann man durch die ['-Funktion wie folgt ausdriicken: 


+e rd co 1 
f oe w*dw = 2 [ Pwtdw = [etre de ion (ey). 
on * i) 


Dies tragen wir in (69) ein: 


N 2N 
(70) Ay(mp™H—_ SD hay Te +H) ee E+0 (n>), 
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Es bleibt noch J,,;(n) abzuschatzen. Es ist 


| Jgy (72) e™/00| | [ emet-fiOn-110---- de 
Wu 
1 
< flerttetrto on) | HO” WHO" gt] =O (e™4) 
Wir 


wegen der dritten und vierten Eigenschaft von W. Da e® starker nach 0 geht 
als jede Potenz von n, so bleibt (70) richtig, wenn man J, durch J = J, + Jy 
ersetzt. Man erhalt hiernach J(n)e"/ mit einem Fehler von beliebig vor- 
gegebener GréSenordnung O(n™), wenn man in der formalen Doppelreihe 


(74 -o'-0- 
) e’, tes, ol (p’ +4)n } 
einen hinreichend groBen Abschnitt nimmt. Mit anderen Worten: 


Die nach fallenden Potenzen von n geordnete Reihe (71) ist die men 
Entwicklung (im Porncaréschen Sinne) der Funktion 


J (n) et 
fiir noo. 
Wir bendtigen im folgenden nur das Anfangsglied dieser Entwicklung. Der 
Koeffizient kg. ergibt sich aus (67), (66), (63) zu 


Keng = 1: Y/ 2 
fy(0)’ 
woraus folgt 
(72) I(r) =E™hO-HO ,Y/_2R_ (i +0(4 1). 


n fo (0) 


Wir erinnern daran, daB das Vorzeichen der Wurzel gemaéB (64) zu bestim- 
men ist. 


§ 6. Anwendung der Sattelpunktmethode auf die hypergeometrische 
Funktion Y,, (2). 


1. Obgleich wir die asymptotischen Formeln fiir Y, (z) bereits in § 4 er- 
halten haben, wollen wir sie noch einmal nach der Sattelpunktmethode ab- 
leiten. Durch Vergleich der beiden duBerlich zundchst verschiedenen Ergeb- 
nisse werden wir zu Farmelin gelangen, die wir dann bei der Behandlung von 
Y_, bendtigen. 

Wir gehen aus von der Integraldarstellung (33), in der wir v durch n ersetzen. 
Das darin auftretende Integral 
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+>-3 > -*e ~~ 
(73) fe 741) * (120) "Fae 
ist von der Form (59). Entwickeln wir die Exponenten in and nach fallenden 


Potenzen von n, so ergibt sich nach (27) fiir n> fs 


xi—1 
(74) {Pot Pets: (gp 4M et at: (1— ze)rretrt-- 
mit 
wer “x+4 Pe: |. ee 
Po = : mate A™“s5—3) ~~?) 
x+1 en . 
(75) = —3V t+ a n= Fe—1)’ 
wo 2 w= ance... "O 
tens Vi ; : 1 2 (x—1) ° 
Wir kénnen dann dem Integranden die Form geben: 
~ ZS. 
: ng (t, ~) at eM fell-fO--+> 
worin 
(76) fo(t) = — Po log t — qq log (t — 1) — ry log (1 — 22), 


f,() = — p, log t — q, log (¢ — 1) —r, log (1 — 22). 
Fiir die Logarithmen sind auf dem von t = 0 ausgehenden und den Punkt 
t = 1 umkreisenden Integrationswege die Hauptwerte zu nehmen. 

Wir haben nun nach § 5 die Flache § und ihre Sattelpunkte zu bestimmen. 
% wird erhalten, wenn man iiber der komplexen t-Ebene die Strecke |e!“ | 
abtragt. Die Sattelpunkte von % sind die Wurzeln der Gleichung 

fo(t) =0 
oder 
fe re % J, aout. a © 


t—i 1—zt 





Ihre Wurzeln sind 
t+2V 4 YVi—a (1—224 


(+ 


% hat also im allgemeinen zwei verschiedene Sattelpunkte, die nur dann 








zusammenfallen, wenn z = a = z* ist. Fiir z = z* ergibt sich ein ,,Dop- 
pelsattel an der Stelle 

1 
(77) = ed R 
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Liegt z zwischen 0 und z*, so gibt es zwei Sattelpunkte auf der reellen t- 
Achse, namlich 


t+2V 4 VY 4—z) (1—2%+ 











i= ’ 

(78) (t+ VS O<2< 2"). 
; 12 xt! — —Y (ta) (1— 284 
ass z(i+2/ st 


In diesen Formeln sind die positiven Werte der Quadratwurzeln gemeint. 
Liegt dagegen z zwischen z* und 1, so sind die Sattelpunkte konjugiert kom- 
plex. Wir bezeichnen sie dann mit ¢, und ¢,, wobei t, unterhalb der reellen 
t-Achse liegen mige. 

Wir ermitteln nun das ungefaihre Héhenlinienbild der Flache §. Wegen 
Po> 9, 9 <9, rg>0 hat 


| emf) | — | t?-(t —1)%(1— xt)" | 


bei t = 0 und t = + Nullstellen, bei = 1 eine Unendlichkeitsstelle. Geht t 


in irgendeiner Richtung nach 00, so wird auch |e~*| wegen py + gy + ry >0 
unendlich groB. Bezeichnet H eine positive Zahl, so besteht demnach das 
Gebiet 


| e7 fet) | < H 


fiir kleine Werte von H aus zwei Teilen, die die Punkte 0 und * enthalten, 


wihrend man fiir hinreichend groBe Werte von H ein den Punkt 1 massiheslion 


ringférmiges Gebiet erhalt. Zur weiteren Diskussion von % unterscheiden wir 
die Falle 


zs x*. 


Zunichst sei s = z*. Der Doppelsattel ist dann derjenige Punkt, in dem die 
beiden getrennten Gebiete der Fig. 5a zu dem ringférmigen Gebiete der Fig. 5d 
verschmelzen. Man denke an einen steigenden Wasserspiegel, der immer die 
schraffierten Teile der Figur bedeckt. Fig. 5c zeigt den Augenblick des Zu 
sammenflieBens der beiden Teile, wahrend 5b und 5d den Zustand kurz vor- 
her bzw. nachher darstellen. Der Fall 2 < x* bzw. x > z* wird durch die Bild- 
reine 6 bzw. 7 veranschaulicht. 


2. Wir behandeln nun zunachst den Fall z< 2* nach der Sattelpunkt- 
methode. Als Integrationsweg W benutzen wir die iiber den Sattelpunkt ¢, 
fiihrende Fallinie (in der Fig.6b gestrichelt). Abge.chen von dem belanglosen 
Uncerschiede, daB wir in § 5 den Sattelpunkt in den Nullpunkt der t-Ebene 

Mathematische Annalen 120. 7 
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Fig, 6a, © 





Fig. 6b, 






































Fig, 6c, 








Fig. 6d. 
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verlegt hatten, besitzt W die in § 5 genannten vier Eigenschaften mit Aus- 
nahme der letzten: Die Endpunkte von W, die in den Punkt t = 0 zusammen- 
fallen, gehéren nicht mehr dem Regularitatsgebiet @ an, denn ¢ = 0 ist fiir 
den Integranden ein singulérer Punkt. Nun ist aber der Integrand in einer 
gewissen Umgebung von t = 0 (fiir geniigend groBe n) seinem Betrage nach 
monoton wachsend, wenn man von ¢t = 0 aus auf dem Integrationswege fort- 
schreitet. Das Integral des absoluten Betrages des Integranden von (73), er- 
streckt iiber ein von t = 0 ausgehendes hinreichend kleines Stiick w, von W, 
wird also vergréBert, wenn man w, auf W geniigend wenig und ohne seine 
Lange zu andern verschiebt. Ist w das verschobene Wegstiick, so ist also 


fier Ft ¢—4)F-* 42) “1 F dtl < 


a+ >. > 


< [\e 2 1) F(t 2) “Fat |. 


Das letzte Integral ist aber, da w weder t = 0 noch den Sattelpunkt ¢ = ¢, 
enthalt, von einer GréBenordnung, die wir nicht mehr beriicksichtigen (vgl. 
die Abschatzung von J,, auf S. 95). 

Es ist somit die Formel (72) auf das Integral (73) anwendbar: 


(79) fe P41 F 4 — an Fae 


— p-Mfelts)=fr (ty). yas — ito (=)). 
fo (ts) 


Das Vorzeichen der Wurzel )/ j, (t,) ist so zu bestimmen, daB e** y/ 7, (4,) > 0 

wird, wo 6, den Arcus der positiven Tangente an W im Punkte t, bezeichnet. 

Da in unserem Falle 6, = + ist, so muB // j, (t,) negativ imagindr werden. 
Somit ergibt sich fiir Y,,(z) nach (33) 








’ _ + P (—Z)P1+a) i 7 _ 
Y(z)= 12°. _ 2) fg Mholts) vans — —(1+0(7)) 


Qni - (+4) : na V je (th) 


Wertet man noch den [’-Faktor mit der Stintincschen Formel aus, so findet 
man (vgl. Anhang) 
lr (p,-.)P (1+) = 
r| fi 3) = WV 2en- AB" (1 +0 (=) 
r (e.+ 3) 


mit 


| 
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fate 
2 
B= -————" 


un (etsyrer 


(80) 





wobei zur Abkiirzung c = y = gesetzt ist. 
Somit wird schlieBlich 


n 
(81) Y, (z) = AB" x? Cte BO- WO), Te +0 (= )). 
Vi (4) 
Dabei ist zu beachten, daB t, die durch die erste Gleichung (78) gegebene 
Funktion von z ist. Wir vergleichen (81) mit dem in § 4 erhaltenen Ergebnis 


(45) Y,, (2) = h(z) e297 (1 +0 (2)). 
Durch Bildung des Quotienten aus (81) und (45) ergibt sich 


_ Ae 1 (t) ro (z) , n (log B+ 4 log x-f,(t,)-9 (x)) wt 
n-o # V fo (ty) (t,) 


woraus folgt 


Ae hth) 
(82) h(x) = ‘Vie » g(z) = 4 log r+ log B— fy (t,). 


Wir werden diese Formeln bei der asymptotischen Derstellung von Y_, 
benutzen haben. Natiirlich miiBte es méglich sein, (82) durch direktes Aus- 
rechnen abzuleiten, indem man auf die Definitionen der cme auftretenden 
GréBen zuriickgeht. 


3. Die asymptotische Darstellung von Y,, im Uberschallintervall 2* <x < 1 
haben wir in § 4 aus derjenigen im Unterscha!lintervall auf Grund eines allge- 
meinen Satzes abgeleitet. Die Sattelpunktmethede liefert jetzt einen neuen 
Beweis fiir die Formel (56). 

Ausgangspunkt ist wieder die Integraldarstellung (33), in der wir v durch die 
positive Zahl n ersetzen 


»P(p,——)P(14+2) 
(33) Y, (2) = ge; 2? (> ure 


~z 
TL 
(1+) 


—. yt “a—a2t) * dt. 


~ 





x 





Der Integrationsweg ist die in Fig. 7b gestrichelte Fallinie. Er fiihrt iiber die 
Sattelpunkte t, und t,. Durch die reelle t-Achse wird der Weg in zwei Teile zer- 
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schnitteny die wir durch die Kreisbogenpfeile _! bzw. (— bezeichnen. Es ist 


also : 
ay) 
: J : pa 











Fig. 7a. 
] 
Wir bezeichnen ferner mit Y,(z) bzw. Y,, (x) diejenigen Funktionen, die aus 
























































Fig. 7b. 
a+) 


(33) entstehen, wenn man { durch f bzw. f ersetzt. Da der Integrand in spiegel- 
7 t —_— 


— 4 
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bildlich zur reellen Achse liegenden Punkten (fir x zwischen 0 und 1) konju- 
giert komplexe Werte annimmt, so ist 


(83) ¥a(2) = Yn(z). 
— re 


Es geniigt also, etwa Y,, asymptotisch zu berechnen. Da das zu behandelnde 


Integral dasselbe ist wie in 2, kénnen wir das Ergebnis sofort hinschreiben: 
Wir haben in (81) nur ¢, durch ¢, zu ersetzen. 


(84) ¥y (2) = AB at ermhtto-nto, 1 (44.0 (4)) 
tV fo (ts) ( (=)) 

Die Wurzel |/ jolts) ist so zu bestimmen, daB 

(85) &* V7, (t,) > 


ausfallt, wenn 6, den Arcus der positiven Tangente an den Integrationsweg 
im Punkte t, bezeichnet. Wahrend aber 6, den von z unabhangigen Wert x/2 
hatte, haingt jetzt 6, noch von z ab. Leicht angebbar ist indessen der Grenz- 
wert, dem 6, zustrebt, wenn x von rechts nach z* konvergiert. Wie man aus 
der Fig. 7b sieht, ist 

(86) Jim, 6; = ==. 

Statt den Wert der Quadratwurzel Vio (ts) durch die Bedingung (85) fest- 
zulegen, kann man, auch die folgende gleichwertige Charakterisierung benutzen : 

V folt (t,), als Funktion von z betrachtet (2* << 2< 1), ist die analytische Fort- 
setzung der im Unterschallintervall 0 < x <-x* definierten Funktion Vic (t,)» 
sofern man x.aus dem Unterschallintervall in das Uberschallintervall durch div 
untere x-Halbebene iibergehen lapt. 

Beweis. t, (x) ist die durch die erste Gleichung (78) gegebene analytische 
Funktion von z. Wir hatten t, (x) zunachst nur fiir 0< z< 2* betrachtet; 
doch steht nichts im Wege, die Funktion analytisch durch die untere x-Halb- 
ebene in das Intervall z* << z< 1 fortzusetzen. Da 1, (x) fiir x = 2* einen 
zweifachen Verzweigungspunkt hat, liegt ¢, (x) fir z*< r< li in der unteren 
t-Halbebene, ist also nichts anderes als t, (z). D. h. die im Uberschallintervall 
z*,< 2< 1 definierte Funktion ¢, (z) ist die analytische Fortsetzung der im 
Unterschallintervall 0 < z< z* definierten Funktion ¢, (x), falls man die 
beiden Intervalle durch die untere z-Halbebene miteinander verbindet. Daraus 
folgt, da8 bei der genannten analytischen Fortsetzung die Funktion Yj, (t,) 
in eine der beiden’ Funktionen » Yj, (1,) (q = + 1) tibergeht. — Es bleibt 
noch zu zeigen, daB y = + 1 ist. Nun ist nach (82) 
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V fo(ts) =—iA enh tt) re (zx) 
also nach (42) 


V io (t,) =—iA en fitty) V 22 (1 —z) =D Va@ 


Diese analytische Beziehung, die zundchst fiir 0 < x<< r* besteht, bleibt 


richtig bei analytischer Fortsetzung durch die untere z-Haibebene nach dem 
Uberschallintervall: Sie lautet dann 


; ~ —— ee 
AV fats) =—t Ach YV2z(1i—z)2@-) Vg(z) (2*< <1). 
4 * 
Wegen q (x) < 0 ist are Va = + Multipliziert man noch mit e‘**, so ergibt sich 
wegen (85) und wegen A f 22 (1 — z)8@-D > 0 


arc y= —<= + 6, + arc e~h@) 


Macht man den Grenziibergang z — x*, so geht ¢, nach dem reellen Werte 7 
also are e~*“) nach 0. Zusammen mit (86) folgt nun are y = 0, d. h. y = + i, 
w. z. b. w. 


Wir haben damit gezeigt, daB der auf der rechten Seite von (84) stehende 
Ausdruck 


n 
AB x? eMheltsd-flt) — A 
iV fo (ta) 
aus 


A B® x? e-Mlelt-hh) _1_ 
iV fo(t) 
oder, was nach (82) dasselbe ist, aus h(z)e"? durch analytische Fortsetzung 
iiber die untere z-Halbebene hervorgeht. Definieren wir — ebenso wie in § 4 — 
die Funktionen g(z), h(z) im Uberschallintervall mit Hilfe der genannten 
analytischen Fortsetzung, so kénnen wir fiir (84) schreiben 


¥,(2)=h(zye™™ (140 (=), 
t 


oder wegen der ersten Gleichung (57) 


¥q(2) = h(2) en# + ero (Z). 
— 


Nun ist wegen (83) 


Y, (z) = Yq (2) + Yn (z) = Y,(2) + Yn (2), 
—J . —J —_ 
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also 
(2) = h(z) e**™ + h(zjeno@ + eno (=). 


Das ist aber gerade die Gleichung (56), die damit von neuem bewiesen ist. 


§ 7. Anwendung der Sattelpunktmethode 
auf die hypergeometrische Funktion Y__,, (z). 


1. Um die asymptotischen Darstellungen fiir Y_,,(z) zu finden, ware es nahe- 
liegend, wieder von der Integraldarstellung (33) auszugehen, in der man v 
durch —n zu ersetzen hatte. Dieser Vorzeichenwechsel bewirkt aber eine 
wesentliche Verinderung des Integranden derart, da die zu dem neuen Inte- 
granden gehdrige Flache % von der bisher betrachteten wesentlich verschieden 
ist. Jedenfalls wiirde man nicht ohne miihsame Rechnung auf die Funktionen 
g(z) und h(x) kommen, die in den asymptotischen Ausdriicken fiir Y, (z) 
auftraten. Eine groBe Vereinfachung ergibt sich aber, wenn man von der Inte- 
graldarstellung (36) ausgeht, in der v durch — n zu ersetzen ist: 


(36) Y_,(2) = rm ° = (: “eT 5) TI (i—n) 





7 x 
2 
id r (1—2,-F 
(04) q-e-1 ~ Te ee | 
x [ (-9 (i—et) ? ‘(4—aet) 2 at. 


Die zu diesem Integranden gehdrige Flache % hangt, wie wir sogleich sehen 

werden, in einfachster Weise mit der bisher betrachteten zusammen. Wir haben 

zundchst, wie im vorigen Paragraphen, die unter dem Integral stehenden 

Exponenten nach fallenden Potenzen von n zu entwickeln. Es ist nach (27) 
a~a=% Pa ee 

(—) * (1—s * ° (t1—zt) 

x (1—t)y @ertart-- (4—at)-"" thi teee 


n 
“OTE (py ent at- x 


worin p;, q;, 7; die in (75) angegebene Bedeutung haben. Die zugehdrige Flache 
% wird erhalten, wenn man senkrecht auf der t-Ebene die Strecke 


| (2° (14—t)-@ (4 — ty | = | t- (¢— 1) @ (1 — ty | = |e | 
abtragt. Die Ordinaten von § sind also jetzt gerade reziprok zu den Ordinaten 
der in § 6 betrachteten Flache %. Die Héhenlinien und Sattelpunkte beider 


Flachen stimmen also iiberein. Nur hat man die Fig. 5, 6, 7 umgekehrt zu 
sohraffieren. 


2. Wir ermitteln zunachst die asymptotische Darstellung von Y_,(z) im 


~ Unterschallintervall 0< z< z*. Dann besitzt $ die beiden Sattelpunkte t, 
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und ¢, auf der reellen t-Achse. (Vgl. Fig. 8, die sich von Fig. 6b nur durch die 
umgekehrte Schraffierung unterscheidet.) Der Integrationsweg hat in t = 1 
zu beginnen und den Punkt ¢ = 0 im positiven Sinne zu umkreisen. Wir fiihren 
ihn in 1 beginnend zunachst auf der reellen t-Achse iiber den Sattel ¢, bis zum 
Sattel t,. Von t, gehen wir auf einem beliebigen (im schraffierten Gebiete der 
Figur verlaufenden und zur reellen t-Achse symmetrischen) Wege um t = 0 


























herum nach ¢, zuriick und schlieBlich wieder iiber den Sattel t, nach 1. Es wird 
also die Strecke von 1 nach t, im ganzen zweimal (in entgegengesetzten Rich- 
tungen) durchlaufen. Doch erfolgt die Durchlaufung in verschiedenen Blattern 
des Integranden. Man denke sich die Ebene vom Punkte t = 1 nach rechts 
aufgeschnitten. Die Strecke von 1 nach ¢, gehdrt das eine Mal zur oberen, das 
andere Mal zur unteren Halbebene. Wir erinnern daran, da8 langs des ganzen - 
Integrationsweges der Hauptwert des Integranden zu nehmen ist. 

Der Integrationsweg zerfallt durch die reelle t-Achse in zwei Teile. Ent- 
sprechend ist Y_, gemaB (36) die Summe zweier konjugiert komplexer Funk- 
tionen 

Y_,(z) und Y_, (2). 
— a 
Y_,,(z) ist diejenige Funktion, die man erhalt, wenn man auf der rechten 

—J 

Seite von (36) nur iiber den in der unteren t-Halbebene liegenden Teil des Inte- 


grationsweges integriert. Fiir die Anwendung der Sattelpunktmethode auf Y_,, 
; t 


geniigt es iibrigens, ein beliebig kleines, den Sattelpunkt ¢, enthaltendes Stick 
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W, des unteren Integrationsweges zu betrachten, da das Integral iiber den 
Restweg zu vernachlassigen ist. Auf W,, worunter wir etwa die von ¢, nach 4 
fiihrende Strecke der reellen Achse verstehen kénnen, gilt 


are log (— t) = x, 
also 


log (—t) = logt + ix 
und ebenso 


log (4 — t) = log (t — 1) + ix, 
wobei auf der rechten Seite die positiven Werte der Logarithmen zu nehmen 
sind. Daher wird wegen py + gy = 1, Pp» +% =—1 


re ae 
I 
mn OND SPORE EMA ee TNT OS me 
I ' 


on ie nica 
I 


wo f, und f, die Bedeutung (76) haben. Anwendung der Formel (72) ergibt nun‘) 


Y_,,(#) = — 


. n 
= (: 7" 3) elles _ Tim t D pn heltd-filty 





T (1 —G, — + 
“yf/2n 1 4 
-Y —-.———-— - [1+ 0/(—}}. 
V3 Tay (t+ Ola) | 
Der Winkel 6,, den die Tangente an den Integrationsweg im Punkte t, mit 
der positiven t-Achse einschlieBt, ist jetzt x, so da8 man wegen e‘ “VY —fy (ty) >0 


unter V -Fo (t,) den negativen Wert zu verstehen hat. Um auf die ['-Faktoren 
die Stirtincsche Formel anwenden zu kénnen, ersetzen wir I'(1 — n) durch 


rT . 
Tin)sinnx und finden dann 


r (1—<, + +) 


y (:—«,—}) I (n) = Ve 45" (1 + o(>)) 


mit den durch (80) gegebenen Bezeichnungen. Somit wird 





inn 


=e ~N oNfehim— ih 1 1 
0 ee We = (1+0(5)) 


- 5) Es ist zu beachten, daB die in (72) auftretende Funktion f(z) hier mit — f(z) 
bezeichnet ist. 
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oder, wenn wir wieder die Funktionen h(x), g(z) einfiihren, nach (82) 


-ian 
—e 








(88) Y_, (2) = 2isinnax - aw ro +0 ()) 5 
t 
Addiert man hierzu Y_,, das konjugiert zu Y_,, ist, so erhalt man 
a = 
- 1 1 
(89) Y_,, (z) = h(2) e~" 0 (1 +<+.0 (=). 


Wir fassen zusammen: 

Satz 3. Die durch (29_) gegebene Lésung Y_,,(x) der Differentialgleichung (26) 
besitzt im Unterschallintervall 0 < x< x* die asymptotische Darstellung (89). 
Die Funktionen h(z), g(x) haben die Bedeutung (42), (43). 

3. Es fehlt uns noch die asymptotische Darstellung von Y__,(z) fir 2*< 2 
<1. Die Flache % hat jetzt zwei konjugiert komplexe Sattel bei t, und t,, wie 
in Fig. 7b, nur mit umgekehrter Schraffierung (Fig. 9). Der Integrationsweg 
































fhrt von 4 iiber ¢, um den Punkt 0 herum ier ¢, und zuriick nach 1. In der 
Umgebung von ¢, und ¢, verlauft der Weg lings der Fallinie. Wenn man in (36) 
den Integrationsweg in die in der oberen bzw. unteren Halbebene liegenden 
Teilet~ bzw. zerlegt, so erscheint Y_,,(x) als Summe der beiden konjugiert 
komplexen Funktionen Y_, (x) und Y_n(2)- Da jetzt z> z* ist, ist eine Ver- 


. 


i — 
wechslung mit den ebenso bezeichneten Funktionen von 2 nicht zu befiirchten. 
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Wie in 2 findet man nun die (87) genau entsprechende Formel 
(90) Y_,(z)= ot, _ 6  ap-menstto-nid, 4 (1+ o(=)) 
a 2isinnn V—hin) nl)" 
Das Vorzeichen der Wurzel V -he (ts) ist so zu bestimmen, daB ei% V-te (t,)>0 
ausfallt, wenn 6, der Arcus der Tangepte an den Integrationsweg im Punkte 
t, ist. Durch dieselbe Betrachtung wie in § 6, 3 erkennt man, da8 der auf 


der rechten Seite von (90) steheride Ausdruck (ohne den Faktor 1 + o(+)) 


als Funktion von x gerade die analytische Fortsetzung des entsprechenden 
Ausdrucks von (87) ist, und zwar hat man von 0< 2< z* durch die untere 
z-Halbebene nach z* < 2< 1 fortzusetzen. Fiihren wir die Funktionen h(z), 
g(x) [Formel (42) und (43)] ein, die wir im Uberschallintervall, wie bisher, 
durch die genannte analytische Fortsetzung definieren, so ergibt sich analog 
zu (88) 





Y_,(2) =— <2. (aye (1 +0 (=) 
eet ~~ Qisinn®’ n 
oder, wenn wir ausfiihrlicher die Ausdriicke (57) benutzen, 
| —nif V-abee 
- ,~ng(x*), = 
ee a 
al 


a 2(«-1) 
V -q(z) V 22(1-2) 
Hieraus gewinnt man wegen 








Y_, (2) = VY. (z) + Y_, (2) 
ean t 


— 


das gewiinschte Ergebnis: 
Satz 4. Die Lésung Y_,,(x) der Differentialgleichung (26) besitzt im Uberschall- 
intervall x* << x< 1 die asymptotische Darstellung 


—ng (x*) 


(91) ¥_,(2)= : : [sin (n f V—qiede+ 
V rete) V 22 (1-2) — sinnn ll 





+nn+2) +0(4)] 


§ 8. Asymptotische Darstellungen von Y , ,, (2) an der Stelle z=z*. 


Wir haben bisher asymptotische Formeln fiir Y, ,(z) in den beiden Inter- 
vallen 0< r< x* und z*< x<1 gewonnen. Die Formeln versagen im 
Punkte z = z*, weil die Funktionen g(z) und h(z) singular werden. Nun hat 
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R. E. Lancer Differentialgleichungen der Form (37), in denen q(z) eine iso- 
lierte Nullstelle hat, in der Umgebung dieser Nullstelle asymptotisch mit 
Hilfe von Besse.-Funktionen integriert. Es bleibt nur die Frage zu beant- 
worten, welche Linearkombination der Lancerschen asymptotischen Lésun- 
gen man den vorgegebenen Lésungen Y , ,,(x) der Differentialgleichung zuzuord- 
nen hat. Da wir aber die asymptotischen Darstellungen von Y , ,,(z) in der Um- 
gebung von x = x* (nur nicht im Punkte z = <z* selbst) bereits kennen, wird 
sich daraus die richtige Zuordnung ergeben. 

Wir berichten zunachst iiber die Lancerschen Ergebnisse, soweit wir sie 
im folgenden brauchen. Vorgelegt sei die Differentialgleichung 


(92) 2’ + (n®u?(z) — y(z))z = 0. 
u*(x) und 7(x) mégen in einem I[ntervalle 
zw*orsy, 


reellwertige analytische Funktionen sein. u*(z) sei fir 2*< x <a, iiberdies 
positiv und habe bei x* eine einfache Nullstelle: 
u®(z) = a(x — z*) + a,(x— 2*)*? +°-> (% > 0). 


(2x) sei die positive Wurzel aus u?(z). Ferner setzen wir zur Abkiirzung 


x 3 
U (x) = f u(t) dt = (x— x*) * {By + 8B, (z—2*) +---} (Bo >9), 
(93) , 


V (2) =27 = §, + 3, (z—2*)+--- (39>), 


u 


X(z,n) =nU(z). 


ql) (2) 
Hi (xz) und H1 (2) seien die Hanxerschen Funktionen erster und zweiter 
3 3 


Art der Ordnung }. 


Nach Lancer la4Bt sich (92) asymptotisch integsieren durch die beiden 
Funktionen 


1 . 
(94) i (2) = V (2) X® HA (X) (j = 1,2) 


in dem folgenden Sinne: Ist 2) (2) diejenige Liésung von (92), die im Punkte 7* 
dlieselben Anfangswerte®) hat wie 3(z) 


- ; d «G @ a 
(95) sp) (z*) = a (z*), az2n (2*) = Jo an (x*), 


so gilt im abgeschlossenen Intervall z* < x < 2, 


9 a (.r) ist fiir + = 2* regular analytisch! 
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: 1 
(96) 29) (2) = §P(z) (1 +0 (4). 
Um dieses Ergebnis auf unsere hypergeometrische Differentialgleichung 
(37) y" + p(z)y'—n*q(z)y=0 


anwenden zu kénnen, miissen wir sie zundachst auf die Form (92) bringen. Das 
geschieht durch die Transformation 


y= ze7 nS pax 
oder nach (41) 
(97) y (2) = ——*8)__. 
V 22 (i—z) 2-1) 
z(z) geniigt dann der Differentialgleichung 
(98) 2’ + {[n®(— ¢(z)) — x(z)}z=0 


wobei (2) fiir 0<( < 1 regular ist und nicht naher angegeben zu werden 
braucht. — g(x) ist im Intervall z*< z< 1 positiv und besitzt bei z* eine 
einfache Nullstelle. (98) stimmt also mit (92) iiberein, wenn man 





u®(z) = — q(z) 


setzt. Fiir die obere Intervallgrenze z, kann man eine beliebige Zahl' zwischen 
z* und 1 nehmen. 


Wir betrachten die in (29) eingefiihrten Lésungen Y , ,, (x) der Differential- 
gleichung (37) und die zugehérigen Losungen Z, ,(z) von (98) 
(99) Zan (2) = Yan (2) 22 (1—2) 26-0. 
Z,,(z) 1aBt sich linear kombinieren aus den beiden durch die Anfangswerte (95) 
festgelegten linear unabhangigen Lésungen 2)(x) und 2?(z): 
(100) Z,, (x) =r, (m) 2) (x) + re (n) 2? (2). 


Wir wollen r, und r, asymptotisch bestimmen. Das gelingt durch Vergleich 
der asymptotischen Darstellung (58) von Y,(z) mit den asymptotischen Dar- 
stellungen (96) von 2” und 2. Es ist nach (58) und (99) 


Zero) . T 1\ 
(101) 2, (2) = =——= [sin (x +)+0(2)| (z*#< r< 1), 
andererseits nach (96) und (94) 
(102) 2) (x) = V(x) X3 Ay  (X) (1 +0(~ +)) (2* 2S x). 


LaBt man in (102) bei festem xz (z* << x S 2) n nachoo gehen, so geht xX 
gemaB der dritten Gleichung (93) ebenfalls nach oo, und man kann auf Hy /(X) 
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die bekannte asymptotische Darstellung der Hanxetschen Funktionen an- 
wenden : 
G) — A X7t-+ix 41 
a Hy (X) =4,X “ (1+0(>)), 
A, = z iy era. 


Das obere Vorzeichen gehért zu j = 1, das untere zu j = 2. Dies in (102) 
eingesetzi gibt unter Beriicksichtigung von (93) 


-} 
: n +ix 1 

(104) A) (2) = Aj. Fase (1+0(2)). 
(104) und (101) setzen wir in (100) ein: 

. . rT 1 
(105) 2 nb ero [sin (x +4) +0(+)| 

- rAye'* (1 + o(=)) + reAge**( + o(=)). 
Durch die naheliegende Einfiihrung neuer Koeffizienten ri (n) an Stelle von r;(n) 
-1 _2 ’ 

(106) = Ant enon esti (t+ 4) 


i n 
vereinfacht sich (105) zu 


qo SoA (4 0h) — Se (14 0(4)) = 0 (4). 


Hieraus folgt, daB fF, und rj fiir n >0o beschrankt bleiben miissen. 

Der Beweis ergibt sich indirekt. Ware die Behauptung falsch, so gabe es 
eine nach oo strebende Folge n,, ng, .. ., 30 daB etwa lim |r,(n,)| =0o ware. 
Wir kénnen dann die fiir n = n, gebildete Gleichung (107) durch das zweite 
Glied der linken Seite dividieren und erhalten 


a. 1 (n,) pti(rave+ +) = 
ie pe (n,) 


Das gilt fiir jeden~Wert von z zwischen z* und 1. Bilden wir die letzte Glei- 
chung fiir z = z,, so folgt durch Division 


(108) Jim e2ing (U(@)- UG) = 4. 


Diese Gleichung kann aber unméglich fiir alle Zahlen U(x) — U(z,) bestehen 
(vgl. Anhang). Aus diesem Widerspruch folgt 


r; =O(1). 
Die so gewonnenen asymptotischen Werte von r; ebenso wie die Werte (102) 
von 2%) setzen wir in (100) ein; zusammen mit (99) ergibt das 
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(i09) ¥,.(z) = Vine™") . nt (2) xi {es > Hy ” (xX) (1+0(4 )) + 
2V2(i— ate-1 
Pe. HY (X) (1+0(4))| @sz<a). 


Um Y,,(z) an der Stelle z = z* asymptotisch zu berechnen, benutzen wir 
die . folgenden Formeln fiir die Hanxerschen Funktionen (vg!. JaHNnKE- 
Empe [8)) 


@ ai; xix . . 
Hy (Y= tle ty (X)—J_,(X)]. 
Fir z— z*,d.h. X— 0 ist Jy (X)— 0, so daB 


: + G) lt 4 4 ie 23 j 
him, X* Hy (X) = 7 lim X 1-4 (=F EG " 
‘Ferner ist V(z*) = (2)t xt (i— z*)t, 


Dies in (109) eingesetzt gibt die gewiinschte Formel 


(440) ¥,(2*) = 





=(8)t 9! 
Vx (3) 2° a _ enol") nh (1+0(— )). 
V3 r(z )a— ze) 2-1) | ; 


Wir wenden uns Y_,(z) zu. Es la8t sich Z_,, ebenso wie Z,, linear aus 2!) 
‘und z®) kombinieren: 


(111) Z_», (2) = 8; (n) 2 (x) + 82(n) 2? (2). 


Zur asymptotischen Bestimmung von s, und s, benutzen wir die asymptotische 
Darstellung (91) von Y_,, aus welcher folgt: 


a _s l 
a a ali =) +0(— )|. 


e 


Z_,(2)= 








Dies und (104) in (111) eingesetzt liefert 


n® en nate®) 


(412) —gawem sin (X +n 4 7) + (5)| 





=s,A,e'* (1+0 (=)) + s,A,e7'* (140 (-)). 


Mathematische Annalen. 120. 8 
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Wir setzen aus ZweckmAaBigkeitsgriinden 


id —ng(x*) +i( na-— 
(143) = Ayr <n @ i) (1 + 4) 


wodurch sich (112) vereinfacht zu 


o(4) = 4 gi (k+n=-4 Dior 4) 4H. gi (z+ne “(14.0 (4) 


Daraus folgt ebenso wie friiher die Beschranktheit von 5; (n). (102) und (413) 
in (111) eingesetzt liefert zusammen mit (99) 





(116) Ya) me Peek Via) ZF (ta fo 9) HY (x) (1+0(4)) + 
&V2z(i—z)2Dsinnx 


4 evin (n+) HY (X) (1 +0 (=))} (2* <2<2,). 
Insbesondere gilt fiir z = z* 
vx (3)* ot nom at 


er : : din nn |°O*(*—g) +? 
area [ooe(»—3}+0(;)} 





§ 9. Die Nulistellen von Y, ,, (x). 


Nach F. Kiet [6] hat eine Lésung der hypergeometrischen Differential- 
gleichung mit den singularen Stellen z, =co, z, = 0, z, = 1 und den reellen 
Exponenten p,, 61; Pg; Sg; Ps, 3 im Intervalle 0< 2< 1 


(116) E ($(1 +2: —%y—™y)] + 8 


Nullstellen. Dabei ist 
=\|e,—o,|, %&=0 oder 1 


und E(k) bei positivem k die gréBte ganze Zahl, die kleiner als k& ist, sonst = 0. 
Ob 3 = 0 oder 1 ist, hangt davon ab, welche der unendlich vielen Lésungen 
der Differentialgleichung man betrachtet. 


Die Formel (116) wird durch Betrachtung des Kreisbogendreiecks erhalten, 
auf das die obere z-Halbebene durch den Quotienten »(z) sweier Losungen 
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der Differentialgleichung abgebildet wird. Dieses Dreieck hat die Winkel A,7, 
Agt™, Ag und ist durch diese Winkel bis auf lineare Transformationen der 
n-Kugel vollkommen bestimmt. E[}(1 +A, —%,g—A,)] ist die Anzahl der 
Uberschlagungen der der Strecke 0 < x <1 entsprechenden Seite des Kreis- 
bogendreiecks (der einfachste Beweis fiir diese Tatsache findet sich bei Scuit- 
Linc [9] S. 208-213). 

E,, E,, E; seien die Ecken des Kreisbogendreiecks, und zwar die Bilder 
der Punkte z, bzw. z,, z;. Benutzen wir als Fundamentallésungen der Diffe- 


rentialgleichung unsere durch Formel (29) gegebenen Funktionen Y , ,,(z) und 
setzen wir 


i 


{= 


’ 
-n 


~< 


so ist nach van ViEck [10] die Anzahl der Nullstellen von Y,, (im Intervall 
0< x< 1) gegeben durch die Anzahl der Male, die die Seite E,£, iiber die 
Ecke E, hinweggeht, also gleich der Uberschlagungszahl der Seite E,Z,, wah- 
rend die Anzahl der Nullstellen von Y_,, gleich der Anzahl der Male ist, die die 
Seite EE, iiber die Gegenecke E; von E, lauft. Ey ist dabei als zweiter Schnitt- 
punkt der Seiten ZZ, und E,E, definiert. 

Somit ist bei Benutzung von Y,, in der Kiernschen Formel (116) 8 = 0 zu 
setzen, und Y,, hat im Intervall O0< x< 1 genau 


(117) B[ > (1+%4—A—2,)] 
a [+(1 + VIF —1 i —n— | i—s | )] Nullstellen. 


Bei der Betrachtung der Nullstellen von Y_, beschranken wir uns auf den 
Fall, daB A, Drs + Ag; ist, eine Ungleichung, die nach (27) fiir nicht zu kleine 
Werte von n erfiillt ist. Das Kreisbogendreieck kann danf. nach Schilling [9] 
folgendermaBen konstruiert werden. Man geht von einem Nullwinkeldreieck 
E, E,E} aus, dessen Ecke £, man in den Punkt co legen kann, da es auf eine 
lineare Transformation nicht ankommt. Die Dreiecksflache wird dann von 
einem Halbkreise und den beiden Tangenten in seinen Endpunkten begrenzt, 
sie ist in Fig. 10 schraffiert. Die Eckpunkte EZ, und E, sind schon in der end- 
giiltigen Lage. Der Eckpunkt £3 wird nun auf dem Kreise, dem die Seite 
E,E% angehort, nach auBen so lange bewegt, bis die Kreistangente in ihm mit 
der urspriinglichen Seite £2 EZ, den Winkel (A, —A, —Ag)x bildet. Dieser Win- 
kel ist > 0 nach Voraussetzung; er kann aber beliebig gro8 sein. Die von der 
-geradlinigen Seite E}E, bei der Bewegung iiberstrichene Flache wird zur ur- 

- spriinglichen schraffierten Dreiecksflache hinzugenommen. Am Ende der Be- 
8* 
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wegung ist E} in den endgiiltigen Eckpunkt E, ibergegangen. Der unendlich 
ferne Punkt E, ist dabei festgeblieben. Nunmehr wird die Seite Z,£Z, um den 
Punkt EZ, nach auBen durch den Winkel A,x gedreht; dadurch wachsen die 
Dreieckswinkel in den Ecken E, und E, um A,x. Danach wird die Seite E,E, 
nach auBen um den Winkel A,x gedreht; dadurch wachsen die Dreieckswinkel 
in den Ecken E, und E, um Agx. Es entsteht so ein Dreieck mit den gewiinsch- 
ten Winkeln A,7, Agr, Agr, das in der Fig. 10 stark ausgezogen ist. 
Aus der Fig. 10 entnimmt man, daB die Seite E,E, 


(118) EEF 9, + —29)]— ED] 
=E[5 (1+ Ay Vi+ ce — tet t n—|t- 5 |)|—2 


mal iiber den Punkt E, lauft. 


Unter unserer Annahme A, >A, +A, ist somit (118) die Anzahl der Null- 
stellen von Y_,, im Intervall 0< z< 1. 


Denkt man sich n monoton wachsend, so nimmt 














3 (1 ~ = v1 + ( 





3243 |)=mm™ 








monoton zu. Jedesmal, wenn m eine ganze Zahl iiberschreitet, wachst die An- 


zahl der Nullstellen von Y_, um 1, und zwar fallen fiir ganzzahliges m. 
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E, und E, zusammen, so daB die neue Nullstelle an der Stelle z = 1 entsteht. 
Uberschreitet dagegen n eine ganze Zahl, so nimmt die Anzahl der Nullstellen 
von Y_,, um 4 ab. Fiir ganzzahliges n fallt E,; mit Z, zusammen, so daB die 
Nullstellen von Y_,, gegen die von Y,, Aienwengienn und diese von rechts nach 
links tiberschreiten, sohald n wachsend eine ganze Zahl iiberschreitet. Die am 
weitesten links liegende Nullstelle von Y_, konvergiert nach z = 0 und geht 
verloren. 

Eine Lésung y(z) der Differentialgleichung (26) kann im Unterschallinter- 
vall kein positives Maximum haben. Die Annahme y>0, y’ = 0, y” <0 
fiihrt im Unterschallintervall zu einem Widerspruch, da in der Differential- 
gleichung (26) der Faktor von y im Unterschallintervall positiv ist (man vgl. 
Tscaapiicin [4]). Da Y,,(z) fir 2 = 0 verschwindet, kann somit keine Null- 
stelle von Y,, zwischen 0 und z* liegen. Dagegen hat Y_,,(z) unter Umstanden 
eine Nullstelle zwischen 0 und z*, denn, wie wir sahen, konvergiert eine Null- 
stelle von Y_,, von rechts nach z = 0, wenn n einen ganzzahligen Wert iiber- 
schreitet. 


$10. Der Giiltigkeitsbereich der asymptotischen Darstellungen. 


Wir haben in § 6 und 7 gesehen, da8 der analytische Ausdruck, der Y , ,, (2) 
asymptotisch darstellt, im Unterschallintervall ein anderer ist als im Uber- 
schallintervall. Man kann fragen, welches der Giiltigkeitsbereich einer solchen 
asymptotischen Darstellung wie z. B. (45) ist, wenn man fiir z auch komplexe 


*Werte zulaBt. Der Grund fiir das plitzliche Versagen einer asymptotischen Dar- 


stellung bei Uberschreiten gewisser Grenzlinien der z-Ebene wird klar, wenn 
man an die Ableitung der asymptotischen Formeln nach der Sattelpunkt- 
methode denkt. Zu jedem Werte z gehdrt eine bestimmte jiber der komplexen 
t-Ebene liegende Flache §, (in § 5 mit § bezeichnet), auf der wir den Integra- 
tionsweg, gezogen denken. Auf den asymptotischen Ausdruck ist nun immer 
nur die Umgebung des héchsten Sattelpunktes von EinfluB, iiber den der 
Integrationsweg geht. La8t man z in der komplexen z-Ebene laufen, so kann 
es eintreten, daB beim Uberschreiten einer gewissen ,,Grenzlinie der bisher 
héchste Sattelpunkt von %,, sagen wir t = ¢,, von einem anderen, etwa von f, 
iibertroffen wird. Nach Uberschreiten der Grenzlinie wird nur noch der Sattel- 
punkt ¢,, falls der Integrationsweg iiber ¢, fuhrt, fiir den asymptotischen Aus- 
druck wesentlich sein. Wir haben dann links und rechts der Grenzlinie ver- 
schiedene asymptotische Darstellungen fiir dieselbe analytische Funktion. Im 
Falle der Funktionen Y,, (z) und Y _n(2) ist das ganze Uberschallintervall eine 
solche Grenzlinie, weil fir jeden Punkt z dieses Intervalls zwei gleich hohe 
konjugiert komplexe Sattelpunkte vorhanden sind (Fig. 7b). 

Die Frage nach dem Giiltigkeitsbereiche einer asymptotischen Darstellung 
soll im folgenden fiir eine beliebige hypergeometrische Funktion F (a, 8, y, 2) 
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beantwortet werden. Wir nehmen an, da8 a, 8, y Funktionen eines nach co 
strebenden reellen Parameters sind, von der Form 


a=n(ay+ “+4 3+...), 
(119) p=n(a+%+%+...), 
y=" (r+2+%+-..). 


Die Entwicklungskoeffizienten «,, 6,, y, seien reell und a», Bo, yp, seien von- 
einander und von Null verschieden. Uberdies sei 


(120) Yo % + Bo- 


Formel (31) zeigt, da8 man zur Aufstellung der asymptotischen Darstellung 
von F(a, 8, y, z) das hypergeometrische Integral 


(424) [#7 4—nr-*- (1—tay -F dt 
' = femlsos snore shot] ay 
nach der Sattelpunktmethode zu behandeln hat. Dabei ist 
(122) holt) = — %& log t — (yp — a%) log (1 — t) + B, log (1 — z#). 
Die Flache %,, deren Sattelpunkte zu bestimmen sind, entsteht, wenn man 
ef) — | -% (1—t)™-% (1 — xt) | 


senkrecht iiber dem Punkte ¢ der t-Ebene abtragt. Die Sattelpunkte ¢, und ¢, 
sind die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


Yo— %o Box _ 
(123) jo (t) = —S* + ete Pe? 9 





es ist also 





_ — = (%9—Be) —Yo + V [= (ae — Bo) + Yol* + 4 2% (Bo—vo) 
(124) L.= - Ls: ot ci. o) 


-Der Radikand hat hierin die Form 


(9 — By)* (x — 27) (x — 2},), 
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wo z; und 2}, die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


(125) —-2**(aq — Bg)* + 22* [(49 — Bo) Yo + 2a(By — Yo)] + Yo = 0 
bezeichnen. Wir kénnen damit fiir (124) schreiben 


__ —2 (9 — By) — Yo + (a49— Bo) V (= — #4) (x — 27) 
(126) th o(z) = 2z (Be—vo) 


Die Diskriminante der Gleichung (125), die den Wert 





(127) 409 By (Yo — %) (Yo — Bo) 


hat, ist nach den gemachten Voraussetzungen von Null verschieden, so daB 
. stets 2? + zx}, ist. Uberdies ist 
128 Pé.@ ~-— ee > 6. 
(128) ad ad | als ee 
zy und 27, sind entweder konjugiert komplex oder beide reell. Im letzten Falle 
gibt es nur drei Méglichkeiten: z? und 27, sind entweder beide < 0 oder beide 
> 1 oder sie liegen beide zwischen 0 und 1. Das folgt sofort aus (128) und 
daraus, daB die linke Seite von (125) fir z* =0 und z* =1 positive Werte, 
namlich 2 und (y»g—%— B»)* annimmt. Das letzte Quadrat ist nach der 
Voraussetzung (120) von Nul! verschieden. 

Wir bestimmen nun die Grenzlinie in der z-Ebene, daB heiBt, den geome- 
trischen Ort derjenigen Punkte z, fiir die die beiden Sattelpunkte ¢, und ¢, 
gleiche Héhe haben. Setzen wir 


P, (x) = t(z) (1—t, (x))""* (1—-2t,(z))-* 
P, (x) = tH (2) (1—t,(z))*-™ (1 — zt, (z))-™, 


so lautet die Gleichung der Grenzlinie 


(429) 


(130) | P,(z)| = | P,(z)|. 


Um dieser Gleichung eine handliche Form zu geben, berechnen wir zunachst 
die logarithmische Ableitung von P,(z). Es ist 





Pi _. (% Yo % zBo ' Bot 
Bm VW i—t, + ia, a+ i—zt," 


Die Klammer der rechten Seite hat nach (123) den Wert Null, so da8 man 
erhalt 


Boti(x) 
P,(z) = Dye? *-*8@ (D, = const). 
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Darin ist noch die Integrationskonstante zu bestimmen. Als untere Integra- 
tionsgrenze kénnen wir z7 benutzen, da der Integrand fiir zs = z7 einen end- 
lichen Wert besitzt. Aus dem Verschwinden des Nenners 1 — zj t,(z7) wiirde 
namlich wegen (126) folgen 


ein Wert, der die Gleichung (125) nur erfiillt, wenn y) = %» + fy ist, was durch 
(120) ausgeschlossen wurde. Wir erhalten somit 


* Betsy (x) 
i-saty ¢* 
- * 
P,(z) = Dye! (D, = P, (z})). 
Ebenso wird 
x 
f _ Bats (x) _ 
* “T=xt(x) —xt,(x) 
P,(z) =D,e! (D, = P,(z7)). 


Da nun aber fiir 4, =t, z = zf ist, so ist P,(z7) = P,(z7), also Dy = Dy. 
Die Gleichung der Grenzlinie (130) wird daher 


x 
t, (z) - t (2) 
w fi (z) dz= ef tes dz. 
o 


— 
ad 7 


Bringt man alles auf eine Seite und bedenkt man, daB nach (126) bzw. (123) 


2= shaty V(e—2}) (22h), 


Z (a — Bo) —y, 
eT 
—% 
hfe = Fih— vel 


ist, so ergibt sich als endgiiltige Gleichung der Grenzlinie 


(131) f ¥(e—ae= (2— 2/7) dz=0. 
z(z—1) 





ad | 
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Wir setzen zur Abkiirzung 








som (a) - =e 


z(z—1) 


Um die Gestalt der Kurve (131) zu untersuchen, wollen wir die ganze Kurven- 
schar 


x 
(133) Rf i(z) dz = const 

*] 
betrachten. Die durch einen Punkt x der x-Ebene hindurchgehende Schar- 
kurve hat einen Tangentenvektor dz, dessen Arkus gegeben ist durch 


(134) are dz = arc j(z) +4 = are z + arc(x — 1) — } are (x — 23) — 
— } are (x — 27;) +>. 
Das hierdurch definierte Richtungsfeld hat 5 Singularitaten: z = 0, 1, 00, 
2}, Z7;- Z =0, 1,00 sind Wirbelpunkte, ndmlich logarithmische Singularitaten 
der Funktion f j(z)dz. = 2} und x = 2}, sind Knotenpunkte, von denen 
je drei Kurvendste ausgehen. Denn an der Stelle x = xz} hat f j(x)dz die 
Gestalt ; 
(z— z7)"/s B(x— 27), (B(0) + 0) 
entsprechend an der Stelle z = zy. 
Verfolgt man die von z7 ausgehenden Kurvenaste, so sind zwei Falle denkbar: 


Entweder sie miinden alle in 27, oder es miindet nur einer in z7,, wahrend 
der zweite und dritte Kurvenast sich zu einer einzigen geschlossenen Kurve 





Fig. 11. 


zusammenschlieBen. In jedem Falle wird die z-Zahlenkugel durch die von 27 
ausgehenden Kurven in drei Gebiete eingeteilt, in denen je nur einer der 
Wirbelpunkte 0, 1, co liegen mu8. Wir bezeichnen die Gebiete mit G,, G,, 
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G,,. Der erste der beiden méglichen Fille tritt ein, wenn z* und 27, konjugiert 
komplex sind (Fig. 11), der andere, wenn sie reell sind (Fig. 12, die fiir den 
Fall gezeichnet ist, daB 27 und zi zwischen 0 und 1 liegea). 





Fig. 12. 


Die so beschriebene Kurve ist nun gerade die gesuchte Grenzlinie (131). 
Denn zunachst handelt es sich um eine Kurve der Schar (133). Da sie aber 
den Punkt z7 enthalt, so hat die Konstante der rechten Seite von (133) den 
Wert Null. 


Behandelt man das hypergeometrische Integral (121) nach der Sattelpunkt- 
methode, so ergibt sich eine nach fallenden Potenzen von n fortschreitende 
asymptotische Reihe, deren Koeffizienten analytische Funktionen von z sind. 
Abgesehen von den Verzweigungspunkten 0, 1, 00, z7, z}, sind sie regular. 
Das hypergeometrische Integral wird durch die Reihe asymptotisch dar- 
gestellt, solange z nicht die Grenzlinie iiberschreitet. Geht x iiber die Grenz- 
linie hinweg, so kann in besonderen Fallen die asymptotische Darstellung 
trotzdem richtig bleiben, z. B. dann, wenn der Integrationsweg des hyper- 
geometrischen Integrals anfangs iiber den tieferen Sattelpunkt nicht hinaus- 
ragt (vgl. die folgenden Beispiele). 

Die in § 6 und 7 behandelte spezielle hypergeometrische Funktion ist ein 
Grenzfall des hier besprochenen allgemeinen Falles. Die Koeffizienten a, Bp, 
Yo haben namlich nach (73) die Werte 


wit). ECV. woe 


so daB die in (120) verbotene Relation a) + 8) = y, besteht, welche bewirkt, 
da8 der eine der beiden Punkte z7 und z}, mit z = 1 zusammenfallt. Der 
andere (in § 6 mit z* bezeichnet) trennt das Unterschall- vom Uberschall- 
intervall. Das Gebiet @, schrumpft auf den Punkt z = 1 zusammen. 


Fiir die Funktion Y,(z) gilt in G, die Darstellung (45). Sie bleibt aber auch 
noch in G,, giiltig. Denn der Integrationsweg fiihrt, solange z in G, liegt, nur 
iiber den tieferen Sattelpunkt ¢, (Fig. 6b). Uberschreitet also xz die Grenzlinie, 
so besagt das nur, daB der andere Sattelpunkt ¢, den Punkt ¢, untertrifft. Da 

. aber der Integrationsweg gar nicht iiber ¢, fiihrt, ist das fiir die asymptotische 








- 


| 
| 
] 
| 
| 
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Darstellung belanglos. Die Darstellung (45) gilt also auch in G,,, wahrend sie - 
auf der Grenzlinie von x* bis 1 durch die andere (58) zu ersetzen ist’). 

Anders ist es bei Y_,,(z). Solange z in @, liegt, gilt die asymptotische Dar- 
stellung (89). Der Integrationsweg ist in Fig. 8 gezeichnet. Er fiihrt iiber den 
hdher gelegenen Sattelpunkt t,. Uberschreitet x die Begrenzung von Gp, so 
steigt t, héher als ¢,, und die asymptotische Darstellung richtet sich nur noch 
nach dem iiber t, hinweglaufenden Stiick des Integrationsweges. Die asym- 
ptotische Darstellung (89) von Y_,(z) verliert daher ihre Giiltigkeit beim Aus- 
tritt aus Gp. 


Anhang. 
Zu S. 100. 


Die Stiriincsche Formel lautet 


T(s+1)=Vdnsste® (1 +0(+)). 


Ist nun 


s=nsy+s,+ = 4+ «e+, (8 >0), 


so hat man 
Vs=Vna(t+0 (4); 


1 
sia les sog (natant mt.) 
= é = é 


_ pt [ena + toe (1+ 58, +) 


+ [log ns, + 


=e 


xl (1 +0 (=) 
= etbennen (140 (4)) 


1 
NB, + 81+ — & 


2 { r 
= (nS) = e"(1+0(=)); 
8 — 9-N8& o- 1\\. 
e~5 = e~ *% ¢ "(1+0 (7) . 
o(7)=9 (7): 
8 n 
7) Man beachte, daB die Funktion Y, ebenso wie ihr asymptotischer Ausdruck 
h(x)e"9(*) mehrdeutige Funktionen von z sind. Zur Festlegung eines Zweiges ist die 
Angabe des Weges notwendig, lings dessen man die Funktionen von dem in G, 
liegenden Anfangspunkte aus analytisch fortsetzt. Kehrt man z. B. auf einem Wege, 
der den Punkt z = 1 umschlieBt, zum Anfangspunkte zuriick, so sind die analytisch 


fortgesetzten Funktionen nicht mehr asymptotisch gleich. Asymptotische Gleichheit 
gilt nur bis zum Wiedereintritt in Gp. 
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Setzt man diese Werte in die Stirntinosche Formel ein, so ergibt sich 


1 
Nie +s, + — & 


(*) LP (s+1)=YV Fans (ns) ce ema (t+0(2)). 


Im Beispiel des Textes ist 
P (+5) =P (an t+Z—1+1)=Pe+4) 
mit 


1 
S = NSq + 8, + = Sgt +>, 








1 
Sy = = (e+ 1), =p! 5s. = - 4 


c= ett 
x—1 





worm zur Abkiirzung 











gesetzt ist. 
Pa— =P a= F—t4 srw 
mit 
$= AH + Stra t.ns, 
’ 1 i € 1 
=F (c—1), Ie—1) —1i, = sVe—i (x—1) 
Daher wird mit Benutzung von Formel (*) 
e—1 zen 1) 
P (a 2)Pitte) yam (=a _(1+0(4)). 
r (a+. Cm c+1 e+ a 


Das ist die zu beweisende Formel des Textes. 


Zu S. 112. 
Durch passende Wahl von z und z, in Formel (108) kann man erreichen, da8 
* (U(x) — U(z,)] einen beliebigen Wert d innerhalb eines hinreic:.end kleinen. 


Setiseelte 0< d< 8 annimmt. Wir haben somit zu beweisen, daB die Glei- 
chung 


lim Pring on 4 
i-o@ 


fiir eine geeignete Zahl d dieses Intervalls nicht bestehen kann. 
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Es sei m,, mg, ... eine Teilfolge der divergenten Folge My, Mg, -.. mit den 
beiden Eigenschaften 


s 1 
(I) m>-Fz 
(II) m,>4m,_, (A = 2,3,...). 


Zu dieser Teilfolge konstruieren wir eine Zahlenfolge d,, d,,.... Es sei 


(III) m,d,=}4, 
(IV) m,d,=4 (mod 1), 
(V) m,4,_,Sm,d,< m,d,_, +1. 


Durch die Bedingungen (III) bis (V) sind die Zahlen d,, d,, ... offenbar 
eindeutig auf rekursive Weise bestimmt. Nach (V) ist 


(VI) d,>d,, 


und nach (V) und (II) 








i 4 1 
(VII) 4h << ae < Ee ~ 
Die Folge d,, dy, .. . ist daher beschrankt und hat einen Grenzwert d. Es 
ist wegen (III), (VII) und (I) 
F 


d =d, + (d,—d,) + (dg—d,) +...< 


1 1 1 1 5 5 
< tm + Tm + im + =m eS 6 F 


d liegt also sicher im Interval] 0< d< 8. 
Ferner hat man 


dm,—d,m, = m,{ (4,41 —4,) + (€y42—Gag i) + °° J < 


1 1 1 
<™lim, tom, t }=F 
Da nun m,d, nach (IV) eine halbganze Zahl ist, so weicht m,d um minde- 
stens } von der nachsten ganzen Zahi ab. Es kann daher e**'™44 fiir ) 00 
nicht nach 1 konvergieren. Ebensowenig kann das dann fiir die urspriingliche 
Folge e?*'"1¢ zutreffen. 
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Die Arithmetik der Pythagoreer. I. 


Von 
B. L. v.p. WaERDEN in Laren, N.-Holland. 


Constantin Carathéodory in Freundschaft und Verehrung 
zum 70. Geburtstag gewidmet. 


Die beliebtesten Quellen fiir die Arithmetik der Pythagoreer waren bisher 
die popularen Schriften des Nikomachos von Gerasa und des Theon von Smyrna. 
Gewi8 enthalten diese sehr viel Interessantes, und das meiste daran wird wohl 
auch auf die Pythagoreer zuriickgehen, aber der Gesamteindruck, den man 
aus diesen Werken erhalt, ist doch fiir einen Mathematiker nicht recht befrie- 
digend. Nikomachos und Theon sind ja auch keine Mathematiker und schrei- 
ben vor allem nicht fiir Mathematiker, sondern fiir Fhilosophen, die etwas 
iiber Zahlen zu erfahren wiinschen, teils um Platon besser zu verstehen, teils 
um daran neupythagoreische Spekulationen anzukniipfen, jedenfalls aber leicht 
faBlich und unterhaltend, um Gottes willen nicht: mit schwerfalligen Be- 
weisen versehen! So erzéhlt denn Nikomachos tiber Dreieckszahlen, Qua- 
dratzahlen, Polygonalzahlen, iiber Rechtecks- und Gnomonzahlen, iiber 
Kubikzahlen und Balkenzahlen, iiber Verhdltnisse und ihre Klassifikation, 
iiber Primzahlen, iiber geometrische Reihen, alles an tausend Beispielen er- 
lautert, aber immer ohne Beweise, sogar ohne eine Sasrnng der Gedanken- 
gange, die zu alledem fiihren. 

Aber die Pythagoreer verstanden unter nadhuxta ein geordnetes System von 
Satzen mit Beweisen'), und die gréBte und erste von diesen Wissenschaften 
war ihnen die Lehre von den Zahlen (Epinomis 990 C). Wie finden wir den Zu- 
gang zu dieser Wissenschaft ? 

Einen ersten Zugangsweg haben BecxeR*) und REmpEMEIsTER*) angegeben. 
Die Lehre vom Geraden und Ungeraden im 9. Buch der Elemente Euklids stellt 
sich als ein dltestes Stiick pythagoreischer Wissenschaft heraus, das sich aus 
dem Zusammenhang des 9. Buches leicht herauslésen l48t. Sie gipfelt in dem 
Satz iiber die vollkommenen Zahlen, und mit ihr hangt auch der Beweis der 
Irrationalitat der Quadratdiagonale zusammen, auf den Aristoteles mehrfach 
anspielt und der als Anhang zum 10. Buche Euklids angefiigt ist (X 114a). 


1) Rememeister, K.: Mathematik und Logik bei Plato. Leipzig 1943. 

*) Becxer, O.: Die Lehre vom Geraden und Ungeraden im Neunten Buch der 
Euklidischen Elemente. Quellen und Studien z. Gesch. d. Math. B 3, S. 533. 

%) Remwemetster, K.: Die Arithmetik der Griechen. Leipzig 1940, § 3. 
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Den zweiten Weg haben Tannery‘) und neuerdings wiederum REIDEMEISTER®) 
gezeigt: er fiihrt iiber die Musiklehre der Pythagoreer, die wir aus der Dar- 
stellung des Ptolemaios und aus der Sectio canonis des Euklid kennen. In die- 
ser Musiklehre werden namlich gewisse zahlentheoretische Satze benutzt, die 
wiederum andere Satze aus den zahlentheoretischen Biichern VII und VIII 
Euklids voraussetzen. Sehr zustatten kommt uns dabei, daB ein Beweis eines 
solchen Satzes von Archytas von Taras uns durch Boethius iiberliefert ist. 
Durch logische Analyse dieser Beweise kann man groBe Teile der genannten 
Biicher als pythagoreisch erkennen. Eine Timaiosstelle fiihrt zu weiteren Be- 
ziehungen. Wir werden nun auf diesem Wege noch weiter fortschreiten und 
durch Analyse der Biicher VII-IX tiefer in die Gedankengange der Pythago- 
reer einzudringen versuchen. Die Ergebnisse dieser Analyse sind folgende: 

Buch VII ist die Grundlage der pythagoreischen Arithmetik. Es bildet ein 
geschlossenes Ganzes von groBer Schénheit_und ist von Euklid ohne nennens- 
werte Anderung in die Elemente iibernommen. Nur die letzten drei Satze 
kénnten einen spdteren Zusatz darstellen. Es enthalt die Theorie der Zahlen- 
proportionen, die Lehre von der Teilbarkeit der ganzen Zahlen, vom gréBten 
gemeinsamen Teiler, vom kleinsten gemeinsamen Vielfachen und von den teiler- 
fremden Zahlen. Historisch ist das Buch aus der Bruchrechnung entstanden. 
Weil die Eins unteilbar ist, hat man die Briiche nicht anerkennen wollen und sie 
durch Zahlenverhaltnisse ersetzt; den gekiirzten Briichen entsprechen dabei 
teilerfremde Zahlenpaare, das Kiirzen selbst fiihrt auf den gréBten gemeinsamen 
Teiler, das Gleichnamigmachen auf das kleinste gemeinsame Vielfache, usw. 

Buch VIII ist spater als VII entstanden: es riihrt aller Wahrscheinlichkeit 
nach von Archytas her. Es ist durch viele Wiederholungen, durch langwierige 
Beweise und andere logische Unzulanglichkeiten gekennzeichnet. Es handelt 
von geometrischén Proportionen und geometrischen Mitteln, von Quadrat- 
und Kubikzahlen und von endlichen ebenen und kérperlichen Zahlen. Das 
Hauptproblem des Buches ist: unter welchen Bedingungen lassen sich zwischen 
zwei gegebenen Zahlen eine oder mehrere mittlere Proportionale einschalten ? 
Das Problem hangt mit der Frage nach der Teilung musikalischer Intervalle 
in gleiche Teilintervalle, aber auch mit der Wiirfelverdoppelung des Archytas 
zusammen. Alle diese Zusammenhdnge werden auch in der Epinomis hervor- 
gehoben, die iiberhaupt stark unter dem Eindrucke des mathematischen Wer- 
kes deg Archytas steht. 

Die erste Halfte des Buches IX beruht wiederum auf Buch VIII und ist 
spater entstanden, also nicht mehr pythagoreisch. Der letzte Teil, die Lehre 
von Geraden und Ungeraden, ist aber, wie schon bemerkt, altpythagoreisch. 


*) Tannery, P.; Un traité grec d’arithmétique antérieur 4 Euclide. Mémoires 
scientifiques 8, Nr. 83-(p. 244). 
‘) Rememeister, K.: Die Arithmetik der Griechen. Leipzig 1940, § 3. 
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. Dies ist in kurzen Worten der Inhalt des vorliegenden Teiles I. In einem 
anschlieBenden Teil II soll die Beziehung der pythagoreischen Zahlentheorie 
zu der Lehre vom Irrationalen untersucht werden. Die Hauptquellen dafir 
sind der Platonische Dialog Theaitetos, das X. Buch Euklids und einige Mit- 
teilungen aus dem Papposkommentar dazu. Es handelt sich vor allem um die 
Frage: Wie hat sich die im X. Buch dargestellte Lehre vom Irrationalen aus 
der pythagoreischen Arithmetik, Logistik und Geometrie heraus entwickelt, 
und welchen Anteil haben die Personen des Platonischen Dialoges, Theodoros 
und Theaitetos, an dieser Entwicklung ? 

ZEuTHEN hat die Ansicht vertreten, eine Hauptleistung des Theaitetos sei 
die exakte Begriindung der grundlegenden Satze iiber Teilbarkeit der ganzen 
Zahlen, die wir aus dem Buch VII kennen, und auf diese Leistung beziehe sich 
das Lob, das der Theodoros im Dialog dem jungen Theaitetos spendet. Nun 
haben wir aber gesehen, daB das ganze Buch VII pythagoreisch ist und zur 
Zeit des Theaitetos schon fertig vorlag. Die Leistung des Theaitetos muB also 
anders bestimmt werden. Durch Analyse des Dialoges und Vergleich mit dem 
Anfang des Buches X kommen wir zur SchluBfolgerung, daB Theaitetos aller- 
erst auf Grund von exakten Definitionen der Begriffe meBbar, quadriert meB- 
bar, rational und irrational die Satze X 5, 6 und 9 bewiesen hat, welche diese 
Begriffe zu dem des Zahlenverhaltnisses in Beziehung setzen und so die An- 
wendung der Arithmetik auf die Lehre von den rationalen und irrationalen 
GréBen ermdglichen. Auf Grund dieser Satze und der ihm bekannten Arith- 
metik des Buches VII hat er dann bewiesen: Die Seite eines Quadrates, dessen 
Flache n-mal so groB ist als die des Einheitsquadrates, ist nur dann meBbar, 
wenn n eine Quadratzahl ist. Dieser Satz steht zwar nicht im Buch X, wird aber 
im Dialog vom Theaitetos klar ausgesprochen. 

Die Leistung des Theaitetos beschrankt sich nicht auf diese grundlegenden 
Be@riffe und Satze, sondern das ganze Buch X und das damit zusammen- 
hangende XIII mit den bewunderungswiirdigen Konstruktionen der regularen 
Korper sind Werke des Theaitetos, wie Eva Sacus nachgewiesen hat. Theaite- 
tos erweist sich damit als hervorragender Geometer und als der gréBte Al- 
gebraiker des Altertums. Man kénnte ihn mit Galois vergleichen. 

Die Beweise der Satze X 9-10 muB Theaitetos anders gefiihrt haben als in 
der Darstellung des Euklid, da er die Proportionenlehre des Eudoxos noch 
nicht hatte. Wir werden nachweisen, daG er eine Altere Definition der Pro- 
portion benutzt hat, die auf der Wechselwegnahme (Antanairesis oder Ant- 
hyphairesis) beruht. Die Wechselwegnahme ist ein aus der Arithmetik entlehntes 
Verfahren: von zwei ungleichen GréBen wird die kleinere so oft als méglich 
von der gréBeren weggenommen, mit dem Rest und der kleineren GréBe wird 
in derselben Weise verfahren, usw. X 2 besagt: Wenn die Wechselwegnahme 


ins Unendliche weitergeht. sind die beiden GréBen eeemennenen tein X 3 be- 
Mathematische Annalen. 120. 
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sagt: Wenn das Verfahren abbricht, sind sie kommensurabel. Bei Zahlen dient 
die Wechselwegnahme bekanntlich zur Bestimmung des gréBten gemeinsamen 
Teilers. LaBt die kleinere GréBe sich n,-mal von der gréBeren wegnehmen, der 
Rest n,-mal von der kleineren usw., so ist die endliche oder unendliche Zahlen- 
folge n,, Ng, . . . fiir das Verhaltnis der beiden GréBen maBgebend: Haben die 
GréBen a und b dieselbe Zahlenfolge (oder wie Aristoteles es ausdriickt: die- 
selbe Wechselwegnahme) wie c und d, so besteht die Proportion a:b = c: d. 
Dies ist die Definition der Proportion, welche ,,die Alten‘ nach Alexander von 
Aphrodisias zugrunde legten*). Wie O. Becker’) gezeigt hat, kann man aus 
dieser Definition eine Reihe von grundlegenden Eigenschaften der Proportion 
leicht beweisen. Nur die Vertauschung der Mittelglieder einer Proportion be- 
reitet Schwierigkeiten: sie wurde nach Aristoteles getrennt fiir Zahlen, Strek- 
ken, Zeiten usw. bewiesen. 

Der Satz iiber die Inkommensurabilitat der Quadratseiten, deren Quadrat- 
flachen n-mal so gro8 sind als das Einheitsquadrat, wurde von Theaitetos zum 
ersten Male allgemein bewiesen, aber nach dem Dialog hat Theodoros von 
Kyrene diese Irrationalitat fiir die einzelnen Werte n = 3, 5, ..., 17 nach- 
gewiesen oder wenigstens ,,aufgezeigt*, indem er jeden einzeln vornahm. In 
welcher Weise er dabei vorgegangen ist, dariiber kann man nur Vermutungen 
aufstellen: verschiedene Méglichkeiten sind von ZeutHEN®) und ANDERHUB®) 
angegeben worden. Wir werden, an ZeEuTHEN ankniipfend, mit den Methoden 
der geometrischen Algebra einen Beweis ausfiihren, den Theodoros méglicher- 
weise verwendet. haben kann, ohne behaupten zu wollen, da8 er wirklich so 
verfahren ist. 

Eines ist den von ZEUTHEN, von ANDERHUB und von mir aufgestellten Hypo- 
thesen gemeinsam: die Herleitungen beruhen alle auf dem eben angefiihrten 
Irrationalitatskriterium X 2. Wir kénnen daher mit groBer Wahrscheinlich- 
keit annehmen, da8 Theodoros das Kriterium der unendlichen Wechselweg- 
nahme gekannt und benutzt hat. Anders ist namlich nicht einzusehen, warum 
Theodoros jeden Wert einzeln vorgenommen und bei n = 17 haltgemacht hat. 

Im letzten Teil III kommen wir auf die Beziehung der pythagoreischen 
Mathematik zur babylonischen zu sprechen. Am klarsten wird diese Beziehung 
nach NeuGEBAUER!®) durch einen Vergleich der babylonischen Algebra mit der 
geometrischen Algebra der Griechen. Die Normalformen, auf welche die Baby- 
lonier ihre algebraischen Probleme zuriickfiihrten, sind die folgenden: 


*) Alexandri Aphrodis in Aristotelis Topicorum S. 545 (Wallies). 

7) Becxer, O.: Eudoxos-Studien I. Quellen u. Studien. Gesch. Math. B. 2, S. 311. 

*) Zeutuen, H. G.: Oversigt Danske Vidensk. Selsk. 1915, S. 341. 

*) Anperuvs, J. H.: Joco-Seria aus den Papieren eines reisenden Kaufmanns, ge- 
widmet den Freunden des Hauses Kalle & Co., Wiesbaden-Biebrich 1941. 

1°) NevuceBaveRr, O.: Studien zur antiken Algebra. Quellen u. Studien z. Gesch. d. 
Math. B. 8, S. 4 u. 245. 

















Die Arithmetik der Pythagoreer. I. 131 


A. Gleichungen mit einer Unbekannten. 
(A 4) az=b° 
(A 2) z=a 
(A 3) z?+az=6 
(A 4) z*@—ar=b 
(A 5) =a 
(A6) 2(24+1)=a 


B. Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten. 


(B 4) ai lame 


zy=b 

@y | Ts 
_ g+y=a 

(B 3) Fy er 
, z—y=a 
(B 4) Rpt tae 


Diese Normalformen sind durchaus typisch fiir die babylonische Algebra. 
Die arabische Algebra z. B. kennt (A 6) und (B 1-4) nicht, sondern reduziert: 
alle Probleme auf Gleichungen mit einer Unbekannten. Es ist also ein voll- 
giiltiger Beweis fiir die Beziehungen zwischen der babylonischen und der grie- 
chischen Mathematik, da8 wir simtliche Probleme (A 1—5) und (B 1-4) in geo- 
metrischer Formulierung bei den Griechen wiederfinden™) und sogar Spuren 
von (A 6) in den ’ApiSyuol rapauyxertredor der griechischen popularen Arith- 
metik!*). Und auch die Lésungen dieser Probleme sind nicht etwa geometrisch 
gedacht, sondern sie sind wértliche Ubersetzungen der algebraischen Lésungen, 
wie die Keilschrifttexte sie geben, ins Geometrische"). Nur insofern haben die 
Griechen eine Vereinfachung erreicht, als sie die Gleichungen (A 3—4) standig 
auf die ,,hyperbolische Flachenanpassung“ (B 2) zuriickfiihren. 

Der Grund, warum die Griechen die algebraischen Probleme und Lésungen 
der Babylonier ins Geometrische iibersetzen muBten, liegt in der Erkenntnis des 
Irrationalen. Die Lésung der Gleichungen in Zahlén, d.h. nach griechischen 
Begriffen in rationalen Zahlen, ist nicht immer méglich, und mit einer nur ge- 
naherten Lésung haben die Griechen sich nicht begniigen wollen. Die geo- 
metrische Lésung aber ist exakt und allgemeingiiltig, und die geometrische 
Algebra la8t sich auf beliebige, auch irrationale Strecken anwenden. 

1) Ganvz, S.: Osiris 3 (1938) S. 405. 

12) Becker, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 4, S. 181. 


18) NEUGEBAUER, O.: Studien zur antiken Algebra 111. Quellen u. Studien z. Gesch. 
d. Math. B 8, 8. 245. 


*9 
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Die geometrische Formulierung und Lésung der Probleme A 1 (parabolische 
Flachenanlegung), B 1 (elliptische Flachenanlegung) und B 2 (hyperbolische 
Flachenanlegung) ist nach Eudemos eine Erfindung der Pythagoreer. Sie sind 
es also, die die babylonische Algebra den Griechen iibermittelt und dabei 
geometrisch umgestaltet haben. 

Auch fiir die populare pythagoreische Arithmetik, die wir aus Theon und 
Nikomachos kennen, lassen sich mehrere Beziehungen zur babylonischen Ma- 
thematik nachweisen. Quadrat- und Kubikzahlen sowie spezielle Kérperzahlen 
der Form n?(n + 41) oder n?(m — 1) spielen in beiden eine Rolle; Summations- 
formeln fiir arithmetische und geometrische Reihen, fiir Quadrate und Kuben 
haben die Babylonier wie die Griechen interessiert ; der Platonische Naherungs- 


bruch 7/5 fiir /2 stimmt mit dem Wert 12 der Keilschrifttexte iiberein. 


Man hat die traditionelle Zuschreibung des ,,Pythagoreischen Lehrsatzes‘ 
an Pythagoras mehrfach in Zweifel gezogen, weil man sich nicht hat erklaren 
kénnen, wie die Erkenntnis dieses Satzes in einem so friihen Stadium der Wis- 
senschaft méglich war. Jetzt aber, wo die Beziehung der altpythagoreischen 
Mathematik zur babylonischen nachgewiesen ist und wo der Lehrsatz in den 
Keilschrifttexten der Hammirapizeit aufgezeigt werden kann, verliert die Zu- 
schreibung alles Verwunderliche. Die griechische Mathematik steht eben, wie 
NEUGEBAUER sagt, nicht mehr am Anfang der Geschichte der Wissenschaft, 
sondern etwa in der Mitte. Die Leistung der ersten griechischen Mathematiker 
wie Thales, Pythagoras und die Pythagoreer ist nicht die Entdeckung der 
Mathematik, sondern ihre Systematisierung und exakte Begriindung: Sie 
haben aus einer verwirrenden Fiille von Rechenvorschriften eine exakte Wis- 
senschaft gemacht. 

Wir sehen hier in der Mathematik wie in der Astronomie, wie die Griechen 
die wertvolsten Errungenschaften der Kultur des Zweistromlandes sich an- 
geeignet, dabei aber umgeformt und ausgebaut haben. Sie haben der alten 
Wissenschaft ein eigenes, neues Geprage gegeben und sie zu vorher ungeahnter 
Hohe weiterentwickelt. In der Astronomie sind die ionischen Naturphilosophen 
die Vermittler der orientalischen Wissenschaft an die Hellenen, in der Mathe- 
matik aber in erster Linie die Pythagoreer, angefangen mit Pythagoras selbst, 
dessen Orientreisen gar nicht so unglaubwiirdig oder so schlecht belegt sind, 
als man vielfach angenommen hat. 


§ 1. Die in der Musiktheorie gebrauchten arithmetischen Satze. 
In der Begriindung der pythagoreischen Musiktheorie, iiber die Ptolemaios 
kurz berichtet!) uad die in der Sectio canonis des Euklid ausfiihrlich dargestellt 
w itd, werden folgende zwei zahlentheoretische Satze benutzt: 


M4) Klaudios Ptolemaios, Harmonielehre, ed. Diiring, Goteborg Arsskr. 1930, BuchI, 
Kap. 5-6. DazuB. L. v. p. Waerpen, Harmonielehre d. Pythagoreer, Hermes 78 (1943). 

















Die Arithmetik der Pythagoreer. |. 133 


A. Wenn ein Zahlenverhdltnis™), verdoppelt, ein Vielfaches bildet, so ist es 
selbst vielfach. 

B. Zu zwei Zahlen in einem iiberteiligen Verhdltnis kénnen niemals mittlere 
Proportionale, weder eine noch mehrere, gefunden werden. 

Dabei sagt man, eine Zahl**) a steht zu einer Zahl b in einem vielfachen Ver- 
haltnis, wenn a ein Teil von 6, d.h. 6 ein Vielfaches von a ist: a = b/n oder 
6 = na. In einem iiberteiligen Verhaltnis steht b zu a, wenn sie a um einen Teil 
von a iibertrifft, d.h. wenn b = a + a/n odera:b =n: (n + 1) ist. Die Ver- 
dopplung eines Verhaltnisses schlieBlich ist durch die 9. Definition des V. Bu- 
ches der Elemente Euklids erklart: 

V Def. 9. Wenn drei GréBen in stetiger Proportion stehen, so sagt man von der 
ersten, daB sie zur dritten zweimal im Verhdltnis stehe wie zur zweiten. 

Die Verdopplung eines Verhaltnisses entspricht offenbar der Multiplikation 
eines Bruches mit sich selbst; denn wenn a:b = b: ¢, so ist 


a_ab_(ey 
. Sh a 


Die Griechen haben diese Multiplikation von Briichen natiirlich genau so gut 
gekannt wie wir: Sie ist in kaufmannischen und technischen Rechnungen un- 
entbehrlich und wird auch in der altagyptischen Rechentechnik, die die Grie- 
chen kannten, immerfort geiibt’). 

Der Ausdruck ,,verdoppeltes Verhaltnis‘* stammt, wie schon TANNERY be- 
merkt hat, aus der Musiklehre. Wenn namlich zwei gleiche Teilintervalle A, B 
und B, C zu einem gréBeren Intervall A, C vereinigt werden (A, B, C stellen 
Tone dar), so ist es ganz natiirlich, von Verdopplung des Intervalles A, B zu 
sprechen. Da aber die Intervalle nach der pythagoreischen Lehre durch Zahlen- 
verhaltnisse dargestellt werden, so hat man den Begriff Verdopplung in der 
angegebenen Weise auf Zahlenverhiltnisse iibertragen. Ubertragt man in der- 
selben Weise den Begriff der Zusammensetzung von ungleichen Intervallen, 
so kommt man auf die Zusammensetzung von zwei Verhaltnissen a: b und b: c 
zu einem Verhiltnis a:c. Dieser Begriff des ,,zusammengesetzten Verhalt- 


48) Im Text der Sectio canonis heiBt es: ein Intervall. 
18) Unter ane" verstehen wir hier wie die Griechen immer eine-ganze Zahl. Wir 


bezeichnen durch 5 den Bruch oder Quotienten im heutigen Sinne und im Sinne der 


griechischen Logistik, durch a:b dagegen das Verhiltnis von a zu} im Sinne der 
griechischen Arithmetik und der Proportionenlehre. a:b ist also keine Zahl, auch 
keine gebrochene, sondern nur ein mdgliches Glied in einer Proportion a:b = :d, 
wobei die Proportion entweder nach Euklid V Def. 5 oder nach VII Def. 20 erklart 
werden kann. 

17) Siehe Voce, K.: Beitrige zur griechischen Logistik I. 8.-B. Bayer. Akad. Min- 
chen 1936, 8. 357. Zu der dort genannten Literatur iiber agyptische Bruchrechnung 
kommt noch vAN DER WAERDEN, B. L.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 4, 
S. 359, hinzu. 
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nisses“ (ouyxeluevoc Aéyoc) wird in Euklid VI 23 und VIII 5 benutzt; seine 
Eindeutigkeit ist durch V 22. gesichert. 

Nachdem so die Bedeutung der Satze A und B geklart ist, fragen wir, wie 
die Pythagoreer diese Satze bewiesen haben. Fiir Satz B ist ein Beweis des 
Archytas iiberliefert#*), der, wie TANNERY’®) nachgewiesen hat, in allen wesent- 
lichen Punkten mit dem Beweis der Sectio canonis iibereinstimmt. Der Beweis 
des Archytas verlauft so: 

»»Es sei A, B das gegebene iiberteilige Verhaltnis. Die kleinsten Zahlen in 
diesem Verhdltnis seien C, DE. Da nun also C, DE die kleinsten in diesem 
Verhdltnis und iiberteilig sind, so iibertrifft DE die Zahl C um einen Teil von 
sich selbst und von ihr. Es sei D der Uberschu8. Ich behaupte, daB D keine 
Zahl ist, sondern die Einheit. Denn wenn D eine Zahl ist und ein Teil von DE, 
so mit die Zahl D die Zahl DE, also miBt sie E. Das heiBt, sie mi®t auch C. 
Somit mi8t die Zahl D die beiden Zahlen C und DE, was unmidglich ist. Denn 
die kleinsten Zahlen, die dasselbe Verhaltnis haben wie andere Zahlen, sind 
zueinander prim. Also ist D eine Einheit. Also iibersteigt DE die Zahl C um 
eine Einheit. Daher kann es keine mittlere Zahl geben, die mit ihnen gleiche 
Verhaltnisse bildet. Deshalb kann es auch zwischen denen, die dasselbe Ver- 
haltnis haben wie sie, keine mittlere Zah] geben, die mit ihnen gleiche Ver- 
haltnisse bildet.“ 

Die Bezeichnung der Zahlen in diesem Beweis durch je einen Buchstaben 
und der Summe D + E durch DE weicht ganz ab von dem, was wir aus Euklid 
und der spateren Literatur gewohnt sind. Es ist daher anzunehmen, da8 der 
Beweis wirklich alt ist. Dafiir spricht auch die inhaltliche Ubereinstimmung 
mit dem Beweis in der Sectio canonis. — Der Beweis beruht auf den folgenden 
Satzen der Elemente Euklids: 

VII 22. Die kleinsten unter den Zahlen, die dasselbe Verhdltnis haben wie sie, 
sind gegeneinander prim. ; 

VIII 8. Wenn sich zwischen zwei Zahlen Zahlen in stetiger Proportion ein- 
schalten lassen, dann lassen sich ebenso viele Zahlen wie zwischen jene auch zwi- 
schen solche Zahlen, die dasselbe Verhdltnis haben, in stetiger Proportion ein- 
schalten. 

Satz A aber wird in der Sectio bewiesen unter Berufung auf den folgenden, 
im Grunde mit Satz A gleichwertigen Satz der Elemente: 

VIII 7. Hat man beliebig viele Zahlen in geometrischer Reihe und mift die erste 
dabei die letzte, dann muB sie auch die zweite messen. 

Wir schlieBen daraus, da8 die Satze VII 22, VIII-7 und VIII 8 zur Zeit des 
Archytas bekannt waren. Dabei sind VIII 7 und 8 keineswegs selbstverstand- 
‘lich. Die Tatsache, da8 Archytas alle anderen Schritte seines Beweises mit 








%®) Boetuius: De institutione musica, ed. Friedlein (Leipzig 1867) S. 285. 
1%) Tanneny: Mém. Scient. III, 8. 247. 
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peinlicher Sorgfalt ausfiihrt, VII 22 und VIII 8 aber einfach als bekanat vor- 
aussetzt, deutet darauf hin, da8 es zu seiner Zeit schon.so etwas wie Elemente 
der Arithmetik gegeben hat, in denen diese Satze vorkamen. Dieser Ansicht 
ist auch TANNERY. ; 

Wir kénnen diese Schlu8folgerung noch in anderer Weise bestatigen und ver- 
tiefen. Die Pythagoreer haben sich nach dem einstimmigen Zeugnis von -Plato, 
Aristoteles unc allen spateren aufs intensivste mit den mathematischen Wis- 
senschaften: Arithmetik, Musik, Geometrie und Astronomie befa8t. Das Merk- 
mal der pythagoreischen padjuata, durch das sie sich von anderen Kennt- 
nissen und Kiinsten unterscheiden, war aber der logische Aufbau, die Gliede- 
rung in Sétzen und Beweisen. Wir finden diese logische Struktur bereits in 
voller Reife in dem dltesten uns zuginglichen Stiick Mathematik, der Mond- 
chenquadratur des Hippokrates®°). Denn daB Eudemos diese kunstvollen Be- 
weise nachtraglich hinzugefiigt hat, ist véllig ausgeschlossen*"). Wir erfahren 
von Eudemos, da8 die Pythagoreer den Satz von der Winkelsumme im Dreieck 
so und so bewiesen haben, ja sogar Thales soll nach Eudemos bei Proklos seine 
Satze nicht nur gefunden, sondern bewiesen haben**). Ob das nun richtig ist 
oder nicht, jedenfalls beweist es, da8 auch fiir Eudemos die altesten ihm zu- 
ganglichen mathematischen Schriften bereits mit Beweisen versehen waren. 
Es ist also unbedingt anzunehmen, da8 die Pythagoreer ihre arithmetischen 
Satze, insbesondere die zur Begriindung ihrer Musiktheorie notwendigen Satze 
VII 22, VIII 7 und VIII 8 nicht nur formuliert, sondern auch bewiesen haben. 

Das achte Buch und der Anfang des neunten handeln von geometrischen 
Reihen und geometrischen Mitteln, von ebenen und kérperlichen Zahlen, von 
Quadrat- und Kubikzahlen. Diese Gegenstinde gelten aus guten Griinden all- 
gemein als pythagoreisch. Besonders zu erwahnen sind die Satze VIII 18 und 19 
und ihre Spezialfalle VIII 11 und 12, die besagen, da8 man zwischen zwei ahn- 
lichen ebenen Zahlen, speziell zwischen zwei Quadratzahlen, eine mittlere Pro- 
portionale, und ebenso zwischen zwei ahnliche kérperliche Zahlen (speziell zwei 
Kubikzahlen) zwei mittlere Proportionale einschalten kann. Im Platonischen 
Timaios 31 B 4 und 32 A7 wird auf diese Satze angespielt; sie sind also vor- 
platonisch und, da Plato sie dem Pythagoreer Timaios in den Mund legt, 
sicherlich pythagoreisch. 

Die Verallgemeinerung liegt nahe, daB die pythagoreische Arithmetik sich 
nicht auf diese zufallig tiberlieferten Satze beschrankt hat, sondern daB die 
ganzen Biicher VII—-VIII pythagoreisches Gedankengut darstellen. Wir wollen 
aber in unseren Schliissen vorsichtig sein, da ZEuTHEN, dieser vorziigliche Ken- 

*) Siehe Becker, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 8, 8. 411, sowie die 
dort zitierte Literatur. 

21) Nach den von ihm erhaltenen Fragmenten macht Eudemos den Eindruck eines 


etwas langweiligen, mittelmaBigen Schulphilosophen. 
#2) Proklos in Euklid I, 8. 157 4. 
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ner der griechischen Geometrie, anderer Meinung war und wesentliche Teile 
des VII. Buches dem Theaitetos zuschreiben wollte. Wir geben daher so vor, 
da8 wir von den bereits als pythagoreisch gesicherten Satzen VIII 7-8 und 
VIII 14-12 ausgehen und Schritt fiir Schritt riickwarts schlie3end die pytha- 
goreische Arithmetik rekonstruieren. Dieses Verfahren hat auck noch den Vor: 
zug, daB wir nicht nur vereinzelte Sdtze, sondern ganze Beweiszusammen- 
hange betrachten und so in die Gedankengange der Pythagorver selbst ein- 
dringen. 


§ 2. Zergliederung der Beweise der Saitze VIII 7, 8, 11, 12. 


Wir gehen so vor, daB wir von jedem der genannten Satze einen Stammbaum 
aufstellen, in den alle die vorangehenden Satze aufgenommen werden, die zu 
ihrem Beweis unbedingt gebraucht werden. 

Am einfachsten ist der Stammbaum der Satze VIII 11-12. Sie heiBen: 

VIII 11. Zwischen zwei Quadratzahlen gibt es eine mittlere Proportionalzahl; 
und die Quadratzahl steht zur Quadratzahl zweimal im Verhdltnis wie die Seite zur 
Seite. 

VIII 12. Zwischen zwei Kubikzahlen gibt es zwei mittlere Proportionalzahlen ; 
und die Kubikzahl steht zur Kubikzahi dreimal im Verhdltnis wie die Seite 
cur Seite. 

Die mit ,,und“ beginnenden Zusitze lasse ich auBer Betracht, da sie nicht 
aus dem Timaios belegbar sind (obwohl man auf Grund der Wiirfelverdopplung 
des Archytas schlieBen kénnte, da8 Archytas sie gekannt hat). 

VIII 11 wird nun so bewiesen: a* und b? seien die gegebenen Quadratzahlen, . 
dann ist die Rechteckszahl ab die gesuchte mittlere Proportionale. Denn es ist 
a?:ab = a:b =ab: b*. Der Beweis von VIII 12 ist ganz analog. 

Der einzige Satz, der beim Beweis benutzt wird, aber auch notwendigerweise 
benutzt werden muB, ist VII 17 (bzw. der damit aquivalente VII 18): 

VII 17. Wenn irgendwelche Zahlen entstehen, indem eine Zahl zwei Zahlen 
vervielfdltigt, dann miissen die Ergebnisse dasselbe Verhdltnis haben wie die Zah- 
len, die vervielfdltigt werden. 

Damit ist der Stammbaum der Satze VIII 11-12 bereits fertig, denn VII 17 
gehért zu den grundlegenden Satzen iiber Proportionen, die am Anfang des 
siebenten Buches direkt aus der Definition der Proportion hergeleitet werden. 
Der Stammbaum sieht einfach so aus: 





| VII 17-18.ab:ac=b:c | 
if 
| | 
VIIL 11. Zwischen zwei Quadrat- VIII 12. Zwischen zwei Kubik- | 
zahlen gibt es eine mittlere Pro- zahlen gibt es zwei mittlere Pro- | 
portionale. portionale. 
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Wir kommen nun zu den Satzen VIII 7 und 8, deren Formulierung in § 4 
schon gegeben wurde. Der Spezialfall von VIII 7, der in der Musiktheorie Ver- 
we ndung findet, hieB: Hat man drei Zahlen in geometrischer Proportion und 
mift die erste die dritte, so muB sie auch die zweite messen. Der einfachste Beweis 
mit klassischen Mitteln verlauft so: Die kleinsten Zahlen, die sich wie die drei 
gegebenen a, b, c verhalten, seien a’, b’, c’. Dann-sind a’ und c’ relativ prim 
(VIII 3), und weil c ein Vielfaches von a war, ist c’ ein Vielfaches von a’ (Def. 
der Proportion); also muB a’ = 1 sein. Somit ist b’ ein Vielfaches von a’ und 
daher auch } ein Vielfaches von a. 

Genau so geht auch Euklid vor, nur ist die. Formulierung umstandlicher. 
VIII 7 wird zunachst auf VIII 6 zuriickgefiihrt, der dasselbe besagt wie VIII 7, 
aber ins Negative gewendet: 

VIII 6. Hat man beliebig viele Zahlen in geometrischer Reihe und mift dabei 
die erste die zweite nicht, dann kann auch sonst keine irgendeine (spdtere) messen. 

Diese umstindliche Formulierung ist ein Zeichen fiir die Altertiimlichkeit 
des Beweises. Hatte man VIII 7 urspriinglich anders bewiesen und die Beweise 
spater iiberarbeitet, so hatte man wohl den einfachsten Weg gewahlt. Ich 
nehme also an, daB die Pythagoreer dasselbe Beweisverfahren verwendet 
haben, und kann ihnen daher die folgenden beim Beweis von VIII 6 verwen- 
deten Satze zuschreiben: 

VII 33. Zu beliebig vielen gegebenen Zahlen die kleinsten von denen zu finden, 
die dasselbe Verhdltnis haben wie sie. 

VIII 3. Hat man beliebig viele Zahlen in geometrischer Reihe, die kleinsten 
unter denen, die dasselbe Verhdltnis haben wie sie, dann sind die duBeren Glieder 
gegeneinander prim. 

Eine Bestatigung finden wir darin, daB der Beweis von VIII 8 bei Euklid 
dhnlich anfangt und ebenfalls die Satze VII 33 und VIII 3 verwendet. Der 
Beweis von VIII 8 fangt damit an, da8 zunadchst folgende Teilaussage bewie- 
sen wird, die iibrigens zum Beweis des Satzes B bereits hinreicht: 

VIII 8’. Zwischen die kleinsten Zahlen, die dasselbe Verhdltnis haben wie zwei 
gegebene Zahlen a und c, kann man ebenso viele mittlere Proportionale einschalten 
wie zwischen a und c. 

Beweis: Es sei etwa b eine mittlere Proportionale zwischen a und c. Die 
kleinsten Zahlen, die sich wie a, b, c verhalten, seien a’, b’, c’ (VII 33). Dann 
sind a’ und ¢’ relativ prim (VIII 3), also sind a’ und c’ die kleinsten Zahlen im 
Verhaltnis a: c (VII 21). Somit l48t sich zwischen diese kleinsten Zahlen eine 
mittlere Proportionale einschalten. 

Der Beweis bei Euklid ist etwas umstandlicher, benutzt aber genau dieselben 
Satze VII 33, VIII 3 und VII 21. Damit sind diese Satze als pythagoreisch 
nachgewiesen. Verfolgen wir ihren Stammbaum weiter! 

Zum Beweis von VII 33 kénnte man wohl am einfachsten so vorgehen: 








138 B. L. v. D. WAERDEN: 


Wenn es kleinere Zahlen im Verhaltnis der gegebenen gibt, so nehme man diese 
an ihre Stelle und fahre so fort, bis man die kleinsten gefunden hat. Jedoch 
war ein solcher reiner Existenzbeweis anscheinend dem Denken der antiken 
Zahlentheoretiker fremd. Auch wird niemand in der Praxis, wenn er ein Ver- 
haltnis auf kleinste Glieder zu bringen hat, so verfahren, daB er alle még- 
lichen kleineren Zahlen durchmustert, die dasselbe Verhaltnis haben wie die 
gegebenen, sondern man wird so vorgehen wie Euklid, indem man zuerst das 
groBte gemeinsame Ma8 der gegebenen Zahlen bestimmt. So fiihrt VII 33 
zuriick auf 

VII 3. Zu drei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind, ihr gréBtes 
gemeinsames Maf zu finden. 

Diese Aufgabe wird naturgema8 gelést durch Zuriickfiihrung auf die ent- 
sprechende fiir zwei Zahlen: | 

VII 2. Zu zwei gegebenen Zahlen, die nicht prim gegeneinander sind, thr groBtes 
gemeinsames Ma zu finden. 

Zur Lésung dieser Aufgabe dient der beriithmte ,,Euklidische Algorithmus‘*. 
_ DaB dieser Algorithmus unseren Pythagoreern bekannt gewesen sein mu8, 
kann man auch noch auf anderem’ Wege belegen. Die Satze X 2-3 enthalten 
namlich ein Verfahren zur Entscheidung, ob zwei GréBen kommensurabel sind, 
welches darin besteht, da& abwechselnd immer die kleinere von der gréBeren 
weggenommen wird. Bricht das Verfahren nach ehdlich vielen Schritten ab; 
so sind die GréBen kommensurabel, sonst nicht. 

Es wird jedem Mathematiker einleuchten, da8 dieses Verfahren der ,,Wech- 
selwegnahme“ seinen eigentlichen Ursprung nicht in der Theorie der Irratio« 
nalitéten, sondern in der Zahlentheorie hat. Das urspriingliche, sich von selbst 
bietende Problem ist: Wie findet man den gréBten gemeinsamen Teiler zweier 
Zahlen ? und nicht: Wie findet man das gré8te gemeinsame MaB zweier Strek- 
ken, fails es ein solches gibt. 

Nun zur Analyse von VIII 3! Die zundchst gar nicht evidente Behauptung 
VIII 3 wird sofort klar, wenn man sich tiberlegt, wie man kleinste Zahlen in 
geometrischer Reihe in gegebenem Verhiltnis tatsachlich finden kann. Das 
Verfahren ist im Bewejse von VIII 2 angegeben: Es sei a: b das gegebene Ver- 
haltnis. Man multipliziere beide Zahlen a, b mit a und multipliziere auch noch 
b mit sich selbst. So erhalt man drei Zahlen a*, ab, b? in geometrischer Reihe. 
Um vier Zahlen zu erhalten, multipliziere man die drei gefundenen wieder mit 
a und die letzte, b*, auch noch mit b. So erhalt man vier Zahlen a®, a*b, ab*, 
& usw. 

Da8 dieses Verfahren tatsichlich yon den Pythagoreern angewandt wurde, 
dafiir haben wir zwei weitere Belege: Erstens das Vorkommen desselben Ver- 
fahrens bei Nikomachos von Gerasa, der nirgends aus Euklid schépft und 
auch sonst viel Altpythagoreisches tiberliefert, zweitehs die Beziehung zu den 
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Satzen VIII 11-12, die wir oben auf Grund des Timaios direkt als pythagoreisch 
nachgewiesen haben. Denn daB a*, ab, b* bzw. a*, a*b, ab? und 5? je eine geo- 
metrische Proportion bilden, das ist gerade der wesentliche Inhalt der Satze 
VIII 11-12. Wir sind also bei unserer Analyse der Gedankenginge der alten 
Arithmetiker nicht vom richtigen Wege abgeirrt. 

Zur Vervollstandigung des Beweises von VIII 3 ist noch zu zeigen, daB die 
4uBersten Glieder a* und b? bzw. a* und 5* zueinander prim und die gefundenen 
Zahlen a®, ab und b? bzw. a®, a*b, ab? und 6° tatsachlich die kleinsten in den 
gegebenen. Verhiltnissen sind. Die letzte Behauptung folgt aus der ersten auf 
Grund des schon friiher beim Beweis von VIII 8’ benutzten Satzes: 

VII 21. Zahlen, die gegeneinander prim sind, sind unter denen, die dasselbe 
Verhdltnis haben wie sie, die kleinsten. 

DaB aber a* zu b* und a® zu 5? prim ist, folgt aus 

VII 27. Sind zwei Zahlen gegeneinander prim und bildet jede der beiden, ‘indem 
sie sich selbst vervielfdltigt, eine weitere, so miissen die Ergebnisse gegeneinander 
prim sein; und wenn die urspriinglichen Zahlen, indem sie die Ergebnisse ver- 
vielfdltigen, weitere bilden, so miissen auch diese gegeneinander prim -sein. 

VII 27 ist fiir die ganze Arithmetik der geometrischen Reihen und der mitt- 
leren Proportionalen fundamental. Um die Benutzung dieses Satzes kommt 

.man auf keinen Fall herum, wie man auch den Beweis der Satze VIII 7-8 in 
Angriff nehmen mége. Die’ vorhin schon besprochene Lésung-der Aufgabe 
VIII 2: Kleinste Zahlen in geometrischer Reihe in gegebenen Verhiltnissen zu 
finden, so viele verlangt werden, beruht ausschlieBlich auf VII 27 und auf den 
einfachsten Eigenschaften der Produkte und Proportionen. VII 27 muB also 
unbedingt den Pythagoreern bekannt gewesen sein. 

An dieser Stelle kénnte man den Einwand machen, da8 die Pythagoreer viel- 
leicht Satze wie VII 21 und 27 urspriinglich als selbstverstandlich betrachtet 
haben, und daB erst spater, etwa in nachplatonischer Zeit, als an die Strenge 
der Beweise héhere Anspriiche gestellt wurden, diese Sétze ausdriicklich formu- 
liert und bewiesen worden sind. Darauf ist folgendes zu erwidern: Bereits in 
sehr viel friiherer Zeit waren gerade in der pythagoreischen Mathematik die 
Anspriiche an die Strenge des Beweises sehr hoch. Das sehen wir etwa an der 
Lehre vom Geraden und Ungeraden im IX. Buch der Elemente, die Becker®) 
und REIDEMEISTER™) als sehr alt nachgewiesen haben. Satze-wie IX 21-29 sind 
jedem Rechner selbstverstandlich, werden aber. ausdriicklich formuliert und 
bewiesen. IX 30-32 sind mindestens ebenso einleuchtend wie VII 21 und 27, 
werden aber peinlich exakt aus noch einfacheren Tatsachen hergeleitet. In dem 
Beweis des Archytas, den wir in § 1 dargestellt haben, wird die genaue Aus- 
fihrung aller einzelnen Beweisschritte sogar bis zur Pedanterie iibertrieben. 


8) Becxen, 0.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. 8, 533 (1936). 
%) REIDEMEISTER, K.: Die Arithmetik der Griechen (1939) § 3. 
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In dem Hippokrates-Fragment iiber die Quadratur der Mondchen werden Un- 
gleichungen, die man ohne weiteres aus einer Figur hatte entnehmen kénnen, 
auf das sorgfaltigste bewiesen. Aus alledem schlieBen wir, daB die Pythagoreer 
die Satze VII 21 und 27 ausdriicklich formuliert und bewiesen haben miissen. 

Euklid beweist VII 27 durch wiederholte Anwendung (iiber die Mittelglieder 
VII 25-26) aus: 

VII 24. Sind zwei Zahlen gegen irgendeine Zahl prim, so muB auch ihr Pro- 
dukt gegen dieselbe prim sein. 

Heute wiirde man VII 24 etwa so beweisen: Sind a und 5 gegen c prim, und 
ist p irgendeine Primzahl, die in der Faktorzerlegung von c vorkommt, so geht p 
weder in a noch in 6 auf. Unter Berufung auf die eindeutige Primfaktor- 
zerlegung oder auf VII 30: ,,Wenn eine Primzahl ein Produkt mift, so muB sie 
einen der Faktoren messen“ folgt dann, da8 p auch nicht in ab aufgeht. Also 
haben ab und c keinen Primfaktor gemeinsam, also sind sie teilerfremd. 

Es ware nun an sich denkbar, da8 die Alten urspriinglich ebenso geschlossen 
hatten wie wir und dabei die eindeutige Primfaktorzerlegung oder den Satz 
VII 30 zunachst als selbstverstaindlich angenommen und erst spater den Be- 
weis hinzugefiigt hatten. Wenn das so ware, so miiBte man erwarten, daB die 
jetzige Fassung des VII. Buches, der alten Tradition méglichst weit folgend, 
VII 24 aus VII 30 und 31 gefolgert hatte, was ohne weiteres méglich gewesen 
wire. Aber VII 30 kommt erst 6 Satze spiter, und VII 24 wird durch einen 
ganz kurzen Beweis direkt aus VII 19-21 gefolgert. Wir schlieBen daraus, dab 
berejts die Pythagoreer in ihrem Aufbau nicht etwa von der eindeutigen Prim- 
faktorzerlegung (die im ganzen Buch VII nicht vorkommt) ausgegangen sind, 
sondern daB sie VII 24, so wie es im Text steht, aus VII 19-21 gefolgert haben. 
Der Beweis verlauft so: 

Waren c-und ab nicht prim gegeneinander, so miiBte eine Zahl c und ab 
messen: Dies geschehe, die Zahl sei e. Da c und a gegeneinander prim sind, e 
aber in ¢ aufgeht, so waren e und a gegeneinander prim. Da e auch ab miBt, 
kann man a8 = ef setzen. Daraus folgt e: a = b: f (VII 19). Die Zahlen e und 
a waren, weil gegeneinander prim, auch die kleinsten im Verhaltnis 5: f (VII 
21), also messen sie die Zahlen b, f gleich oft (VII 20), das Vorderglied das Vor- 
derglied und das Hinterglied das Hinterglied. e maBe also b. Nun soll e aber 
auch ¢ messen. e m&Be also b und c, wahrend sie gegeneinander prim sind; dies 
ist unmdglich. 

Ist dieser Beweis nicht wunderbar? Er beruht auf 

VII 19. Stehen vier Zahlen in Proportion, dann mu das Produkt .aus der 
ersten und vierten dem Produkt aus der zweiten und dritten gleich sein; und wenn 
das Produkt aus der ersten’ und vierten Zahl dem aus der zweiten und dritten 
gleich ist, dann miissen die vier Zahlen in Proportion stehen. 

VII 20. Die kleinsten unter den Zahlen, die dasselbe Verhiltnis haben wie sie, 











Die Arithmetik der Pythagoreer. I. 141 


messen Zahlen, die dasselbe Verhdltnis haben, gleich oft, die gréBere die gréBere 
und die kleinere die kleinere. 

VII 21. Zahlen, die gegeneinander prim sind, sind unter denen, die dasselbe Ver- 
hdltnis haben wie sie, die kleinsten. 

Da8 VII 20-21 notwendige Bestandteile der pythagoreischen Zahlentheorie 
sind, ergibt sich auch noch auf einem zweiten Wege. Wir haben namlich oben 
schon VII 21 als notwendig zum Beweise von VIII 8’ erkannt. VII 21 beruht 
aber seinerseits auf VII 20; der Beweis liegt unmittelbar auf der Hand: Sind 
a, b relativ prim und sind c, d die kleinsten Zahlen im gleichen Verhaltnis, so 
ist nach VII 20 a = nc und 6 = nd; da aber a und b relativ prim waren, muB 
n= 1 sein. 

VII 20 ist also der zentrale Satz, aus dem die ganze Lehre von den relativ 
primen Zahlen entspringt. Das urspriingliche Interesse an diesem Satz wird ver-— 
standlich, wenn man annimmt, daB die im VII. Buche dargestellte Propor- 
tionenlehre aus der Bruchrechnung hervorgegangen ist, daB also die Zahlen- 
verhaltnisse gewissermaBen getarnte Briiche sind™). VII 20-21 beziehen sich 
dann auf gekiirzte Briiche, wo Zahler und Nenner teilerfremd sind: VII 21 
besagt, da8 Zahler und Nenner eines solchen Bruches eindeutig bestimmt sind, 
und VII 20 gibt an, in welcher Beziehung die ungekiirzten Darstellungen eines 
Bruches zu der gekiirztén stehen. 

VII 49 ist ein unentbehrlicher Bestandteil einer jeden Proportionenlehre. 
Sein Beweis fut auf den beiden gleichwertigen Satzen VII 17-18, die bereits 
im Stammbaum von VIII 11 und 12 vorkamen. 

Die drei eben genannten Satze VII 17-19 sind die letzten einer Reihe von 
formalen Satzen VII 11-19, die das Rechnen mit Proportionen und Produkten 
beherrschen und auf denen auch die Beweise von VII 20 und allen folgenden 
Satzen beruhen. VII 15 ist ein Hilfssatz zum Beweis des kommutativen Ge- 
setzes der Multiplikation VII 16. Diese beiden Satze kénnten eventuell in der 
urspriinglichen Theorie gefehlt haben, denn das kommutative Gesetz der Mul- 
tiplikation folgt auch unmittelbar aus der geometrischen Deutung des Produk- 
tes als Rechteckszahl, die den Pythagoreern gelaufig war. Jedoch deutet die 
doppelte Fassung von VII 17-18 darauf hin, daB man bereits in der urspriing- 
lichen Fassung zwischen a-b und b-a unterschieden hat. Wenn namlich die 
Unterscheidung erst spater eingefiihrt worden ware, so ware es deswegen noch 
nicht ndtig gewesen, den einen Satz VII 17 in zwei Satze aufzuspalten. Offen- 
bar haben die Pythagoreer das Bediirfnis gehabt, die Arithmetik rein arith- 


25) Die Griechen kannten die agyptische Bruchrechnung und rechneten, zumindest 
in spiterer Zeit (Archimedes), auch mit gemischten Briichen. Die Mathematiker der 
Zeit Platons vermieden aber, wie aus Plato, Staat 525 E, hervorgeht, die Briiche, 
weil die Ejns theoretisch unteilbar ist, und rechneten statt dessen mit Zahlenver- 
hiltnissen. Siehezu diesen Fragen Voce, K.: Griechische Logistik, S:-B. Bayer. Akad. 
Miinchen 1936 sowie Kiein, J.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 3, S. 8, 18. 
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metisch ohne Zuhilfenahme geometrischer Vorstellungen zu begriinden. So 
heiBt es auch in der Epinomis (990 C): Die gréBte und erste von den Wissen- 
schaften ist die Lehre von den Zahlen. 

Die vier ersten Sadtze der genannten Gruppe VII 11-14 haben denselben 
Wortlaut wie die entsprechenden Satze 19, 12, 16, 22 des V. Buches, nur daB 
statt ,,GréBen“ hier ,,Zahlen“ steht. Sie hatten also als Spezialfaille aus dem 
V Buch ijbernommen werden kiénnen. Aus mehreren Aristotelesstellen™) geht 

‘much hervor, da8 der allgemeine GréBenbegriff des Eudoxos auch die Zah- 
leu umfaBte. DaB die Satze VII 11-14 fiir Zahlen neu bewiesen werden, hangt 
damit zusammen, daB8 die Definition der Proportionen fiir Zahlen eine andere 
ist als die fiir allgemeine GréBep im V. Buche. Sie heiBt: 

VII Def. 20. Zahlen stehen in Proportionen, wenn die erste von der zweiten 
Gleichvielfaches oder derselbe Teil oder dieselbe Menge von Teilen ist wie die dritte 
von der vierten. 

Hatte Euklid die allgemeine Definition V Def. 5 auch fiir Zahlen zugrunde 
gelegt, so hatte er VII 11-14 nicht fiir Zahlen neu zu beweisen brauchen. Man 
nimmt daher allgemein an, daB VII Def. 20 eine dltere Definition der Pro- 
portion darstellt, die schon existierte, bevor Eudoxos die Proportionenlehre fiir 
allgemeine GréBen aufstellte, und da8 Euklid aus Respekt vor der Tradition 
diese Altere Definition iibernommen hat. Diese altere Definition mu8 man dann 
natiirlich auch den dlteren Zahlentheoretikern, d.h. eben den Pythagoreern 
zuschreiben. Das stimmt aufs beste zu unserer Untersuchung, die ja dazu ge- 
fiihrt hat, den wesentlichen Inhalt des Buches VII den Pythagoreern zu- 
zuschreiben. Euklid hat offenbar eine altere Zahlentheorie vorgefunden, die 
ganz auf der Definition VII 20 aufgebaut war und die er neu hatte aufbauen 
miissen, wenn er die allgemeine Definition V 5 auch fiir Zahlen zugrunde gelegt 
hatte. Er hat es mit Recht vorgezogen, die altere Definition beizubehalten und 
den geschlossenen Aufbau der Zahlentheorie nicht zu zerstéren. 

VII 13 besagt, daB man die Mittelglieder einer Proportion vertauschen darf. 
Nach Aristoteles (Anal. post 74a 17) hat man diesen Satz friiher getrennt be- 
wiesen fiir Zahlen, Steecken, Kérper und Zeiten, aber nach der Aufstellung des 
allgemeinen Gropenbegriffs, tnter ten sowohl Zahlen als Strecken, Kérper und 
Zeiten fallen, konate der Satz allgemein bewiesen werden. Dieser allgemeine 
Beweis ist offenbar der uns aus Euklid V 16 bekannte. Der Satz fiir Zahlen ist 
also alter und gehdért natiirlich in die pythagoreische Arithmetik, da er dort 
unentbehrlich ist. 

Nach alledem ist es verantwortet, die Definition VII 20 und die Satzgruppe 
VII 11-14 den Pythagoreern zuzuschreiben. Zum Beweise dieser Satzgruppe 
aus der Definition dienen aber die Satze VII 5-10, und zwar dienen VII 5-6 
zum Beweise von VII 12, VII 7-8 zum Beweise von VII 11, VII 9-10 zum Be- 
"8 Aristoteles, Anal. post. 75b 4: Ein arithmetischer Beweis ist nicht anwendbar 


auf GréBen, sofern diese GréBen nicht Zahlen sind. Vgl. auch die nachher zitierte 
Stelle 74a 17. 
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weise von VII 13. Kein Stiick aus diesem Gebaude ist entbehrlich, das. Ganze 
von einer wunderbaren Symmetrie und Harmonie. 

SchlieBlich wird bei den Beweisen der erwahnten Hilfssaitze VII 5-10 noch 
von dem Satz iiber die Bestimmung des gréBten gemeinsamen Teilers (VII 2) 
Gebrauch gemacht, den wir friiher schon in anderer Weise auch als pythago- 
reisch erkannt haben. 

Das Ergebnis der bisherigen Untersuchung ist der folgende Stammbaum der 
Satze VIII 7-8 und der aus ihnen folgenden musiktheoretischen Satze A und B: 



















































































VII i—2. Euklidischer Algo- Hilfssatze iiber Teile und Mengen von Teilen 
rithmus. GréBtes gem. MaB. VII 4—10. 
- ¥ 
VII 3. GréBtes gem. MaB Formale Satze iiber Proportionen und Pro- 
zu 3 Zahlen. dukte VII 11—19. 
¥ - Le 
VII 33. Zu mehreren Zahlen VII 20. Die kleinsten Zahlen, die 
die kleinsten zu finden, die ——j sich wie a:5b verhalten, messen 
sich verhalten wie sie. a und b gleich oft. 
Y 
BB 21. Relativ prime Zahlen sind 
| | die kleinsten ihres Verhaltnisses. 
¥ 
VII 24. Sind a und 6 VII 22. Die klein- 
i pee c, so ist ihr sten Zahlen in gege- 
Produkt ab es auch. benem_ Verhiltnis 
sind gegeneinander 
Y - 
prim. 
VII 25—26. 
Einfache Folgerungen. 
¥ 





VII 27. Ist a gegen b 
---— prim, so auch a* gegen 
b* und a® gegen 6°. 
¥ 
VIII 2. Geometr. Reihe 
in kleinsten Zahlen bei 
gegebenem Verhaltnis 
(a* : a*b : ab* : BS) 
¥ 
VIII 3. Bei geometri- 
-» schen Reihen in klein- 
sten Zahlen sind die 
auBersten Glieder prim 


+ Y 
| VIII 7. MiBt in einer VIII 8. Wenn a:b = e:f u. wenn 
| geometrischen Reihe die sich zwischen a und 6 Zahlen in ste- 

erste Zahl die letzte, so tiger Proportion einsghalten lassen, 
| miBt sie auch die zweite. so ebenso viele auch zwischen e u. f. 

7 

‘ Satz A uber die Teilung 
: der vielfachen Intervalle. 
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| Satz B des Archytas tiber die 
Teilung der iberzahligen Intervalle. | 
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§ 3. Das siebente Buch Euklids. 


Da8 der gréBte Teil des Buches VII pythagoreisch ist, nicht nur dem In- 
halte der Satze, sondern auch der logischen Gliederung nach, ist im vorgehen- 
den nachgewiesen. Welche Satze bleiben noch iibrig ? 

Die Satze VII 29-32 handeln von Primzahlen: 

VII 29. Jede Primzahl ist gegen jede Zahl, die von ihr nicht gemessen wird, prim. 

VII 30. Wenn zwei Zahlen, indem sie einander vervielfdltigen, irgendeine Zahl 
bilden und irgendeine Primzahl dabei das Produkt mit, dann muf diese auch 
eine der urspriinglichen Zahlen messen. 

VII 31. Jede zusammengesetzte Zahl wird von irgendeiner Primzahl gemessen. 

VII 32. Jede Zahl ist entweder Primzahl oder wird von irgendeiner Primzahl 
gemessen. 

Sie werden in den Elementen nirgends mehr benutzt. Es ist also nicht gut 
denkbar, daB Euklid oder einer seiner Vorganger im vierten Jahrhundert sie 
neu hinzugefiigt hatte, sondern es ist viel wahrscheinlicher, daB sie in der- 
pythagoreischen Vorlage bereits vorhanden waren. 

Die letzten sechs Satze des Buches VII handeln von dem kleinsten gemein- 
samen Vielfachen. Zundchst werden die Existenz des K.G.V. und seine Haupt- 
eigenschaft bewiesen: 

VII 34. Zu zwei gegebenen Zahlen die kleinste zu finden, die von ihnen ge- 
messen wird. 

VII 35. Wenn zwei Zahlen irgendeine Zahl messen, mu auch die kleinste von 
ihnen gemessene Zahl dieselbe messen. 

VII 36. Zu drei gegebenen Zahlen die kleinste Zahl zu finden, die von ihnen 
gemessen wird. 

Dann folgen drei merkwiirdige, im Grunde iiberfliissige Satze: 

VII 37. Wird eine Zahl von irgendeiner Zahl gemessen, so muB die gemessene 
Zahl einen Teil besitzen, dessen Nenner der messenden Zahl gleich ist. 

VII 38. Wenn eine Zahl einen Teil besitzt, einerlei welchen, so laBt sie sich 
durch eine Zahl messen, die dem Nenner des Teiles gleich ist. 

VII 39. Die kleinste Zahl zu finden, die vorgeschriebene Teile besitzt. 

Der Beweis von VII 39 wird nur fiir 3 Zahlen a, b, c gefiihrt; der Satz besagt 
also nichts Neues gegeniiber VII 36. Was mag wohl der Sinn dieser neuen 
Formulierung sein? 

Vielleicht wirft eine Platonstelle einiges Licht auf diese Frage. Im Staat 
525 E heiBt es, man solle nur von reinen Zahlen reden und nicht dulden, da8 
man etwa mit Zahlen komme, die mit sichtbaren oder greifbaren Kérpern ver- 
mischt sind. ,,Denn du weiBt ja, wie es die geschulten Mathematiker machen: 
wenn einer versucht, die reine Eins in Gedanken zu teilen, so lachen sie ihn aus 
und weisen ihn ab, und wahrend du sie zerstiickelst, antworten sie mit der 
Vervielfaltigung derselben.“ 
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- Veranschaulichen wir uns die Meinung Platons einmal an einem konkreten 
Zahlenbeispiel! Die ,,zu Zwecken der Kramerei‘ geiibte Rechenkunst, die die 
Einheiten als teilbar betrachtet, mége irgendeine Rechnung vornehmen, wie wir 
sie aus der 4gyptischen Bruchrechnung kennen, z. B. 1/2 — 1/3 = 1/6. Wahrend 
die Eins hier zerstiickelt, namlich halbiert und gedrittelt wird, wird der ,,fach- 
kundige Mathematiker“ sie vervielfachen, in diesem Fall versechsfachen. Er 
geht also von 6 Einheiten aus; von dieser Menge kann er dann ohne weiteres 
die Halfte (namlich 3) und ein Drittel (ndmlich 2) bilden; die Differenz ergibt 
dann in der Tat ein Sechstel der Menge, nimlich 1. So kann er jede Bruch- 
rechnung in eine Rechnung mit ganzen Zahlen verwandeln. 

Um dieselbe Uberlegung allgemein fiir irgendwelche Bruchrechnungen durch- 
zufiihren, ist es nétig, jeweils eine Zahl zu finden (wie die 6 in meinem Beispiel), 
von der man irgendwelche vorgegebenen Bruchteile bilden kann. DaB das 
immer méglich ist, besagt gerade unser Satz VII 39. Zu seiner Vorbereitung 
dienen VII 37-38. 

Damit ist aber noch nicht gesagt, daB diese drei Satze zum urspriinglichen 
Bestand der pythagoreischen Theorie gehdren. Sie kénnten ganz gut einen Zu- 
satz aus platonischer Zeit darstellen. Wohl halte ich die vorangehenden Satze 
VII 34-36 fiir urspriinglich. Denn eine Theorie des kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen gehdrt, schon wegen der Anwendung auf die Bruchrechnung, zu einer 
abgerundeten Teilbarkeitstheorie, wie sie das Buch VII bietet, unbedingt dazu. 

Wir haben nunmehr das Ganze des Buches VII mit Ausnahme der letzten 
drei Satze 37-39 als pythagoreisch erkannt. Das Ganze ist von auBerordent- 
licher Geschlossenheit und Schénheit: ein Werk aus einem GuB, ohne Nahte 
und Flickstellen, ein Gebaude, aus dem man keinen Stein herausbrechen kann. 
Die Ausdrucksweise ist manchmal archaisch und umstandlich (so die immer 
wiederkehrende Wendung: ,,Wenn eine Zahl eine Zahl vervielfacht und dadurch 
eine Zahl entsteht“), aber die Beweise sind fast immer die kiirzest denkbaren. 
Die Beweismethode des Hauptteiles l48t sich so charakterisieren: Satze iiber 
Produkte werden konsequent auf Satze iiber Proportionen zuriickgefiihrt, diese 
ihrerseits auf gleichlautende Satze iiber Teile und Mengen von Teilen. Der 
euklidische Algorithmus liegt dem Ganzen zugrunde. Die Proportionenlehre 
ist in 6 Sétzen (VII 11-14 und 17-18) zusammengedrangt. Darauf fubend, wer- 
den nacheinander die Theorie der relativ primen Zahlen und die Kiirzung von 
Verhaltnissen behandelt, dann dié Haupteigenschaften der Primzahlen, schlieB- 
lich das K.G.V. 

Die Tatsache, daB Archytas in dem bei Boethius dargestellten Beweis (§ 1) 
einen Satz VII 22 wortlich zitiert und eine Folgerung aus der Theorie, namlich 
VIII 8, wesentlich benutzt, beweist, daB die ganze Theorie dem Archytas im 
wesentlichen fertiy vorgelegen hat. Wie wir gesehen haben, zeigt das Buch VII 
keine Spuren einer spateren Uberarbeitung. Jch nehme also an daB Buch. VII 

Mathematische Annalen, 120 
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einen Lehrgang der pythagoreischen Zahlentheorie oder einen Teil eines solchen 
Lehrganges darstellt, der schon vor 400 schriftlich fixiert wurde und den Euklid 
ohne erhebliche Anderungen iibernommen hat. 

Diese SchluBfolgerung geht weiter als die von Heatu: ,,We have seen reason 
to suppose that there existed Elements of Arithmetics partly (at all events) 
on the lines of Euclid, Book VII, while some propositions of Book VIII (e. g. 
Propositions 11 and 12) were also common property“ und steht in direktem 
Gegensatz zur Ansicht Zeutuens, nach der die Satze des Buches VII von 
Theaitetos zuerst bewiesen worden seien. 


§ 4. Das achte Buch Euklids. 


Wahrend das siebente Buch durch die Konzentration und zwingende Logik 
seines Aufbaues unsere Bewunderung erregte, ist das achte viel weniger straff 
gegliedert. Die meisten Beweise enthalten iiberfliissige Bestandteile. Im Beweis 
von VIII 3 z. B. ist die Bildung und Benennung von vier neuen Zahlen, die 
sich wie a, b, c, d verhalten und die kleinsten ihres Verhdltnisses sind, iiber- 
fliissig, da a, b, c, d nach Voraussetzung schon selber die kleinsten ihres Ver- 
haltnisses sind. Der Beweis von VIII 4 ist von einer unausstehlichen Weit- 
schweifigkeit. Da8 VIII 6 und7 genau dasselbe besagen, mithin einer von bei- 
den entbehrlich ist, wurde oben schon bemerkt. Aber auch VIII 14 und 16 
besagen dasselbe, ebenso VIII 15 und 17, auch VIII 18 und 26 sowie VIII 19 
und 27. 

Derselbe Mangeil an Pragnanz zeigt sich im ganzen Aufbav des Buches VIII. 
Eine Hauptfrage des Buches heiBt: Wie miissen zwei Zahlen a und d be- 
schaffen sein, damit man zwischen sie oder zwischen zwei Zahlen im gleichen 
Verhaltnis irgendeine Anzahl von mittleren Proportionalen einschalten kann ? 
Die einfachste Antwort auf diese Frage steht nicht ausdriicklich im Text; sie 
heiBt so: Sind a’ und d’ kleinste Zahlen im Verhaltnis a: d, so miissen diese, 
damit man n mittlere Proportionale zwischen sie einschieben kann, (n + 1)-te 
Potenzen sein, oder in griechischer Ausdrucksweise: Jede der beiden Zahlen 
a’ und d’ mu8 durch n-mal wiederholte Vervielfaltigung einer Zahl mit sich 
selbst entstehen. DaB das richtig ist, folgt sehr leicht aus VIII 2 und VIII 3, 
namlich so: 

Es mégen etwa 2 mittlere Proportionale b und c zwischen a und d verlangt 
werden. Sind solche vorhanden, so ist also a:b = b:c =c:d. Die kleinsten 
Zahlen in diesem Verhaltnis a:b seien p und g. Dann sind nach VIII 2 die 
kleinsten Zahlen, die sich wie die Glieder der Proportion a, b, v, d verhalten, 
die.Zahlen p*, pg, pg? und g*. Die 4uBeren Glieder p* und q* sind nach VII 27 
oder nach VIII 3 zueinander prim; sie sind also die kleinsten Zahlen im Ver- 
haltnis a: d (VII 21). Also sind diese kleinsten Zahlen tatsachlich dritte Po- 
tenzen. 
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-Umgekehrt; Wenn a’ und b’ dritte Potenzen sind: a’ = p, h’ = q3, so bilden 
sie die 4uBersten Glieder einer nach VIII 2 gebildeten geometrischen Reihe 
p®, pq, pq*, g®. Nach VII 20 messen a’ und b’ die gegebenen Zahlen a und Lb 
gleich oft, etwa n-mal. Multipliziert man nun die Glieder der Reihe p®; p*q, 
pq*, g® alle mit n, so erhalt man eine viergliedrige geometrische Reihe mit den 
Endgliedern a und 6. Damit ist alles bewiesen. 

Dieser Beweis verwendet im Grunde genau dieselben Uberlegungen wie der 
Text der Elemente selbst. Da8 sie nur am Beispiel einer viergliedrigen Pro- 
portion erklart wurden, entspricht dem standigen Verfahren. Euklids. Aber 
wieviel umstandlicher verfahrt dieser! Nach dem entscheidenden und unent- 
behrlichen Satz VIII 2 wird zunachst VIII 3 aufgestellt, im Grunde nw-'ein 
Duplikat von VII 27. Nach einer Abschweifung iiber andere Gegenstinde 
(VIII 4-7) kommt der uns schon bekannte Satz VII1 8, der es gastattet, sich 
kiinftig auf den Fall zu beschranken, wo die gegebenen Zahlen a und d die 
kleinsten ihres Verhaltnisses, also relativ prim sind. Nun wird bewiesen’: 


VIII 9. Sind zwei Zahlen gegeneinander prim und kann man ’ischen sie Zah- 
len in stetiger Proportion einschalten, dann miissen sich eben’so viele Zaklen, wie 
sich zwischen jene in stetiger Proportion einschalten lassen, auch zwjschen jede 
von thnen und die Einheit in stetiger Proportion einschalten lassen 


VIII 10. Kann man zwischen jede von zwei Zahlen und die Einheit (gleichviele ) 
Zahlen in stetiger Proportion einschalten, dann miissen sich ebenso viele Zahlen , 
wie sich zwischen jede der beiden und die Einheit in stetiger Proportion einschal- 
ten lassen, auch zwischen jene in stetiger Proportion einschalten lassen. 


Damit ist das gestellte Problem prinzipiell gelést, und die Lésung ist auch 
mit der oben angegebenen gleichwertig, denn die Zahlen einer mit der Einheit 
anfangenden geometrischen Proportion 1, p, p?, . . . sind genau die Potenzen 
von p. Der Autor des Buches VIII ist aber mit dieser Formulierung noch nicht 
ganz zufrieden: er will insbesondere noch ausdriicklich sagen, daB man zwi- 
schen zwei Quadratzahlen eine, zwischen Kubikzahlen zwei mittlere Propor- 
tionale einschalten kann (VIII 11 und 12). Dabei werden aber VIII 11 und 12 
nicht als Spezialfalle aus VIII 10 erhalten, sondern neu bewiesen. Die Umkeh- 
rungen von VIII 11 und 12 werden nicht formuliert. 


Nachdem unser Autor in der angegebenen Weise die Frage, unter welchen. 
Bedingungen es eine oder zwei mittlere Proportionale gibt, einmal ganz und 
einmal halb gelést hat, nimmt er sie noch ein drittes Mal in Angriff, diesmal mit 
Hilfe der Begriffe ,,ahnliche ebene Zahlen“ und ,,ahnliche Kérperzahlen“. Die 
Satze VIII 18-21 besagen namlich: Dann und nur dann gibt es zwischen zwei 
Zahlen eine bzw. zwei mittlere Proportionale, wenn diese Zahlen ahnliche ebene 
bzw. kérperliche Zahlen sind. 

Der Begriff ,,ahniiche Zahlen“ verfiihrt leicht zu Trugschliissen. Im Beweis 


10* 
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von VIII 22 steckt ein solcher; darauf hat schon Reipemetsrer (Arithm. d. Gr. 
§ 4) aufmerksam gemacht. Es heif8t dort namlich: a ist zu ¢ dhnlich und a ist 
eine Quadratzahl, also ist c eine Quadratzahl. Das ist zwar richtig, aber es muB 
bewiesen werden, denn a und c kénnten ja auch dhnliche Rechteckszahlen mit 
ungleichen Seiten sein. 

Wir sehen, da8 unser Autor standig mit der Ausdrucksweise ringt: er hat 
die Probleme, die er sich gestellt hat, wohl gelést, aber er weiB die Lésung nicht 
kurz und pragnant, ein fiir allemal giiltig zu formulieren. Nicht zuletzt liegt 
das auch daran, daB kurze Worte wie Produkt und Potenz ihm fehlen. Wahrend 
aber der Autor des Buches VII mit der umschreibenden Ausdrucksweise fiir 
Produkt usw. leicht fertig wird und seine Hauptsatze klar und logisch anein- 
anderreiht, ist das dem Autor des Buches VIII nicht gelungen. Ein weiteres 
Beispiel dafiir: Er bringt den entscheidenden Satz VIII 2, auf dem im Grunde 
das ganze Buch beruht, nicht als Satz, sondern als Aufgabe, was zufolge hat, 
daB er sich spater nicht auf eine fertige Formulierung berufen kann, sondern 
immer ein Stiick des Beweises mit zitieren. muB. 

Nach dieser Stiluntersuchung des Buches VIII wird es klar, daB das ganze 
Buch das Werk eines einzigen Autors ist. Dieser Autor muB ein Pythagoreer 
sein. Es ist unméglich, zwischen den als pythagoreisch nachgewiesenen Satzen 
VIII 2-3, 7-8, 11-12, 18-21 und den nachfolgenden Satzen irgendwo eine 
Trennungslinie zu legen, wo das Werk eines Spateren anfangen sollte. Die mit 
VIII 2-3 und 8 eingeleitete Problemstellung verlangt eine Lésung, wie sie eben 
durch VIII 9-10 gegeben ist. Sachlich fangt zwar mit VIII 11 ein neuer Ab- 
schnitt an, der von den ebenen und kérperlichen Zahlen, von Quadrat- und 
Kubikzahlen handelt, aber dieser neue Abschnitt ist ebenso pythagoreisch wie 
der erste und die Stileigentiimlichkeiten und logischen Mangel sind dieselben. 

Es ware an sich denkbar, daB die gréBere Pragnanz des Buches VII eine 
Folge einer spiteren Uberarbeitung ware. Der Bearbeiter hatte dann alles 
iiberfliissige ausgeschieden, das Ganze straffer zusammengefaBt und die Be- 
weise ganz zwingend gemacht. Jedoch scheint das nicht wahrscheinlich. Das 
Problem des Buches VII: die Begriindung der Lehre von den Zahlenproportio- 
nen und von den Teilbarkeitseigenschaften der ganzen Zahlen ist ein logisches 
Problem. Ein solches Problem stellt sich nur einer, dem es auf die logische 
Gliederung der Wissenschaft und die véllige Scharfe der Beweise als Haupt- 
sache ankommt. Ein solcher scharfer Logiker stelit aber auch prazis dar, er 
wiederholt sich nicht und macht keine Fehlschliisse. 

Buch VIII ist jiinger als VII, denn es benutzt dessen Ergebnisse. Wir kén- 
nen dasselbe aber noch tiefer begriinden. Die in VII bekandelten Probleme 
und Begriffe: Proportion, Primzahl, G.G.T., K.G.V. haben die Zahlentheore- 
tiker naturgemaB von jeher interessiert. Die Probleme des Buches VIII da- 
gegen hangen aufs engste mit der Lehre des Irrationalen zusammen, die nach 
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einer gut begriindeten Ansicht?’) erst kurz vor 400 aktuell wurde. Das VIII. Buch 
enthalt nimlich die Erkenntnis, daB8 es unter Umstanden unméglich ist, eine 
rationale mittlere Proportionale zwischen zwei Zahlen zu finden. Stellt man 
aber diese Zahlen durch Strecken dar, so gibt es zwischen diesen Strecken wohl 
immer eine mittlere Proportionale®’). Diese geometrisch konstruierte mittlere 
Proportionale kann also nicht durch eine ganze oder gebrochene Zahl dargestellt 
werden, d.h. sie ist irrational. So hangt das VIII. Buch mit der Lehre vom 
Irrationalen zusammen, die ja bekanntlich auch von den Pythagoreern be- 
griindet wurde. 


§ 5. Der Verfasser des achten Buches. 


Unter den pythagoreischen Mathematikern am Anfang des 4. Jahrhunderts 
ragt Archytas von Taras, der Freund und Lehrer Platons, hervor. Wir haben 
oben schon gesehen, daB die zahlentheoretischen Satze des achten Buches eng 
mit den musiktheoretischen Untersuchungen des Archytas, namlich mit der 
von ihm bewiesenen Unmdglichkeit der Teilung der iiberteiligen Intervalle in 
zwei oder mehr gleiche Teilintervalle, zusammenhangen. Aber noch in anderer 
Hinsicht beriihrt sich das achte Buch mit dem Werke des Archytas. Die 
Archyteische Lésung des Delischen Problems®) der Wiirfelverdopplung geht 
davon aus, daB dieses Problem gleichbedeutend igt mit der Konstruktion von 
zwei mittleren Proportionalen zwischen zwei gegebenen Strecken. Mit der Ein- 
schaltung von mittleren Proportionalen befa8t sich auch das achte-Buch. Den 
Zusammenhang zwischen dem Problem der Wiirfelverdopplung und den ahn- 
lichen Kérperzahlen betont auch die Epinomis mit allem Nachdruck®). 

So kénnte man auf die Vermutung kommen, daB Archytas selbst der Autor 
des achten Buches sei. Und in der Tat besteht eine auffallende Ahnlichkeit im 
Stil zwischen diesem Buch und den iiberlieferten Archytasfragmenten. Man 
vergleiche zunachst den oben mitgeteilten, von Boethius iiberlieferten Beweis 
des Satzes B mit Buch VIII. Hier wie dort dieselbe Umstandlichkeit und Weit- 
schweifigkeit, dieselbe pedantische Ausfihrlichkeit in den kleinsten Beweis- 


27) Voct, H.: Die Entwicklungsgeschichte des Irrationalen, Bibliotheca Math. X 
(1910). Junce, G.: Wann haben die Griechen das Irrationale entdeckt ? Halle 1907. 

28) Die geometrische Konstruktion der mittleren Proportionale ist Archytas und 
den Pythagoreern ganz geliufig, aber sie muB bereits Hippokrates bekannt gewesen 
sein; denn wie kénnte dieser sonst zwei Strecken bilden, die sich in der Potenz wie 
1:3 oder wie 2:3 oder wie 1:6 verhalten? 

**) Eudemos im Eutokioskommentar zu Archimedis Opera (Heiberg) III, 8. 99. 

%) Plato, Epinomis 990 D: ‘,»Was aber vollends ein nicht mehr menschliches, son- 
dern géttliches Wunder bedeutet, das wiirde dem offenbar werden, der nach dieser 
die dreifach ausgedehnten und kérperlichen Zahlen verstehen kénnte. Die aber wie- 
derum, die in diesem Sinne unahnlich geworden sind, mége er durch eine andere 
Kunst aéhnlich machen, durch diejenige namlich, die die mit ihr bekannt gewordenen 
Stereometrie genannt haben‘. Vgl. ToEPizz, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. 
B 2, S. 334, und Becker, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 4, 8S. 191. 
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schritten! Wortreichtum und viele Wiederholungen kennzeichnen auch das 
bekannte Archytasfragment iiber die hohen und tiefen Téne**). 

In meiner Abhandlung iiber die Harmonielehre der Pythagoreer habe**) ich 
die Vermutung aufgestellt, daB die in der Sectio canonis mitgeteilte Begriin- 
dung der pythagoreischen Musiktheorie von Archytas stammt. In dieser Be- 
griindung findet sich, wiederum typisch fiir Archytas, an der entscheidenden 
Stelle (ndmlich im Beweis von Satz 11) ein Fehlschlu8. Aber auch sonst ist die 
Sectio in mancher Hinsicht dem VIII. Buche der Elemente ahnlich. Satz 5.der 
Sectio ist nur eine Wiederholung des Satzes 1. Der Beweis des Satzes 6 ist un- 
nétig kompliziert, weswegen auch ein spdterer Bearbeiter einen zweiten, kiir- 
zeren hinzugefiigt hat. Auch der Beweis des Satzes 10 146t sich kiirzen. So er- 
kennt man in der Sectio canonis trotz der erheblichen spateren Uberarbeitung 
(namentlich in der Einleitung, wo sich der Einflu8 des Herakleides Pontikos 
nachweisen laB6t®), und in den Satzen 17 und 18, die das enharmonische Tonge- 
schlecht anders definieren als Archytas) den Stil des Tarentiners deutlich wieder. 

Die Wiirfelverdopplung des Archytas zeugt von einer hervorragenden Raum- 
anschauung und einer starken Erfindungsgabe. Die Kérper und Raumkurven, 
die er als Hilfsmitte]l heranzieht, werden durch mechanische Bewegungen er- 
zeugt. Archytas soll auch ein Werk iiber Mechanik (oder iiber Maschinen) ge- 
schrieben und selber Maschinen konstruiert haben**). Wir kénnen ihn also cha- 
rakterisieren als einen erfindungsreichen Geometer und hervorragenden Mecha- 
niker und Musiktheoretiker mit einer ungliicklichen Liebe zur Logik und zur 
exakten Arithmetik. 

Wie alle Pythagoreer, war Archytas immer geneigt, alles auf Zahlen zuriick- 
zufiihren und durch Zahlen auszudriicken, und so gibt er auch der Logistik 
den Vorrang vor der Geometrie, ,,weil sie deutlicher als diese behandeln kann, 
was sie will‘**). Die anschlieBende Bemerkung: ,,Und wo die Geometrie wie- 
derum versagt, bringt die Logistik Beweise zustande“, ist wiederum typisch fiir 
die schwache Logik des Archytas. Er hat das Problem des Irrationalen nicht 
klar erkannt und nicht gesehen, daB gerade umgekehrt die Geometrie, nam- 
lich die geometrische Algebra, strenge und allgemeine giiltige Beweise fiir al- 
gebraische Formeln wie (a + b)? = a? + 2ab + b? zu geben vermag*), wo die 
Logistik im Falle der Irrationalitat der GréBen a und b versagt. 


$6. Das neunte Buch Euklids. 


Der Anfang des Buches 1X (Satz 1-13) schlieBt sich sachlich unmittelbar 
an VIII an: hier wie dort ist von geometrischen Reihen, von Quadrat- und 


*1) Diets: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas B. 1. 
32) VAN DER WAERDEN, B. L.: Hermes 78 (1943). 

%3) Diets: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas A. 1. 
4) Diets: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas B 4. 
%) Vgl. Euklid IT 4. 
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Kubikzahlen die Rede. Aber der Stil verrat einen anderen Autor. Hier keine 
Wiederholungen, keine iiberfliissigen Satze, keine Weitschweifigkeit in den Be- 
weisen. Die 13 Satze werden nach einer ganz einheitlichen Methode bewiesen, 
und zwar ist diese Beweismethode eine ganz andere als die in VIII meistens 
angewandte. Die Satze des Buches VIII beruhen ndmlich letzten Endes alle 
auf VIII 2: Kleinste Zahlen in geometrischer Reihe in gegebenem Verhiltnis 
zu finden, soviel verlangt werden. In IX 8-13 nun handelt es sich um gao- 
metrische Reihen von der 1 aus. Wiirde man die Konstruktionsmethode VIII 2 
auf diesen Fall anwenden, so wiirde herauskommen, daB die Glieder einer 
solchen Reihe alle durch Vervielfaltigung einer Zahl a mit sich selbst ent- 
stehen: 1, a, a*, ... Daraus kénnte man Satze wie 1X 8, 9, 11 unmittelbar 
herleiten. Aber das neunte Buch verfahrt anders: die Vervielfaltigungsmethode 
wird nirgends angewandt, sondern vorzugsweise die Satze iiber ahnliche ebene 
und kérperliche Zahlen. Um z. B. zu beweisen, da8 das 5. Glied d einer geo- 
metrischen Reihe 1, a, b, c, d, . . . eine Quadratzahl ist (IX 8), wird nicht etwa 
bemerkt, daB d das Quadrat von db ist, sondern es heiBt: Aus b: c = c: d folgt 
nach VIII 22, da b eine Quadratzahl ist, daB auch d eine sein muB. 

Diese Beweismethode hat den Vorzug, daB sie es gestattet, gewisse Umkehr- 
sitze ebenso einfach zu beweisen wie die Satze selbst. Z. B. besagt IX 10, 
die Umkehrung von IX 9: Wenn das vierte Glied c eine Quadratzahl ist, so 
auch das zweite Glied a. Beweis: Wegen a:b =}: c sind a und ¢ dhnliche 
ebene Zahlen. 

Nach dieser Beweismethode werden alle Satze 1X 1-14 einheitlich und ohne 
Umwege bewiesen. 

Der Verfasser des Buches IX ist demnach ein anderer als der von VIII. Da 
er die Sétze des Buches VIII dauernd anwendet, miissen wir ihn spater als 
Archytas ansetzen. Wahrscheinlich gehérte er dem Kreise der Platonischen 
Akademie an: Proklos nennt in seinem Mathematikerverzeichnis eine ganze 
Reihe von Mathematikern aus diesem Kreise, die zur Vervollkommnung der 
Elemente beigetragen haben. 

IX 14-20 haben wenig Zusammenhang untereinander und mit dem Voran- 
gehenden und Folgenden. 1X 20 ist mit Recht beriihmt: Es gibt mehr Prim- 
zahlen als jede vorgelegte Anzahl von Primzahlen. Wann und von wem diese 
Satze aufgestellt worden sind, wissen wir nicht. 

Den Schlu8 des Buches IX bildet die Lehre von Geraden und Ungeraden. 
Nach O. Beqxer®) mu der Beweis von 1X 32 urspriinglich anders gelautet 
haben: 1X 32 kann ohne Verwendung des in den Zusammenhang nicht hinein- 
gehdrigen IX 13 direkt aus einem der beiden vorangehenden Satze IX 30 oder 
31 hergeleitet werden. Nach dieser Bereinigung bilden 1X 21-34 ein geschlos- 


%*) Becker, O.: Quellen u. Studien z. Gesch. d. Math. B 8, S. 533. 
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senes Satzgefiige, welches nirgends auf die iibrigen arithmetischen Biicher 
Bezug nimmt. 

Schon daraus geht das hohe Alter dieser Gruppe von Satzen hervor. Als 
Bestatigung kommt noch ein Epicharmfragment hinzu, das auf das ,,Gerade 
und Ungerade“ anspielt3’). Ich méchte die Entstehung dieses , ,altesten wadnu« 
der Pythagoreer“ (REIDEMEISTER) in die 1. Halfte des 5. Jahrhunderts verlegen. 

Die Krénung der Lehre vom Geraden und Ungeraden ist der Satz iiber die 
vollkommenen Zahlen IX 36, zu dessen Beweis die Satze IX 21-34, wie Becker 
gezeigt hat, vollkommen ausreichen. Der bei Euklid dargestellte Beweis scheint, 
wie REIDEMBISTER es ausdriickt, ,,aus dem sachlich nicht gerechtfertigten Be- 
miihen hervorzugehen, den Satz in den allgemeinen Zusammenhang des Buches 
hineinzustellen, die Lehre von den geometrischen Reihen“’. Deshalb wurde auch 
die Summenformel der geometrischen Reihe als Satz IX 35 vorausgeschickt. 

Die vollkommenen’ Zahlen sind verwandt.mit den ,,befreundeten Zahlen“, 
das sind Paare von Zahlen, von denen jede gleich der Summe der Teiler der 
anderen ist. Als man Pythagoras fragte, was ein Freund sei, sagte er ,,ein zwei- 
tes Ich“* und gab dazu die befreundeten Zahlen 220 und 284 an**). 

Die einzige Anwendung der Lehre vom Geraden und Ungeraden bei Euklid 
selbst ist der Beweis des Satzes X 115a, der am Schlu8 des X. Buches steht, 
aber aus dessen Zusammenhang herausfallt: 

X 115a. Man soll zeigen, daB in jedem Quadrat die Diagonale der Seite linear 
inkommensurabel ist. ' 

Auf diesen Beweis spielt Aristoteles mehrfach an*®). Er lauft darauf hinaus, 
da8B man zeigt: Wenn die Diagonale der Seite kommensurabel wire, so wire 
eine und dieselbe Zahl gleichzeitig gerade und ungerade. Wenn die obige Da- 
tierung der Lehre vom Geraden und Ungeraden richtig ist, so hatte man um 
450 schon iiber die Elemente dieses Beweises verfiigt. 

Einen Terminus ante quem fiir die Entdeckung der Irrationalitat der Qua- 
dratdiagonale gewinnen wir nach ZeutHEN folgendermaBen: Theodoros von 
Kyrene, der nach der dichterischen Fiktion Platons (im Theaitetos) als alter 
Mann um 400 in Athen gelehrt haben soll, setzte bei seinen Hérern die Irratio- 
nalitat von ) 2 offenbar als bekannt voraus, denn er verlor kein Wort iiber 
| 2, sondern ging gleich zu )/3 und dann zu /5 bis 17 tiber®). Es ist an- 
zunehmen, da8 Platon, der sich in diesem seinem verstorbenen Freunde Theai- 
tetos zu Ehren geschriebenen Dialog an die Hervorhebung der Verdienste des 
Freundes sehr viel gelegen sein laBt, die Abgrenzung der mathematischen Lei- 





”) Diets: Fragmente der Vorsokratiker, Epicharm A 2. Vgl. dazu vor allem 
Rostacni, Il Verbo di Pitagora. 
%8) Jamblichos in Nicomachi Arithm. Introd. 35 ,_,. 
3*) Heipenc: Mathematisches zu Aristoteles, S. 24. 
#) Tlaton, Theaitetos 147 D. 
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stungen der dramatis personae gegeneinander wahrheitsgetreu dargestellt hat. 
Danach hat also Theodoros (der nach Diog. Laert., Jamblichos und Proklos 
in der 2. Halfte des 5. Jahrhunderts, etwa gleichzeitig mit Hippokrates von 
Chios gewirkt hat) die Irrationalitat der Quadratseiten /3, //5,... Y/17 
aufgezeigt, aber die von //2 war schon vor ihm bekannt. 

Durch die Aufzihlung der Lerngebiete, in die Theodoros den jungen Theai- 
tetos unterrichtet haben soll: Geometrie, Astronomie, Harmonielehre und 
Rechenkunst®) erweist sich Theodoros als Pythagoreer oder zumindest den 
Pythagoreern nahestehend. Auch Pappos*) bestatigt uns, daB die Theorie der 
irrationalen GréBen in der pythagoreischen Schule ihren Anfang genommen 
hat (und dann von Theaitetos weiter ausgebaut wurde). Der Irrationalitats- 
beweis fiir /2 muB also auch den Pythagoreern zugeschrieben werden, und 
zwar den vor Theodoros lebenden. So kommen wir von der anderen Seite auf 
dieselbe Zeit: Um 450, jedenfalls aber vor 420 ist der Irrationalitdtsbeweis fiir 


V2 auf Grund der pythagoreischen Lehre vom Geraden und Ungeraden gefiihrt 
worden. 


“1) Platon, Theaitetos 145 C. 


“*) Pappos, Commentary on Book X of Euclids Elements ed. Junce-Tuomson, 
Cambridge 1930. 


(Eingegangen am 7. Juli 1943.) 











Some Identities between Arithmetic Means and the other 
Elementary Symmetric Functions of n Numbers‘. 





Von 
ALEXANDER Dincuas in Berlin. 


1. Introduction. Four years ago I have proved") an interesting identity 
between the arithmetic and geometric mean of n positive numbers from which 
can be deduced of the well-known inequality between both meens. 

Let A, (kn) be the arithmetic and G, the geometric mean of the first 
k numbers of aj, dg, ..., @,. 

Then I have obtained in the paper mentioned 

1 1 1 1 


(4. 4) ‘ 8 
n(A,—G,) =4@,+ +--+ a,—nV a.-a, => (a, —Gy_1)® Pha (ahs Gps) 
2 


where P,_, (x, a) denotes the polynom 
(1. 2) e244 2eSa4..4(k—i)a**, (P,(z,a) =1). 


The identity (1.1) obviously holds for n=2. To prove this for all values 


of n, we write 
1 n-l 


(1.3) n(A,—G,) =(n—1) (A,_,—G,_,) +4, —na,G,", + (n—1)G,_,- 
Now, by differentiating 


oe" —e" 
z—6 


as gt-t 4 gt-8g4.... 44%), 





with respect to a, we obtain 


z"—n za"~1+ (n—1) a" 
(z—a)* 





(1. 4) = P,_,(z,@) 


and so 
1 1 “_— 


(1.5) n(A, —G,) = (n—1) (A,_,—G,_1) + (a; om Gt? Pi» (a), G,_.)- 


* This note was written in the beginning of 1944 but has not been published yet. 
Its contents were lectured in the university of Berlin in February, 1947. 

1) Uber eine algebraische Identitat zwischen dem arithmetischen und geometri- 
schen Mittel von n positiven Zahlen. (Math. Z. 49, 563-4 (1943). 
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The object of this paper is to prove following similar identity between A” 
and Gr 


n n = (4, —Ap-1)* 
(1.6) A,—6G, = Dr Pn a (Any Anan) Oy gas dy 
h=2 
This identity offers great advantages. In fact, by setting a,+ x for a,, we 
may write 


(1.7) (n+ PT ato 


n 


ae FAD pth, + 8, An +O 8 
= > ie n-2(Ap tH 2%, Again n+. + %)--+(@, + 2). 
=2 


From this, by equating coefficients 2*(k=2,3, ..,n) we deduce, n—1 
identities between A*, A®, .., A® and the other elementary symmetric 
functions of aj, a, .., a,. 


2. Proof of (1.6). We begin with the proof of (1.6) and we may proceed 
by induction. 


It is easy to verify, the formula (1.6) for n =2. Then writing 


, (@, —A,_.¥ 
F, (a) = > ae Pye (Ans Ani) Sega °** Gs 
=2 


and supposing that (1.6) holds for n—1 we get 


+ (n=—1)A,_,|"—n"a  - 
A. —G, =F,_, (a)a, + jth 4-3) eaten 





n®™ 


Now 
Pie (a, + (n—1) A,-1 nA,_1) _ n®-* Ps (An, A,-1) = 


a |a, + (n—1) A,.,}" oF (” Ay 1)" {4 + (n—1) A,-1] + (n—1) (” A,,)" 
(@, — 4y-1)* ’ 





and so 
{a, + (n—1) Ay_,}"—n"a, A"? = (a, — Ay_)* n"-® Py_g (Ags An-1)- 
Therefore (1.6) holds for all values of n. 


3. A general identity between St and S,. Expandi: g the lefthand side of 
(1.7) in powers of z, and remembering that the elementarysymmetric functions 
of a,,...,@, are defined by*) 





2) Cf. Hardy-Littlewood and Polya, Inequalities, Cambridge 1934, p. 51. 
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(3.1) I] +4) =» (7) $.(a) (So (a) =1), 
1 


r=0 


we obtain 


(3.2) (A, +2)"—J] (+4) =)» (?) (S31@—s,(@]} 2. 
1 r=2 
Now we have 


Py 9 (Ag + 2, Agiy + 2) (Qui + 2)---(Q,+ 2) = 
A=wh-2 
= DS) (A+ 1) (Agen + 2)* (Ay + 2)*"4-? (a, 6 + 2)--- (@, +2), 


A=0 


and therefore the coefficient of z*~" in the lefthand side of (3.2) is equal to 
—r € bi A, h-2-2 
73) Ss +1) ae Spon2 (An-13 Ani Sapir +++ Gn) 


where generally S?-*-4-3 (Ay _1; Agi Gq4iy +++) 4) denotes the r—2"4 elemen- 
tary symmetric Sunation of the n—2 ans A,_, (A times), A, (k—A—2 
times) and @,,,, ---, @- 

Combining with (3.2) we see 


(3. : A’ —S, (a) = 


“2 DS Sa sya ms Goh. 13 Ans Fpanas ~++> Sq)- 


Assuming r=2, we obtain 


(3+) - SS “a =36) yu k-1 —a,)? (a), 


0<ms a, <M: 








If 
it follows from (3:3) 


saad” Sead ee-ae 


—1) mt-? < 1 
< FEB Ss at 





and for r=n, 
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SOS (Heats ast Stan 


The identities (3.3) are not the only identities between the elementary sym- 
metric functions of n numbers. As you know a series of identities of a qua- 
dratic form of three consecutive S,, similar to the wellknown inequalities of 
Minkowski from the theory of convex bodies are established by Jollife and 
Muirhead. About this be referred to the mentioned book of Hardy-Little- 
wood and Polya. 


(Eingegangen am 1. Februar 1946.) 











Bemerkungen zum Algebrenbe¢riff. 


Von 
Ginter Picxkert in Tiibingen. 


Im folgenden sollen einige der Schwierigkeiten untersucht werden, die sich 
bei Betrachtung von Algebren iiber beliebigen Ringen dadurch ergeben, dab 
diese Ringe nichtkommutativ oder ohne Einselement sein kénnen. 

Unter einem Vektorraum oder Linearformenmodul (Elemente mit lateini- 
schen Buchstaben bezeichnet) iiber dem Ring R (Elemente mit griechischen 
Buchstaben bezeichnet) verstehen wit wie tiblich einen R-Linksmodul, dessen 
Elemente eindeutig als Linearformen in Elementen einer gewissen Untermenge 
dargestellt werden kénnen. Diese Untermenge ist also eine linear-unabhangige 
R-Rasis. Uber ihre Machtigkeit wird keine Voraussetzung gemacht. 

Ein Basiselement u, muB natiirlich auch wieder Linearkombination von ge- 
wissen Basiselementen u,(i = 1, 2, . . ., ) sein: uy = Pet und mit beliebi- 


gem —: Eu, = DS Ee, u,, also & = Ee, und Fe, = 0 (i = 2, . . ., m). Die erste dieser 
i 


Beziehungen bedeutet, daB R ein Rechtseinselement besitzt, und die zweite, 
daB die ¢,...,¢, jedes Element von R bei Multiplikation von rechts annul- 
lieren; solche nichtverschwindende Elemente und damit sowohl Links- wie 
Rechtsnullteiler sind jedenfalls wegen & (ex, — 4) = 0 immer dann vorhanden, 
wenn es in R zwar ein Rechtseinselement ¢ aber kein Linkseinselement 
und damit auch kein Einselement — gibt.) 

Ist andererseits ein Ring R mit Rechtseinselement ¢ gegeben und M eine 
beliebige Menge, so bilden die simtlichen durch Belegung der Menge M mit 
Elementen von R, von denen in jeder Belegung nur endlich viele von Null 
verschieden sein. diirfen, entstehenden Mengen einen R-Modul, wenn man 
Multiplikation mit einem « aus R als Multiplikation der Belegungselemente 
mit « von links und Addition zweier Mengen als Addition der zu gleichem 
Element von M gehorenden Belegungselemente erklart. Man sieht sofort, daB 
dann die Belegungen, bei denen ein Element gleich einem fest gewahlten Rechts- 
einselement, alle andern aber 0 sind, eine linear-unabhangige Basis von der 
gleichen Machtigkeit wie M bilden. Somit haben wir das Ergebnis: 

Uber dem Ring gibt es dann und nur dann einen Vektorraum mit einer 
Basis vorgeschriebener Mdchtigkeit, wenn R ein Rechtseinselement besitzt. 


1) Siehe hierzu Baer, R.: ,,Inverses and zero-divisors‘*. Bull. Am. Math. Soc. 48, 
631 (1942). 
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Wir reden hier nicht von der Dimension des Vektorraums, da tiber beliebi- 
gem Ring die Machtigkeit einer linear-unabhangigen Basis keine Invariante 
zu sein braucht und daher u. U. den Namen ,,Dimension“ nicht verdient. Be- 
ziiglich dieser Fragen sei verwiesen auf die Arbeiten von C. J. Everett, 
»,Vector Spaces over Rings‘ (Bull. Americ. Math. Soc. 47, 1944) und J. 
DreuponnE, ,,Sur le nombre de dimensions d’un module“ (C. R. Acad. Sci. 
Paris 215, 1942). 


Man rechnet leicht nach, daB der Ring R, mit kleinster Elementenzahl, der 
zwar Rechtseinselemente aber kein Einselement besitzt, seiner Struktur nach 
eindeutig bestimmt ist: Seine additive Gruppe besitzt die Struktur der Kie1n- 
schen Vierergruppe, alsoa +a=8+8=y+y=0,4+8=y,8+y=<a, 
y +a=8, und die Multiplikation ist erklart durch a? = a8 =a, 8? = Ba=8, 
ya= 78 = y, «cy = By = y* =0, so daB « und 6 Rechtseinselemente sind und 
y den gesamten Ring von rechts annulliert. In dem Vektorraum der Element- 
paare (€, 7) aus A, bilden dann nicht nur die Paare («, 0), (0, a) oder (x, 0), 
(0, 8) sowie die daraus durch Vertauschung von « und § entstehenden eine Ba- 
sis, sondern auch u = (a, 8), v = (0, a); denn ausEu + nv =0 folgt 0 = Ex=—& 
und £6 + ya = 0, d. h. y = 0, wahrend (a, 0) = u — Gv ist. Bei dieser Basis- 
wahl ist nun u=a(a,0) + Bu= au + (8 —aB)vo= au + yv. Damit haben 
wir ein Beispiel fiir nichtverschwindende ¢,,...,¢, in unserer friheren all- 
gemeinen Betrachtung. Wahrend das Einselement immer Einheitsoperator 
ist, mu8 umgekehrt der Einheitsoperator, falls er in  vorkommt, Linkseins- 
element und damit Einselement sein, kann daher bei Fehlen eines solchen gar- 
nicht in R vorkommen. 


Aus eihem Vektorraum wird nun eine Algebra A, wenn eine assoziative und 
distributive Multiplikation der Vektoren mit 


(1) (au)v = u(av) = a(uv) 


erkiart ist. Zur Unterscheidung von einem spater einzufiihrenden Begriff spre- 
chen wir dann von einer Algebra im engeren Sinne (i.e. S.). Aus (1) folgt nun 
weiter (au) (Bv) = a(u(Bv)) = a(B(uv)) = (@B) (uv), aber auch = A((au)v) = 
=B(a(uv)) = (Ba)(uv), also 


(2) (aB —-Ba) (uv) =0 


fiir je zwei Ringelemente a, 6 und je zwei Algebrenelemente u, v. Besitzt nun 
A ein Linkseinselement ¢, so kann ¢ durch kein R-Element « + 0 an.-ulliert 
werden, da mit u, als Basiselement au, = «(eu,) = (ae)u, nicht verschwin- 
den kann. Mit u= v = ¢ folgt also aus (2): 
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Eine Algebra i.e. S. mit Linkseinselement gibt es nur iiber einem kommuta- 
tiven Ring. 

Wird die Existenz eines Linkseinselements nicht gefordert, so gibt es selbst- 
verstandlich auch iiber nichtkommutativem Ring Algebren i-e. S.: Man braucht 
nur die Multiplikation durch A* = 0 zu erklaren. 

Bei einer Algebra i. e.S. ist bekanntlich die Multiplikationstafel vollig durch 
die Koeffizienten der Linearformen 


(3) usu = Dy! uw, 
I 
die sogenannten Strukturkonstanten, bestimmt nach der Formel 
(4) (2a, 4) (Zt) =) Prvihan- 
i Kh 1, ,l 


Wird aber iiber einem beliebigen Ring R mit Rechtseinselement in einem 
Vektorraum durch (4) eine zudem noch assoziative Multipljkation erklart, so 
ist damit i. A. keine Algebra i.e. S. konstruiert, wie das Beispiel des ein- 
gliedrigen Linearformenmoduls mit y{) = 1 iiber dem Ring der Quaternionen 
zeigt: Der Vektorraum besitzt u, als Einselement, aber die Quaternionen bil- 
den einen Schiefkérper. Wir sprechen daher in diesem Falle von einer Algebra 
im weiteren Sinne*) (i.w.S.). Hat aber R kein Einselement, so besitzen die y/, 
in (4) i. A. nicht mehr die Bedeutung von (3), wie aus dem eingliedrigen Linear- 
formenmodul (Ryu) mit u = au hervorgeht, wenn wir ihn durch y{) = y, also 
(Eu)(nu) = (Eny)u = 0 zu einer Algebra (sogar i.e.S.) machen. Aus diesem 
Beispiel erkennen wir auch, da8 i. A. eine Abanderung der Strukturkonstanten 
bei gleichbleibender Basis keine Anderung der Algebra hervorzurufen braucht. 
Um diese Schwierigkeiten zu vermeiden, sei im folgenden, wo nicht ausdriick- 
lich anders vermerkt, AR als Ring mit Einselement angenommen. 

Wahrend nun bei einer Algebra i.e.S. die Assoziativitat der Multiplikation 
bereits aus den Gleichunger 


(5) U; (Uy, %) = (4; 4) 4, 


folgt, ist dies bei einer Algebra i.w.S. nicht der Fall. Man erkennt dies am 
besten am Beispiel des Linearformenmoduls (u, v) iiber den Quaternianen (mit 
den Einheiten 1, j, k, 1 im Gégensatz zu unserem sonstigen Schreibgebrauch 
fiir die Elemente. von A): Die Multiplikationstafel u? =u, uv = vu= vv, 
v® = kv erfiillt die Gleichungen (5), aber die nach (4) erklarte Multiplikation 
ist nicht assoziativ: . 


v(v(ju)) = v(je) = (jk)v=lv, (vv)(ju) = (kv) (ju) = (kj)v = —lv.. 








*) Bei Zassennaus, Lehrbuch der Gruppentheorie I, S. 67 (1937) als R-Schiefring 
bezeichnet. 
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Um die Frage der Assoziativitét.allgemein zu untersuchen, dricken wir Gl. (5) 
in den Strukturkonstanten aus: 


(6) hi vi} = 2 Wh yf? 


Andererseits ist, wie man leicht nachrechnet, die durch (4) definierte Multipli- 
kation dann und nur dann assoziativ, wenn fiir jedes — 


(7) bx Wy) = * 1h Ey” 


erfiillt ist. Man kann aber bestimmt dann von (6) auf (7) schlieBen, wenn die 
Strukturkonstanten im Zentrum von R liegen*), woraus wir u. a. erkennen. 
daB auch der Polynomring R [z] bei nichtkommutativem R eine Algebra i. w. S. 
ist — allerdings keine i.e.S., denn («z)(8z) = (a8) 2z* und nicht = @((«z) z) = 
(8 a) z*. Doch ist diese Bedingung nicht notwendig, da (6) und (7) trivialer- 
weise erfiillt sind, ohne daB die 72 im Zentrum von R zu liegen brauchen, falls 
nur das Produkt zweier y immer = 0 ist. 

Weiter ist als Besonderheit bei einer Algebra i.w.S. zu erwahnen, daB eine 
beliebige Basis des Vektorraumes i.A. nicht als Algebrenbasis dienen kann, 
wenn wir — wie allein zweckmABig - von einer solchen nur bei Giiltigkeit von (4) 
reden woller So ist z. B. fiir den w. o. benutzten eingliedrigen Linearformen- 
modul iiber den Quaternionen ju = v ebenfalls eine Basis, aber in der durch 
u* = u erklarten Algebra i.w.S. ist (jv)(kv) = (j2kj)u = —lv® und nicht 
= lv*, wie aus (4) fiir die v-Basis folgen wiirde. Wie-man leicht nachrechnet, 
ist die Vektorraumbasis v, = < %; ,U, sicher dann eine zuldssige Algebrenbasis, 


wenn die «;, im Zentrum von R liegen. Dab diese Bedingung aber nicht not- 
wendig ist, ergibt sich daraus, daB in einer Algebra A mit A* = 0 jede Vektor- 
raumbasis auch eine zulassige Algebrenbasis ist. 

Es taucht nun die Frage auf, wann eine Algebra i.w.S. auch eine solche 
i.e. S.*ist. Wahrend die Gleichheit des ersten und dritten Gliedes in (1) bereits 
aus (4) folgt, erfordert die weitere Behauptung von (1) das Erfiilltsein von 


ae a B, ih = aM a By x! 
fiir beliebige a, «,, 8,. Das ist aber gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem 
(8) ((En—n)%) y2 = 0 


fiir beliebige €,, C. Wird mit ¢ das von den y‘'} erzeugte zweiseitige Ideal be- 
zeichnet, so ist (8) gleichbedeutend mit (Ey — 7&)c = 0, was sogar richtig 
bleibt, wenn R kein Einselement besitzt, wie man durch Einsetzen eines 
Rechtseinselementes fiir ¢ in (8) erkennt, So sehen wir: 


3) ZassENHAUS: a.a.O. 
Mathematische Annalen. 120. "1 
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Eine Algebra i.w.S. iiber R ist dann und nur dann auch Algebra i.e.S., wenn 
der Restklassenring von R nach dem zweiseitigen Ideal | der & mit &¢= 0 kommu- 
tativ ist. 

Diese Aussage ist, wie bemerkt, auch fiir Ringe R ohne Einselement richtig; 
nur ist dann i. A. ¢ nicht mehr eindeutig durch die Basis bestimmt, was sich 
jedoch auf { nicht auswirkt, da nach (4) die y{ bis auf additive, R* von 
rechts annullierende Elemente festliegen. Hat aber R ein Einelement, so ist 
das Ideal ¢ sogar eine Invariante der Algebra; denn fiir eine zweite Basis 
y= a %n uy, = 2 Pin v, sind die Strukturkonstanten 


(9) 82 = LT a, ay, 1? Bri 
r,a,h 


also das durch diese erzeugte zweiseitige Ideal D  c. Daraus folgt aber, da (9) 
auch bei Vertauschung von « mit 6 und y mit 8 gilt, die Behauptung d = c. 


DaB unser Kriterium fiir Algebren i.e.S. zugleich eine Verscharfung der 
Ergebnisse von S. 160 liefert, erkennen wir so: Aus ¢= R folgt wegen der 
Existenz eines Rechtseinselements | = 0, also Kommutativitat von FR als 
Kriterium fiir eine Algebra i.e. S. Nun ist aber, wie aus (4) hervorgeht, be- 
stimmt ¢c = R, wenn die Algebra ein Links- oder ein Rechtseinselement 
hat: 


Eine Algebra i. w. 8. iiber R mit Links- oder Rechtseinselement ist dann und 
nur dann Algebra i.e. S., wenn R kommutativ ist. 


Hat R kein Einselement, so gibt es zu einem Rechtseinselement ¢ ein Ele- 
ment 8 mit y = «§ — = 0 und daher Ey = 0 fiir alle — aus R. Dann ist mit 
n als Basiselement einer Algebra A i.w.S. iiber R z(yu) = 0 fiir alle z aus 
A, d.h. A besitzt kein Linkseinselement, da ja yu + 0 ist: 


Aus der Existenz eines Linkseinselements: einer Algebra i.w.S. iiber R folgt, 
daB R ein Einselement besitzt. 


Dies fihrt zu der folgenden Betrachtungsweise: Ist e ein Linkseinselement 
von A, so folgt (ae) (Be) = a(e(Be)) = a(Be) = (aB)e, so daB die ae ein homo- 
morphes Bild von R in A darstellen. Es handelt sich dabei aber sogar um einen 
Jsomorphismus, denn aus ae = 0 folgt, wenn-u ein Basiselement ist, au = 
= a(eu) = (ae)u = 0, also a = 0. Es gibt daher in A sogar ein isomorphes 
Bild ven R, das wir wie tblich mit A identifizieren. Das Einselement 
von R wird dabei als Einheitsoperator gleich dem Linkseinselement der 
Algebra. 


Aus der Exisienz eines Rechtseinselements von A ergibt sich keine entspre- 
chende Folgerun: fiir R; denn bei beliebigem R_ mit Rechtseinselement ¢ 
wird der Véktor:anm iiber R mit der Basis u,, wg. . . . (endlich oder unendlich) 
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und u,; = eu, (s. die auf S. 158 durchgefiihrte Konstruktion!) durch 


O fiir 1k 
e fiir! = 
zu einer Algebra i.w.S., die u, als Rechtseinselement-besitzt: ( oie u,;) uy = 
i 


YQ =0 (i,k =2,3,...; 1=1,2,..), == pGke,.. 


= (LY a, 4,) (eu) = 2 (ace) u; = 2%. Fir R= Ry, «=a aber z. B. ist 
u,(Bu,;) = («6)u, = au,. 


Soll jedoch die Algebra i.w.S. A ein Einselement e besitzen, das zugleich 
Element einer zulassigen Basis ist, so miiBte bei der Festsetzung e = u, mit 1 
» — my _ |0 firl +k 

als Einselement von R y{!, = y{), = . Melek 
gleichbedeutend damit, da die Strukturkonstanten im Zentrum von R liegen. 
Das ergibt sich sofort, wenn in (7) l= 1 gesetzt wird. Ist umgekehrt diese Bedin- 
gung erfillt, und besitzt A das Einselement 1, so 1a8t sich A immer in eine 
Algebra A’ einbetten, die ein in einer zulassigen Basis enthaltenes Einselement 
besitzt: Mit u,, ug, ... als Basis von A und ‘') als ihren Strukturkonstanten 
bilden wir den Pe Libis (Re, Ru,, Rug, ...) und machen ihn durch 
= ¢, eu, = ue = U,, UL, = athe zu einer Algebra i.w.S. A’, was még- 


sein, und Gl. (7) ist dann 


lich ist, da (5) erfiillt ist und die Strukturkonstanten ja im Zentrum von R 
liegen. 


Ist A Algebra i.w.S. iiber R mit der Basis u,, ug, . . ., den Strukturkonstan- 
ten vy‘. und einem Rechtseinselement, A’ Algebra i.w.S. iiber A mit Basis 
V4) Ug)... und Strukturkonstanten 5” v4, u,, so ist. A’ auch Linearformenmodul 


iiber R mit der Basis u,v, (i,k = 1, 2,...). Die Multiplikation i in A’ 1aBt sich 
entsprechend (4) beschreiben, wobei wir haben 


(xu, v,) (Buy Xp) = («B)(u;4,-) ° x ver us ion = ys (aBySe he) Uj Ups, 


mit 


wR) h) GRY Ci" 
(10) vee ane Ee” vip 


A’ ist also Algebra i.w.S. mit den durch (10) gegebenen Strukturkonstanten. 
Ihr Ideal ¢’ ist in ¢c? enthalten, weshalb das zugehérige Ideal {’ das Ideal | 
umfaBt: 

Eine Algebra i.w.S. iiber einer Algebra i.e.S. iiber R ist stets Algebra i.e. S. 
iiber R. . 

Fiir zwei Algebren i.w.S. A und B iiber R mit den Basen u, bzw. v; und den 
Strukturkonstanten +‘) bzw. 3{ 1a8t sich das direkte Produkt A x B in der 

11* 
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iiblichen Weise als Algebra i.w.S. definieren, wobei fiir deren Strukturkon- 


stanten die zu (10) analogen Gleichungen 
(11) hee = Vie ORY? 


gelten, falls die y mit den 8 vertauschbar sind; denn dann |4Bt sich wegen (11) 
Gl. (7) fir A x B aus der Giiltigkeit von (7) fiir A und B herleiten. Da nach 
(11) das Ideal c’ fiir A x B in dem Durchschnitt von ¢ und Dd enthalten ist, 
haben wir noch das Ergebnis, das dem w. o. gewonnenen entspricht: 

Ein Algebrenprodukt ist stets Algebra i.e.S., wenn dies fiir einen seiner Fak- 
toren gilt. 

Bemerkt sei noch, daB (11) aus (10) hervorgeht, wenn mit ¢ als Rechts- 


; ™ 0 fir (+h ones 0 fiir j+-1 
einselement von R(t) = «fir i’ —-- 4 i? = ait) de j=1 


gesetzt wird. 


(Eingegangen am 15. November 1946.) 





Urtersuchungen 
tiber den Summenbegriff in der additiven Zahlentheorie. 


Von 
Hans-HEInrIcH OsTMANN in Breslau. 


Gegenstand der folgenden Betrachtungen sind Mengen nichtnegativer ganzer 
Zahlen; sie mégen mit groBen deutschen Buchstaben bezeichnet werden, 
ihre Elemente seien kleine lateinische Buchstaben. Speziell sei 8 die Menge 
aller nichtnegativer ganzer Zahlen, also 8 = {0,1,2,...}. Bezeichnen Y,, 
W,,--., UW, irgend n solcher Mengen, so versteht man bekanntlich unter der 
Summe dieser Mengen diejenige Menge ©, die alle Elemente der Form a,+a, 
+...$4@,, a €U, a, EU, ..., 4, EU, enthalt, in Zeichen: 


C=9,+%,4+-+4,= 2%, 
bzw. C= n% fir A —A,=-- =A, =A. 


Solche Summenbildungen sind nun der AnlaB zu den verschiedenartigsten 
Untersuchungen gewesen. Auf der einen Seite handelt es sich darum, aus den 
Anzahlen der Elemente in den einzelnen Summanden Riickschliisse zu ziehen 
auf die Verteilung der Elemente in der Summenmenge, zum anderen wurden 
spezielle Mengen den Betrachtungen’ zugrunde gelegt (z. B. die Menge der 
Primzahlen, der k-ten Potenzen usw.), und es ‘wurde die Struktur ihrer Sum- 
menmenge untersucht*). Es scheint mir daher nicht ohne Interesse zu sein, den 
Summenbegriff selbst einem ndheren Studium zu unterziehen. Es wird sich 
zeigen, daB ohne Schwierigkeiten unzerlegbare Mengen — Primitivmengen ge- 
nannt — eingefiihrt werden kénnen, und ein erstes Ziel dieser Arbeit wird es 
sein, einige Irreduzibilitatskriterien aufzustellen. Mit ihrer Hilfe werden dann 
auch eine Reihe von Mengen als Primitivmengen ‘cannt werden kénnen. Weiter 
ergibt sich auf die iibliche Weise, da® eine und nur eine Menge existiert, die 
den Charakter eines universellen Nullelementes hat. Bezeichnet man sie mit 
0,,, 80 bedeutet das also, daB die Relation ,, M+ 0, = M fir jede Menge M** 
nur von der einen einzigen Menge 0,, erfiillt wird. Diese Feststellung mu8 in 
diesem Zusammenhang namentlich deshalb besonders beachtet werden, weil 
durchaus Mengen existieren, die noch Relativnullen besitzen, das heiBt, daB 





1) Hinsichtlich einer zusammenfassenden Darstellung der verschiedenen Unter- 
suchungen vgl. Roursacu, H.: Einige neuere Untersuchungen iiber die Dichte in der 
additiven Zahlentheorie. Jb. DMV 48, 199-236 (1938). 
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Relationen der Form I + Og = M bestehen kénnen, ohne dab 0g = 0, ist. 
Es soll daher das zweite Ziel sein, die genaue Struktur derjenigen Mengen an- 
zugeben, welche Relativnullen besitzen. Dies ergibt sich sehr leicht. Auch wird 
sich die Gesamtheit der zu einer Menge gehdrenden Relativnullen: vollistandig 
ermitteln lassen. Ferner wird sich aus der Struktur der Mengen mit Relativ- 
nullen leicht die Tatsache herleiten lassen, daB sich jede solche Menge stets als 
Summe von Primitivmengen darstellen la8t. Diese Zerlegung ist jedoch keines- 
wegs eindeutig, genauer, sie ist sogar niemals eindeutig. Speziell gibt es unter 
den verschiedenen Darstellungen stets solche als Summe von unendlich vielen 
primitiven Summanden und stets auch solche von nur endlich vielen. Im 
letzten Teil der vorliegenden Arbeit wird gezeigt werden, da8 auch die Men- 
gen, die keine Relativnullen besitzen, stets wenigstens eine Darstellung als 
Summe von eventuell unendlich vielen Primitivmengen zulassen. Ich werde 
dann noch ein Beispiel einer Menge angeben, die sich nur als Summe von 
unendlich vielen primitiven Mengen darstellen l48t. Zum Beweise dieses all- 
gemeinen Zerlegungssatzes wird in einem voreusgehenden Abschnitt ein Kon- 
vergenzbegriff fiir Mengenfolgen entwickelt werden. Mit Hilfe der hieraus 
flieBenden Satze wird sich dann die Existenz wenigsten einer Zerlegung in 
primitive Summanden fiir jede beliebige Menge I nachweisen lassen. 


§ 1. 
Primitive Mengen. 


I. Zunachst seien noch einige Vorbemerkungen gemacht und einige Bezeich- 
nungen festgelegt. 

Die schon in der Einleitung eingefiihrte Summe (von zunachst endlich vielen 
Mengen) ist offensichtlich kommutativ und assoziativ, weil es die gewohnliche 
Zahlensummation auch ist. Ist die Null im Durchschnitt U, ~%, a--+ 7A, 
der n gegebenen Mengen enthalten, so gilt ohne weiteres Ul, € ©, v = 1, 2,...,” 

Ist M eine beliebige Menge nicht negativer ganzer Zahlen, so bedeute 
M (a, y) fir — 1 < 2< y, cund y beide ganz, die Anzahl der Elemente von M, 
die in dem nur aus ganzen Zahlen bestehenden Intervall [z + 1, y] = {x + 4, 
z+ 2, ..., y} gelegen sind. Ist z> y > 0, so sei stets M(x, y) = 0; speziell 
werde noch M(n) = M(0, n) fiir jedes ganze n > 0 gesetzt, so da8 hiernach 
M(0)= M(0, 0) = = 0 ist. Wird abkiirzend [zt + 1, y])=$ geschrieben, so 
werde auch kurz M (z, y) durch M ($) bezeichnet. Es gilt offenbar die Relation: 


M(x, y) + M(y, z) = M(z,z) fir rSy Sz. 


Ferner werde noch mit 5, (MM) die natiirliche Dichte der Menge IN bezeichnet, 
‘die durch 


(1) 3, (Dt) = lim ~O) 





Untersuchungen iiber den Summenbegriff in der additiven Zahlentheorie. 167 


definiert ist, sofern dieser limes iiberhaupt existiert. Fir jede endliche Menge 
gilt offenbar 3, (M) = 0. 

II. Definition 1. Eine beliebige Menge M*) heiBt primitiv oder eine Primitiv- 
menge, wenn sie sich nicht als Summe von zwei Mengen darstellen laBt, von denen 
keine der beiden nur aus einem einzigen Element besteht. 

Hierzu sei bemerkt, daB das Zulassen von Zerlegungen mit einelementigen 
Mengen weder eine Einschrankung noch eine zu weite Fassung bedeutet, son- 
dern nur dem folgenden Umstand Rechnung tragt. Es sei 2? = {m,, mg, . . .} 
und m, > 0. Dann gilt offenbar stets die Zerlegung 


(2) M = {m,} + {0, mg— m,, my — mM, -. . -} 
= {mm} + TP’, M = {0, m,— m,,...}. 


Um also nicht von vornherein Mengen, die nicht die Null enthalten, als nicht 
primitiv auszuschalten, ist obige Definition getroffen worden, zumal ja — grob 
gesprochen — die Abspaltung einer einelementigen Menge nur eine starre Ver- 
schiebung bedeutet, an der Struktur der Menge selbst jedoch nichts andert, 
die Eigenschaft, Primitivmenge zu sein, aber eine innere Struktureigenschaft 
ausdriicken soll. Insbesondere wird obige Definition gerechtfertigt durch die 
ohne Schwierigkeiten ersichtliche 


Bemerkung 1. Ist M primitio, so ist es auch It’ und umgekehrt. 
Auch hinsichtlich der natiirlichen Dichten andert sich nichts, wenn man 


im Sinne von (2) zerlegt, wie man sofort sieht. 
Hat man fernerhin eine Gleichheit der folgenden Form gegeben: 


{a} + U= {b} + B, etwaa>b, 
so ergibt sich offenbar daraus sofort die Beziehung 


{a—b} + A= B; 


also gilt 

Bemerkung 2. Einelementige Mengen diirfen, auch wenn sie beiderseits des 
Gleichheitszeichens stehen, auf eine Seite gebracht und zu einer Menge zusammen- 
gefabt werden. 

Definition 2. Ist M eine beliebige Menge, so heiBe eine Menge Og eine 
Relativnull von M, wenn die Gleichung 


T + Og = M 





2) Stets sind hier Mengen nicht negativer ganzer Zahlen gemeint; dieser Zusatz 
wird von nun an immer fortgelassen werden. 
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gilt. Eine Menge 0,, heiBe Universalnull, wenn fiir jede Menge M die Gleichung 


M+ 0, = MN 
erfiillt ist. 
DaB es héchstens eine Universalnull gibt, erkennt map auf die iibliche 
Weise. Andererseits gilt aber offenbar 


(3) M + {0} = M fiir jede beliebige Menge WM, 


so daB die Menge 0, = {0} die einzige auch wirklich existierende Universal- 
null ist. 


Weiter sind die beiden folgenden Bemerkungen evident: 

Bemerkung 3. Eine von 0, = {0} verschiedene Relativnull enthdlt minde- 
stens zwei Elemente, von denen eines stets gleich Null ist. 

Bemerkung 4. Endliche Mengen und Primitivmengen besitzen keine von 
0,, verschiedenen Relativnullen. 

Aus Gleichung (3) leiteten wir ab, daB {0} die Universalnull ist; dabei war 
stillschweigend vorausgesetzt, daB JR niemals die leere Menge im mengen- 
theoretischen Sinne ist. Aus verschiedenen Griinden ist es zweckmaBig, die 
folgende Festsetzung zu treffen: 

Festsetzung. Die in der Mengentheorie eingefiihrte ,,leere Menge“ — sie 
sei auch hier stets durch die Zahl 0 bezeichnet — gelte nicht als Menge im hier 
betrachteten Sinn, das hei8t nicht als Menge nichtnegativer ganzer Zahlen*). 

Definition 3. Eine ganze Zahl d> 9 heift ein Teiler der Menge M, wenn 
jedes Element von IR durch d teilbar ist, in Zeichen d|M. Unter d x M ver- 
stehe man eine Menge, die entsteht, indem jedes Element von IR mit der ganzen 
Zahl d => 0 multipliziert wird, unter > eine Menge, die man erhdlt, falls d | M 
ist, indem jedes Element von I durch die ganze Zahl d> 0 dividiert wird. 

Offensichtlich gilt 





1|M, djaxm, ~S om ax tom, F=m, 
(4) ixM= MN, 0 x M= {0}, d x (A+ B= (d x A+ d x B), 
d XhM=h (d XM) fiir h >1 und ganz. 


Definition 4. Eine Menge © heift ein Summand der Menge M, in Zeichen 
S SM, wenn fiir M mindestens eine Zerlegung der Form M = S + U existiert. 
Im entgegengesetzten Fall werde © 4 M geschrieben. 


*) Die leere Menge spielt namlich, wie sich spater zeigen wird, die Rolle eines 
»unendlichen“ Elementes, so daB héchstens ,,M + 0 = 0 fiir jedes M“ zu definieren 
ware. 
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Wegen I = M + {0} gilt somit speziell 
(5) {0} SM, MSM fur jedes M. 


Ohne weiteres ergibt sich der 

Satz 1. AusOECM und SSM folgt0E S und SSM. 

Ferner gilt offensichtlich 

Satz 2. Aus USB und BSE folgt USC. 

Satz 3. Besitzt M keine Relativnullen, so besitzt auch kein Summand van M 
Relativnullen. 

Beweis. Es sei ©SM und © + 0g = G, 0+ 0,. Dann wiirde gelten: 


M= S+A=(S+0.-)+A=—(S+ A) +0, = M+ 0g, 


so daB IM die Relativnull 0, beséBe im Gegensatz zur Voraussetzung. 

Satz 4. Istd|W und S SU, so ist, wenn 0 ECA ist, auch d| S. Ist Oe U, 
so ist © in genau einer Restklasse modulo d enthalten; es gilt also s, = s, (mod d), 
wenn © = {s;, $3, . - .} ist. 

Der Beweis ergibt sich fiir den ersten Teil der Behauptung aus Satz 1 
wegen © € XY, fiir den zweiten Teil nach vorheriger Zerlegung im Sinne von 
Formel (2) genau wie fiir den ersten Teil. 

Satz 5. Ist ® primitiv, so ist auch d x B primitiv, ist iiberdits d| $B, so 
ist auch -¥- primitio. 

-Der Beweis ergibt sich leicht in indirekter SchluBweise unter geeigneter 
Anwendung von Formel (2) und Satz 4. 

III. Irreduzibilitatskriterien. 

Satz 6. Jede héchstens zweielementige Menge ist primitiv. 

Beweis. Fiir einelementige Mengen ist der Satz trivial. Sei J also eine 
Menge mit genau zwei Elementen: M = {a, b}. Ware nun M nicht primitiv, 
etwa M = {c,, cg, . - -} + {dy, dy, ...}, 80 wiirde sich ergeben 


{c, + d,, ¢, + dy, C, + dy, Ca + dg, . . .,} = {a,b}; 
da aber 
<q+a< 


ath)eosac 


(+d, 








ist, so miiBten in J mindestens drei Elemente enthalten sein, was nicht 

zutrifft. ; 

Satz 7. Ist M = {mg, m,, ...}, und laBt sich ein xg>2 so bestimmen, da 
mM,41— ™, = m,,— Mm fiir alle x > Xo 


ist, gibt es auBerdem noch ein %, > %» 80, daB sowohl 
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My,41 — My, > M,,— Me als auch m, — m,,_, > m,,— my 


gilt, existiert ferner wenigstens noch m,,,, in M, so ist M primitio*). 
Beweis. Zufolge Bemerkung 1 kann ohne Einschrankung m, = 0 angenom- 
men werden. Nun nehme man an, es gabe eine Zerlegung von I: 


M=A+B (A+ 0,, B+ 0,). 
Es ist 
2m. << m, + M4, SM 42 


wobei der zweite Teil der Ungleichung aus der Voraussetzung iiber x, folgt. 
Daher mu8 wenigstens eines der beiden Elemente m, ,,, m,,9 etwa m, , ;, 
i= 1 oder 2, in wenigstens einem der beiden Summanden, etwa in Y ent- 
halten sein, da sonst m, ,. € MM sein kinnte. Fiir den weiteren Beweis werde 
die folgende Fallunterscheidung gemacht.: 

1. Fall. 8 A [1, m._,)+ 0. 

Es sei b& {B -\[1, mi, _,]}, also b> 0. Wegen m, ,, + bE M existiert 
gewiB noch m, ,;,, in M, so dab 


Mat i+t — Ma +i Ss My, 44 + b—m,,,=b Ss m, 1 < M,, 


entgegen der Voraussetzung, da i > 1 ist. 

2. Fall. 8 A[1, m,_,) = 0. 

Es sei 6 € B® und 6+ 0, alscob >m,. Weiter ist m._, CU, da 
A (0, m, 1] = MH [0, m, _,] ist. Folglich ist m, , +b EUA+ B= M. 
Es sei etwa b = m,, also x >x 9. Das ergibt wegen x, > 2, das heiBt wegen 
m,. . 1 = m > 0 


mM,41 — ™, Sm, v mM, 1 — Mm, = mM, _; < m,,- 


Ist x >> x9, so hat man einen Widerspruch zur Voraussetzung. Es mu8 daher 
% = xX sein. Enthielte 8 nun auBer b=m,= m, noch ein weiteres positives 
Element b’, so ist b’ > m, = b. Dann wihle man von vornherein 6’ an Stelle 
von b. Wegen x > x9 erhielte man dann den gewiinschten Widerspruch. So- 
mit mu8 % die Form $= {0,m,} haben. Ware nun m, _,€ U, so wire 
(m, 1 + m,,) EM, also m, _—m,,- iS”, 1+ ™m,,— m,,_, = m,, ent- 
gegen der Voraussetzung iiber x,. Daher ist m,_, ¢ WU. Auf Grund der Vor- 
aussetzung m, —m, _, > m, gilt fiir alle x < —i 


My HM, <MMyy ag FM, My, » 
4 Die Voraussetzung %» = 2 kann ohne weiteres nicht auf x,2 1 abgeschwacli! 
werden, wie das hee ge Beispiel zeigt: 
= {0, 2, 4, 6, 8, 10, 14, 18, 20, m Se ee 
a “et ee wey ee Ta % 





Es ist x9 =. 1, mx, = 2, my, = 14,%, = 6 > 1 = x 
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Folglich ist m, nur in der. Form 
m,, =m, +0 (m, €U, 0 €B) 
darstellbar. Daraus ergibt sich weiter 


m,, +m, € MN, 


also 
My, 41 — My, SM, +'M,, — My, = m,, 


entgegen der Voraussetzung iiber x,. Im Gegensatz zur Annahme ist I also 
doch primitiv. 

Etwas einfacher, jedoch nicht vdllig enthalten in dem vorangegangenen 
Kriterium ist der folgende 

Satz 8. Ezistiert in M = {mo, m, ...} ein Element m,, x > 1, so daB 
M41 — M, > M,, — Mag fiir alle x > xo ist, und existiert wenigstens noch m, , », 
so ist M primitiv). 

Beweis. Wieder darf m,= 0 gesetzt werden. Annahme: Es existiert eine 
Zerlegung der Form M =U + B, UW 0,, B+ 0,. Auf Grund der Voraus- 
setzung ist speziell auch m, ,. — m, ,, > m,,, also 


2m, <= Mm, + mM 41< mM, 49- 


Mithin kann wie beim Beweis des Satzes 7 geschlossen werden, da8 wenigstens 
eines der beiden Elemente m, ,,, m9, etwa m, ,;, t= 1 oder 2, zu min- 
destens einem der beiden Suhmanden UW oder B, etwa zu W gehért. 

1. Fall. @ \[1,m,]+ 0. Es sei b €B-\[1,m,], also b+ 0. Wegen 
(m,..; + 5) EM existiert gewiB m, ,,,, in M, so dab 


M141 — Mgt Sy HO— Mm, = b Sm, 


ist im Widerspruch zur Voraussetzung, da x» + i > x, ist. 

2. Fall. ® \[1,m,]= 0. Dann ist M A[0, m,,] = M A[0, m,,]. Ferner. 
sei b € B und b+ 0, also b> m,, ; weiter werde noch ein Element a aus 
A (1, m,,] gewahlt; dieses gibt es wegen m, CU. Dann ist a+b EM. 
Es sei etwa b = m,, also x > xo. Dies liefert, weil wegen a+b >m,,,' sicher 
m,,, in M noch existiert, 


m,,41 — Mm, Sm, + a—m, =a Sm, 
entgegen der Voraussetzung, womit Satz 8 bewiesen ist. 


*y Der Unterschied zum vorigen Satz liegt einmal in der schwacheren Voraus- 
setzung x, = 1, zum anderen wird die Existenz von weniger Elementen gefordert; 
-dafir ist die weitere gemachte Voraussetzung enger als bei Satz 7. 
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Ist die Voraussetzung m, ,, — m, > m,, — m, schon fiir alle x > x, erfiillt, 
so kann man im vorhergehenden Satz die Forderung der Existenz von m, , > _ 
fallen lassen und sich mit der Existenz von m,,, begniigen. Denn aus 
M41 —m,, > m,, folgt direkt 2m, <m,,,, 50 daB m,,, in wenigstens 
einem der beiden Summanden, etwa in Y& enthalten sein mu8. Der weitere 
Beweis verlauft wie oben bei Satz 8, wobei nur an Stelle von m, , ; 
zu setzen ist. Somit hat man noch den 

Satz 9. Existiert in Mein Element m, , xq = 1, so daB m,,,—m, > m,, — mg 
fiir alle x > Xo ist, und existiert wenigstens noch m, ,,, so ist M primitiv. 

Ein Spezialfall von Satz 8 sei noch besonders formuliert: 

Satz 10. Jst M = {my, m, = my + 1, mg, mz, . . .} und gilt m,,,—m, > 2 
fiir alle x = 2, so ist M primitiv. 

Beweis. Man setze in Satz 8 xp = 1, das heiBt m, = m,. Dann ist m, — 
— My = m, — m, = 1, und fiir alle x > x)= 1 gilt somit m,,,;—m, 22 
> Mm, — Mg. 

Satz 11. Jst M = {mp, m,,.mg, . . .} eine unendliche Menge, und gilt 


jetzt m, ., 


(6) lim (mM, sina m,) = oOo, 


so ist M primitive und 3, (M) = 0. 
Beweis. Es sei m, = 0. Angenommen JN ware nicht primitiv, also 
M= A+B (A+ 0,, B+ 0,). 


Da M unendlich ist, so ist auch mindestens einer der beiden Summanden, 
etwa UW, unendlich. Weiter sei b > 0 ein beliebiges Element aus 8. Dann gilt 
fiir jedes a, aus U, wenn A = {ap, a,, . . .} ist, 


a+b EM, x—0,1,2,.... 


Weiter ist offenbar, wenn etwa a, = m, ist, m,+b=a,+ 6 >m,,,, also 
™,,,—m, Sb fiir unendlich viele 4, was (6) widerspricht. Bleibt noch 
5, (M) = 0 zu beweisen. Dies ergibt sich aber sofort, da fiir beliebiges ganzes 


k > 0 leicht oe ah <j zu sehen ist. 


Bemerkung. Zwischen der Dichte und der Zerlegbarkeit einer Menge be- 
steht kein allgemeiner Zusammenhang. So ist z. B. die im folgenden unter 1V 
angefiihrte Ménge von positiver Dichte und doch primitiv. 

Folgerungen. Nach Satz 11 sind primitiv: 

1) Die Menge der k-ten Potenzen, k > 2: 


K = {1, 2, 3*,...} oder RK = {0, 1, 2*, 3", . . .}.- 
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II) Die Menge der Potenzen einer festen Basis a> 1: 
Y = (1, a, a*, a®,....}. 


III) Die Menge der Potenzprodukte von k festen Primzahlen p,, pg, . . ., Py: 


B, = (1, Pr. - +s PM Pe... Pte, -- J, 
da nach einem Satz von Porya®) lim (b,,,— 6,) =0o ist, wenn 5,, bg, 
n~-co 


die der GréBe nach geordnete Folge der eben genannten Potenzprodukte be- 
deutet. 


Nach Satz 10 sind die folgenden Mengen primitiv: 
IV) U = {0, 1,3,5,...,2n+14,...}, 2 =0,1,2,..., 
V) © = {0,1,2,4,...,2n,...}, mn =1,2,3,..., 

VI) die Menge $ der Primzahlen: 


$B = {2, 3,5, 7, 11,..}, 
VII) die Menge 


O = {0,1,3,..., p,,---}, p, wngerade und Primzahl; 
nach Satz 7 ist primitiv 


VIII) die Menge aller Primzahlen 


R, = (1, 2,3,5,..., py,---}, py Primzahl; 
es ist m, = 3, also x» = 2, my, = 23. also x, = 9. 


Nach Satz 9 sind alle dreielementigen Mengen der Form {0, a, b} mit b > 2a 
primitiv. Hier sieht man jedoch auch leicht direkt, da8 schon die Voraus- 
setzung b+ 2a geniigt. 

IV. Bisher war nur die Summe von endlich vielen Summanden definiert 
worden, doch 148t sich der Summenbegriff sofort auf unendlich viele Sum- 
manden ausdehnen: Sind Y,, %,, ..., U,, ..- unendlich viele Mengen, die mit 
Ausnahme von hiéchstens endlich vielen die Null als Element enthalten, so ver- 


co 
steht man unter der Summe aller dieser Mengen diejenige Menge 8 = >’, 
n=1 


oc 
deren Flemente von der Form a,+4,+...+4@,+...= ZX sind, 
ne 


a, €Y,, a, EA, ..., a, EU,, ..-; offenbar diirfen héchstens endlich viele 
der a, von Null verschieden sein. Wiirden unendlich viele Mengen die Null 


*) Vgl. Potya, G.: Zur arithmetischen Untersuchung der Polynome. Math. Z. 1 
143-148 (1918). 
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oo 
nicht ais Element enthalten, so wiirden in 8 = S’W, keine Elemente ent- 


n=1 


halten sein, > YW, wiirde also gegen die leere Menge divergieren: 3’ U%, =0"). 
n=1 


n=1 

An zwei Beispielen sei jetzt gezeigt, daB einige durch die bisher eingefiihr- 
ten Definitionen und Uberlegungen nahegelegte Relationen hier nicht mehr 
giltig sind. 

Satz 12. 

I) Aus $8 $(M+ B) folgt, selbst wenn § primitiv ist, nicht notwendig, 
daB $ dann schon Summand ist von wenigstens einem der beiden Summan- 
den & oder B. 

II) Aus U + B, = A+ B, folgt nicht notwendig 8, = B,. 

III) Die Eindeutigkeit der Zerlegung einer Menge JZ in eine Summe yon 
primitiven Mengen (sofern eine solche Zerlegung in primitive Summanden 
iiberhaupt existiert) gilt nicht notwendig. 

IV) Die Summandenanzah! von zwei verschiedenen Darstellungen einer 
Menge IN als Summe von primitiven Mengen ist nicht. notwendig gleich. 


V) Es gibt Mengen, die sich auf keine Weise als Summe von endlich vielen, 
sondern nur als Summe von unendlich vielen primitiven Mengen darstellen 
lassen. 


Beweis. Die Behauptungen I) bis IV) werden durch das folgende Beispiel 

bewiesen : 

M = {0, 4, 6, 8, 10, 14, 16, 18, 20}. 
Es ist 

M = {0, 4} + {0, 4, 6, 14, 16} = A+ B. 
YW ist als zweielementige Menge, 6 wegen 8¢ B, 10¢ B, 18¢ B, We GB 
primitiv. Andererseits ist 

M = {0, 4} + {0, 10} + (0, 4,6} =A + C+D, 

wobei € und D ebenfalls primitiv sind. Also 


M=A+ B=A+C+D. 
Es ist € S (M+ B), aber € $ MA und € $ B, womit I) bewiesen ist. Setzt man 
nun $6, = 6 und € + D = B;, s0 ist 
B, = € + D = {0, 10} + (0, 4, 6} = {0, 4, 6, 10, 14, 16} 
+ {0, 4, 6, 14, 16) = ®,, 





’) Hier wiirde also, grob gesprochen, nur + oo in 5 M, enthalten sein, wodurch 
n=1 
erstmalig plausibel wird, daB die leere Menge das ,,unendliche Element“ vertritt. 
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das heiBt, es ist %, = 8, obwohl UW + B, = W + GB, gilt. Damit ist II) be- 
wiesen. M = A + B= A+ C + D widerspricht gleichzeitig der Eindeutig- 
keit sowie der gleichen Summandenanzahl von Zerlegungen in primitive 
Summanden, so da8-auch bereits III) und IV) bewiesen sind. V) werden 
durch das folgende Beispiel nachgewiesen : 


M = {0, 1,10, 14, 100, 104; 140, 114,..., 57", 40%,.., 
u=O 


wobei c, = 0 oder 1 ist; 2 besteht also aus allen denjenigen nichtnegativen 
ganzen Zahlen, die in ihrer dekadischen Darstellung nur die Ziffern 0 und 1 
aufweisen. Fiir diese Menge St wird sich ergeben, daB sie keine Darstellung 
als Summe von endlich vielen, dagegen aber genau eine als Summe von un- 
endlich vielen primitiven Mengen besitzt. Zum Beweise setze man 


F, = {0, 10%}, x = 0,1,2,.... 


Dann ist, wie unmittelbar zu sehen, 
~ ¥.. = ps {0, 10*} = M. 


Es bleibt also nur noch der erste Teil der Behauptung sowie die Eindeutigkeit 
zu zeigen tibrig. Es sei Mt = O, + O,-+ --- + 0, irgendeine Darstellung als 
endliche Summe von mindestens zwei nicht notwendig primitiven Mengen 
O,,+= {0}. Da M nicht primitiv ist, existieren solche Darstellungen natiirlich. 
Zunackst bemerkt man, daB diese Mengen, abgesehen von dem Element 0, 
paarweise elementefremd sind: 


(7) D, 00, A[1,0o] = 0 fiir x A. 
Hatten namlich ©, und ©, wenigstens ein positives Element, etwa p = 


>» «, 10", ¢, = 0 oder 1, mindestens ein c¢, = 1, gemeinsam, so wire wegen 
x=0 


senha... nh 
0<2p =F 2c, 10EM; 


IM enthielte somit ein Element, das an mindestens einer Stelle die Ziffer 2 
aufwiese, was nicht sein darf. Weiter miissen simtliche 10", x = 0, 1, 2,..., 
in der Vereinigungsmenge der ©, also in, \/ O, \/ --- \/ ©, enthalten sein, 
und zwar, weil auf Grund der Eindeutigkeit der Darstellung einer Zahl in 
jedem Ziffernsystem aus 


10* = 26110 + 2c; 10° (Se Des +0) 


4-0 
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und aus ¢,+ ¢, = 0 oder 4 folgt: 


— e, = 0 fir e, +e, =0 
10"—= Sie, 107 = ati. SA pies 
also 
= =" = 6, = 0,6, =1, 
das heiBt, 10° ist nicht als Summe in der obigen Form darstellbar. Es seien 
nun 10", 10"*, .. ., 10%, . . . simtliche Zehnerpotenzen aus O,, x = 1, 2, ..., k. 
Dann miissen auch alle Elemente der Form 


Z x, 10% (S &., + 9 
in O, enthalten sein; denn wire einerseits 5” ¢,, 10% € ©,,, A= x, so enthielte, 
wenn etwae, = 1 ist, das Element 10% + >’, 10% in seiner Zifferndar- 
stellung die Ziffer 2, was nicht sein kann, oder ware andererseits > ¢, 10 in 


keiner der Mengen ,, Og, . . -, O, enthalten, dann ware es auch nicht in M 
enthalten, was, wie leicht zu sehen ist, daraus folgt, da8 jetzt mindestens zwei 
der ¢ gleich 1 sein miissen, die zugehdrigen Zehnerpotenzen aber beide der- 
selben Menge angehdren. 0, kann fernér nicht alle Zehnerpotenzen enthalten, 
da sonst O, = IM wire, was der zugrunde gelegten Zerlegung widerspricht; 
denn zufolge (7) kann I wegen 0y, | M keine Relativnullen besitzen. Andere 
Elemente als solche der Form 3’e, 10% kann aber O,, nun nicht enthalten. 


oo 
Ware namlich Pa 10’, € O, und fiir wenigstens ein ¢, = 1 das zugehdrige 
A= 
10’ € O,, etwa fiir A =Ag, so’ ware 


(2.40% + 5" €, 10) EM, 
ish 


was unmdglich ist. Mithin hat jedes O, die Gestalt: 

D, = (--4 3's, 10%... 
Da M eine unendliche Menge ist, so besitzt mindestens eine der Mengen ©, 
etwa O,, wenigstens zwei positive Elemente. Diese Menge 0, 148t sich aber 
nun zerlegen in 


8) D,, = (0, 10) + (0, 104} + --- = 340, 10}, 


da ja das Vorhandensein von mindestens zwei positiven Elementen in 0, be- 
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deutet, daB wenigstens zwei Zehnerpotenzen in O,, enthalten sind. O,, ist also 
in der Tat nicht primitiv. Da die zugrunde gelegte Zerlegung willkiirlich war, 
so existiert mithin keine Zerlegung von-M in eine Summe von endlich vielen 
primitiven Summanden. Fiir den Beweis von (8) ist, wie man sofort nach- 
priift, kein Gebrauch davon gemacht worden, da8 nur ‘eine Zerlegung in end- 
lich viele Summanden vorgelegt war. Daraus ergibt sich, daB jeder beliebige 
Summand © von M die in (8) angegebene Struktur besitzt, also 


S={..., De, 10°, ...}, n=1,2,..., 


Sobald aber die obere Summationsgrenze fiir n gréBer als eins ist, existiert 
eine Zerlegung im Sinne von (8), die einzigen primitiven Summanden sind da- 
her von der Form {0, 10*}. Daraus folgt, da8 die zu Beginn angegebene Zer- 
legung in primitive Summanden die einzig mégliche ist. 


§ 2. 
Die Struktur der Mengen mit Relativnullen und ihre Darstellung als Summe 
von primitiven Mengen. 
Es werde von jetzt an, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt wird, 
vorausgesetzt, daB die Null Element der zu betrachtenden Mengen ist. 


Es mége die Menge) M nun die Relativnull Og besitzen. Ist dann o, + 0 
ein Element von Og, so gilt also fiir ein beliebiges m aus M 


(9) (m+ o,) EM. 


Daher ist jede die Null enthaltende Teilmenge von 0, wieder eine Relativnull 
von ¥, und offenbar sind auch Vereinigungsmenge und: Durchschnitt von 
Relativnullen wieder Relativnullen, Die Voraussetzung 0 € 0g ist fiir jede 
Relativnull notwendig, weil die rechte Seite der Bezichung I= M + 0g, 
sonst nicht das kleinste Element von Qt, nimlich die Null, erzeugen wiirde. 
Ferner folgt aus (9) noch 


(m + zo,) EM, x >]>0 und - ganz. 
Also zusammenfassend : 


Satz 13. Jede Relativnull enthdlt die Zahl Null. Jede Teilmenge von Relativ- 
nullen, speziell also auch der Durchschnitt, sowie die Vereinigungsmenge von 
Relativnullen ist wieder eine Relativnull; desgleichen d X Og, d = 0, so dap M 
somit, unendlich viele Relativnullen besitzt. 

Man bezeichne nunmehr mit R,,.0 Su Go, —1, 0, € Og, diejenige Rest- 
klasse modulo o,, fiir deren Elemente r, 


r, = wu (mod o,) 
Mathematische Annalen. 120. 12 
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gilt. Dann ist jedes Element von 2 in genau einer Restklasse Rt, enthalten. 
Ist R, ~ M+ 0, so bezeichne r', insbesondere das kleinste Element aus 
R, — M. Es ist r/, > 0, 74 = 0. Man setze: 
R, = RK, A [7,00]; 
dann ist 
R, = {ri Mp + 04,..-,7), + 20,,..-}. 

Auf Grund von (9) ist 

RS M. 
Weiter ist 


Ri, = {r'} + (0, 0,, 20,, ..., 20,,-..} (2 > 0, ganz) 
= {r.} + (0, x (0,1, 2,...,2,-..)) 
= {r,} + (0, X 8). 


Da die §, nur fiir diejenigen p definiert sind, fur die r', existiert, so ist 
M=RVRVi VR» O= w<ug<-s-<p,So,—14, 
wobei | die Anzahl aller §), bedeuten moge. Mithin ist: 


M = (fr),} + (0, x B)) V (kr.,} + fo, * BY) V+ V (fF + Co,  B)) 


a ria) + (0, X B). 
Setzt man abkiirzend 


{7/1 Fis +29 Fg} = R(0,), 
so hat man: 


(10) M = R(o,) + (0, x B). 


Ri(o,) ist also stets eine endliche Menge und enthalt héchstens o, Elemente, 
namlich aus jeder Restklasse modulo o, héchstens ein Element. Diese Menge 
R(o,) modge der o,-Kern von M genannt werden. Bezeichnet o, die kleinste 
positive ganze Zahl, fir die {0, 0,} eine Relativnull ist, so mége der o,-Kern 
von MM auch schlechthin der Kern von M heiBen. 

Als pndliche Menge ist §(0,) trivialerweise stets als Summe von lauter 
primitiven Mengen darstellbar. Da weiter die Menge IV), das hei8t die Menge 
Ul der ungeraden Zahlen mit Einschlu8 der Null, primitiv ist, so ist 


B=U+ (0, 4} (U = {0, 1,3,5,...,2m + 4,...}), 
also 


o, X B= (0, x U) + (0, x {0, 4}), 
wobei nach Satz 5 sowohl (0, x WU) als auch (0, x {0, 1}) primitiv sind. So- 
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mit existiert mindestens eine Darstellung von I als Summe, sogar als end- 
liche Summe von lauter primitiven Mengen §, : 


k 
(44) M= FB. (B, primitiv, k > 2), 


k > 2 deshalb, weil nach Bemerkung 4 eine primitive Menge keine Relativ- 
nullen besitzen kann, wahrend J doch welche besitzen sollte. Zusammen- 
fassend ergibt sich also der 


Satz 14. Ist M eine endliche Menge oder eine Menge mit wenigstens einer 
von 0,, verschiedenen Relativnull, so existiert stets wenigstens eine Darstellung 
von IM als Summe von endlich vielen primitiven Mengen. 

Zusatz zu Satz 14. Die Zerlegung ist durchaus nicht eindeutig, da die 
Zerlegung von § nicht eindeutig ist. So ist beispielsweise die Menge I), das 
heiBt die Menge & = {0, 1, 2*,...}, k > 2, nach dem Waringschen Satz be- 
kanntlich eine Basis endlicher Ordnung von 8, wobei 8, wie oben gezeigt 
wurde, primitiv ist. § 148t sich auch in eine Summe von unendlich vielen 
primitiven Mengen zerlegen: 


B= J (0, 1}. 


In (14) ist auf der rechten Seite einer der Summanden §f, gleich 0, x {0, 1} = 
= {0,0,}, also eine Relativnull von Pt, dennoch darf diese, wie sofort zu 
sehen ist, nicht weggelassen werden; erst mehrfaches. Hinzufiigen wiirde tiber- 
fliissig sein. 

Die Struktur der Mengen mit Relativnullen ist durch (10) vollstandig auf- 
geklart; denn es gilt auch das Umgekehrte: Jede Menge der Form (10) besitzt 
Relativnullen. Man erkennt namlich ohne weiteres, daB - 


(0, X B) + {0, yo,} = (0, x 8) (y= 1 und ganz) 
ist. ZusammengefaBt ergibt sich somit 

Satz 15. Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine Menge I Relativnullen 
besitzt, ist, daB M von der Form (10) ist. 

Es moge jetzt noch die Struktur der Relativnullen selbst etwas naher unter- 
sucht werden. Zu diesem Zweck geniigt es zufolge von Satz 13, die umfas- 
sendste Relativnull, also die Vereinigungsmenge aller Relativnullen, aufzu- 
atellen. 

Es sei wieder 0, die kleinste positive ganze Zahl, fiir die {0, 0,} eine Relativ- 
null von M ist. R,,, 1 SX SI, 1 So, seien demzufolge wieder die ent- 
sprechenden Restklassenabschnitte modulo 0,, in die I zerfallt, also 

ne a A a eT 
ig* 
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Ist jetzt {0, 0,}, 0, 0,, eine andere Relativnull - nach Satz 13 gibt es ja 
sicher solche -, so ist auch jede Menge der Form {0, ri} mit 


T, =0,(modo,), 1, > o,, 
gewiB eine Relativnull von Mt, da dies nichts tains als 
r= 0, +20, (x >0 und ganz) 
bedeutet, und da aus m, € M folgt: 
(m,+o)EM, etwam,+o,=m,,,, n2Q>1, 
(m,,, + 2) CM, also (m, + 0, + zo.) EM. 


Dabei braucht o, durchaus nicht notwendig ein Vielfaches von 0, zu sein, wie 
das folgende einfache Beispiel zeigt: 


= {0,10,11,12,...}, also M -\[10,0co] = B [10,00]. 


Hier ist 0, = 10, 0g= 11, 0g = 12, ..., 09 = 18, oO = 19; die o, sind ins- 
gesamt sogar teilerfremd, und der gréSte gemeinsame Teiler — hier also die 
Eins — liefert keine Relativnull. 

Nun sei r,’ das kleinste Element der Restklasse = 0, (med 0,), welches noch 
eine Relativnull liefert. Man setze abkiirzend 


Ry = fri, rh! + 0,,..., 7 + 20,,.... 
Dann ist auch 


RV {0} 
eine Relativnull. Das erfordert fiir jedes (existierende) Ri 
(12) Ry + R,,, S (einen gewissen) R,, fir jedes ®,,. 


Insbesondere ist auch 
AR, + R,, SR, fur jedes ganze h > 1 und jedes R,,. 


Die Mengen {0, r;}, {0,4}, .-., {0:7}, wobei k die genaue Anzahl der r 
bedeuten mdge, legen die Gestalt aller mdglichen Relativnullen fest. Ihre 
Vereinigungsmenge, die mit Og, bezeichnet werden soll, mége die erzeugende 


Relativnull ‘genannt werden. Es werde jetzt 

re =o,, z= 1,2,...,k, 
geschrieben, so daB 

Og ¢ = {0, 0,, 09, - - -, %} 


ist. Offenbar gilt 
(13) —  kSISo, 
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wobei also k die genaue Anzahl der §/, | die genaue Anzahl der /,, das heiSt 
also die Elemente des Kerns von Mt, und 0, die kleinste positive ganze Zahl, 
fir die {0, 0,} eine Relativnull ist, bedeuten. 

Ubrigens braucht ein 9, durchaus nicht gleich einem der §' zu sein; es 
gilt nur ohne weiteres 


Ri = R' A [0,,00], 2. 


Dafir, da8 Rt’ zugleich ein Ri’ enthalt, war (12) notwendig. (12) ist aber 
dafiir, wie sofort zu sehen, auch hinreichend. Durch (12) sind also diejenigen 
Restklassen eindeutig festgelegt, in denen die Elemente der erzeugenden Re- 
lativnull enthalten sind. Nun 148t sich auch sofort die umfassendste Relativ- 
null Ogy angeben: 


Omy = Ome + (0, x 8) 
oder 


Ogey = {0, . . ., 440, + 2y0q + °° * + Oy, -- +}, z, = 0,1,2,..., 


Bezeichnet R(o,) die Anzah] der Elemente irgendeines 0,-Kerns, so ist ja 
R(o,) zugleich die Anzahl der verschiedenen in M dann auftretenden Rest- 
klassen; speziell also A(o,) = 1. Dann gilt, wie ohne weiteres ersichtlich, der 

Satz 16. Fiir jede Menge M, die von 0,, verschiedene Relativnullen besitzt, 
existiert die natiirliche Dichte, und es ist 





R(o,) _ R(os) $—_ Rio) Lb. 
3, (M) = 7 -— aoe ee Oe 


Die Struktur der Mengen mit Relativnullen ist nunmehr vollkommen ge- 
kl*rt. ; 

Zum Schlu8 noch ein Beispiel: Ist M = 8, s0 ist offenbar o, = 1, also 03, = 
= {0, 1}. Der Kern 8 von § ist % = {0} = 0,. Die umfassendste Relativnull 
ist hier offensichtlich 0, y = 8. 


§ 3. 


Konvergente Mengenfolgen. 
Definition 5. Eine unendliche Folge von Mengen U,, Us, .. ., U,, - - - hetBe 
konvergent, wenn sich zu jeder positiven ganzen Zahl n ein k = k(n) so finden 
laft, daB fiir alle Mengen U, mit x > k 


Y, A[0, n] =U, A[0, 2) 


ist. Andernfalls heiBt die Folge divergent. 7 
Definition 6. Die Grenzmenge U einer konvergenten Mengenfolge U,, U,, .  « 
— in Zeichen lim & = & — sei.die Vereinigungsmenge aller U, ;,, ~[0, n), also 
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A= jim w, = (A, (0, 0V (Marl, 1}V ee %, 


Das Auftreten der leeren Menge als Grenzmenge mdge durch lim %, = 0 
n--co 


bezeichnet und etwa als dem Fall der bestimmten Divergenz entsprechend 
angesehen werden. 


Den soeben gegebenen Definitionen zufolge ist beispielsweise eine Folge 
identischer Mengen konvergent: Y= W,=---=W%=---= MW und 
jim 1, = jim &= UY; desgleichen die Folge UW, = {n}, n= 0, 1, 2, ...; 
es ist jim 4,= lim {n} = 0). Nicht konvergent ware die Folge {1}, {2}, 
{1}, {2}, .. 


Offenbar ist stets 
Y, (ny [0,2] S lim W, = w, 
(14) jim, (Uy omy 7 (0,2) = lim = a, 
W, A (0, n] = (lima %) > (0, n] =A (0, n}, x Dk(n). 


Leicht ersichtlich sind die folgenden beiden Satze: 


Satz 17. Jede Teilfolge einer konvergenten Mengenfolge ist wieder konver- 
gent und besitzt dieselbe Grenzmenge wie die urspriingliche Folge. 

Satz 18. Abdnderung einer Folge an endlich vielen Stellen hat auf die Kon- 
vergenz bzw. Divergenz keinen Einfluf. 


Satz 19. Eine Mengenfolge W,, n=1,2,..., ist stets konvergent, wenn 
%,2%2°-- 24,2 °°: gilt, und es ist 


A= lim = WA AWa- 


Beweis. Es sei n > 0 eine beliebig angenommene ganze Zahl. Ferner werde 
A,(— 1, n) = A gesetzt. Die ganzzahlige Zahlenfolge A, (— 1, n), x = 1, 2, ...; 
ist auf Grund der Voraussetzung des behaupteten Satzes nicht ‘zunehmend. 
Da sie auBerdem nicht negativ werden kann, so kann sie héchstens A-mal, 
also héchstens eine endliche Anzahl von Malen kleiner:werden, mu8 dem- 
nach also von einer Stelle & an konstant bleiben. Infolge der gemachten 
Voraussetzung mu8 dann auch W -\(0,n], x >k, von derselben Stelle an 
invariant bleiben. Daraus folgt die Konvergenz. Demzufolge ist 


w, [0,2] = A A[0, 2] S Y, cy[0, n), x 2k, A= 1,2,..., 
fiir jedes ganze n > 0, also, da auch jedes Element des Durchschnitts in & 


, *) Auch hier sieht man wieder, daB in der Grenzmenge héchstens + oo enthalten 
wire, was die Festsetzung iiber die leere Menge abermals nahelegt. 





. 
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vorkommen muB, 


lim % = athna:::. 


n-o 
Aus Satz 19 folgt noch. daB fiir jede beliebige Folge von Mengen W,, W,, . 
Jim (i, AWA AGM) =BAGn::: 


gilt. 
Satz 20. Gilt fiir eine Mengenfolge U,, U,, . . 


WS %,9°°:, 
so existiert lim. UW, und es ist 


jim = %, V % V «+. 


Beweis. Es sei n > 0 eine beliebig gewahlte ganze Zahl. Der Vorausset- 
zung zufolge ist U, [0,2] S W,, [0,2], x = 1, 2,.... Dain [0, n] héch- 
stens endlich viele Elemente einer Menge, namlich héchstens n + 4 enthalten 
sein kénnen, so ist die Zahlenfolge A,(—1, n), x = 1, 2,..., beschrankt und 
auf Grund der Voraussetzung monoton wachsend, also von einem gewissen 
k = k(n) an konstant. Folglich bleibt auch Y, (0, n), x =k, unverandert. 
Das bedeutet aber, daB die Mengenfolge W,, ,, .: . konvergiert. 


Eine Folge von Satz 20 ist der 
Satz 21. Ist W,, U,, ... eine beliebige Mengenfolge, so existiert stets 


ah co 
li = ‘ 
sous a Z™ 

Dieser limes ist gleich einer Menge U bzw. leer, je nachdem die Null in héch- 
stens endlich vielen Mengen der Folge fehlt oder in unendlich vielen nicht ent- 
halten ist*). 

Beweis. 1. Fall. Die Null ist in héchstens endlich vielen Mengen nicht ent- 
halten. Es mégen dies genau die Mengen W,, W,,..., UW, sein. Man setze ab- 
kiirzend die n-te Partialsumme gleich ©,, also 


6, = 2%, nw i,2,.... 


oo 
*) Diese Definition von £ 4, ist natirlich 4quivalent mit der schon weiter oben 


gegebenen. 
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Weiter ist somit speziell 


G41 = 6, + Waar: 
Da 0 EU, ,, ist, so ist 


6,5 S41 
und allgemein 


G5 


fir jedes n>r.. 
SG, S Sasi 


Nach Satz 20 existiert daher lim ©, = lim > Y= z U, = UA, wobei W 


n-—-c n-—-cor=] 


offensichtlich nicht leer sein kann. 


2. Fajl. In unendlich vielen Mengen ist die Null nicht enthalten. Es seien 
dies die Mengen Y%, , a -, U,,---. Es ist zu zeigen, daB keine ganze Zabl 
n>0 in der Pie cathalten ist. Angenommen, es gabe ein n, > 0, 
das von einer Stelle an in allen Partialsummen enthalten ist. Bezeichnet man 
nun fiir den Augenblick mit a, das kleinste Element von W, , so ist offenbar 


(Fa) SE, 


+7 


und zwar ist dies das kleinste Element von ©, om 


aber wort => + 1 und folglich S41 O00, No) = 0. Ist nun n jr, 4, 
a. aie 


eine beliebig zu wahlende ganze Zahl und fiir den Augenblick s, das kleinste 
Element von ©,, so ist wegen 


6=6, +, ect +H) 


- Wegen a, > 1 ist dann 


sicher 
me +1 
2" 4, 
so daB auch 


S,, ~[0, rq] = 0 (n >r,, + 1) 


.ist im Widerspruch zur Annahme. Also ist in quae Fall die unendliche 
Mengenreihe gleich Null. 


Satz 22. Jede unendliche Mengenreihe ist unbedingt konoergent. 
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Beweis. Sind unendlich viele die Null nicht enthaltende Mengen da, so 
beeie dies ja bei Umordnung erhalten, und es ist daher in diesem Fall stets 


>u4= 0. Andernfalls ergibt sich der Beweis daraus, daB bei der Bildung 
=, 


n= 
der Elemente von z Q, nur aus endlich vielen Mengen von Null verschie- 
dene Elemente pa. Te werden diirfen, so da8 sowohl! 


FAS LA, als auch FH, < 2%, 


gilt, wenn > . eine lediglich durch Umordnung entstandene Reihe be- 
n=1 


deuten moge. 


Satz 23. Sind U,, U,, ... und B,, By, .. . zwei konvergente Mengenfolgen, 
so gilt stets 


Lim, + Jim 8, = Jim (4, + 2) 
und allgemein 
k R 
J Hae Mon Ta, Zi Mans bpm, 
falls die limites der k Folgen auf der linken Seite existieren. 


Bemerkung. Fiir k = 00 gilt der Satz nicht mehr notwendig, wofiir sich 
unschwer Beispiele finden lassen?®). 


Beweis von Satz 23. Es geniigt offenbar, sich auf den Fall k = 2 zu be- 
schranken. Nun sei die ganze Zah] m > 0 beliebig gewahlt. Aus der Existenz 
von jim YW, folgt, daB es ein ky (m) gibt, so, daB 


Wor om) cy [0, m) = i ao, m}, x = ke 


ist. Entsprechend gibt es ein ky(m) der Folge 6. Man setze 
k(m) = k = Max (kq(m), kg (m)). 
Dann ist 
= {(U, A[0, m)) + (B, A[0, m)} A[0, m) 
= (4, + B,) -[0, m) fiir alle x >k. 
Daher existiert auch Jim, (4, + B,). Ferner sieht man sofort, daB8 


10) Bei Voraussetzung gewisser GleichmaBigkeitsbedingungen lieBe sich Satz 26 
auch auf k = co ausdehnen, wovon jedoch im folgenden kein Gebrauch gemacht 
werden soll. 
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{lim (%, + B,)} \[0,m] = lim {(%, + B,) (0, m]; 


= (4, + B,) A[0, m), x > km), 
= {(H, A[0, m]) + (B, A[0, m:]} AO, m] 
= (Jim, {U1 > [0, m}} + jim, {B, (0, m}}) A[0, m] 
= (lim, % + im, 8) 0, m1 
fiir jedes ganze m > 0 gilt, womit alles bewiesen ist. 


Satz 24. Es sei U,, U,, ..., W,, ... eine Me Sinfolge. Gilt dann fiir alle 
hinreichend groBen n 
Mi+1 5M, 


so ist die Folge konvergent. Desgleichen, wenn 
M.S Uns: 


ist. 
Beweis. Aus ,,, $ %, folgt eine Darstellung der Form 
UW, = U4. + B,,, fir alle na>N. 


Es sei zunachst 0 € %,; dann ist nach Satz 1 auch O CM, und W,, 5 UW, 
n >N, die Folge mithin nach Satz 19 konvergent. Ist hingegen 0 € Uy = 
= {4y1, Gyo, ---}, also 


Ay = {ay,} + (0, @yg—Gyy, ys —4y;,---} = {@y,} + AY, 
so folgt, wenn allgemein entsprechend 

W, = {4,1 Saar ---} = {ni} + WY sowie B, = {b,,} + BP 
gesetzt wird, aus 

W, = {a,,} + OY = H+ Bia. = WN + BL, 
+ {Gn 41,1} + {Ongr,2} (22>) 
= U1 + BM H+ fui} na = Sagas Ons, 
Wri S Uy? 

so daB wieder nach Satz 19 lim UY = A existiert. Weiter folgt aber aus 
@n1 = Gnosa t Ong, 


sofort 


0s Gn 41,1 S4,,, 
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80 daB lim a,, = a vorhanden ist. Da nun aber aj;, dg, ..., @,3,--- eine 


Folge ganzer Zahlen ist, so ist auch a ganzzahlig, und von einer Stelle Ny 
an sind alle a, , = a, und man hat dann 


W, = {a} +a, n>No, 
so dab 


jim %, = Jim, ({a} + yO) = {a} + lim ot) = {a} > yo — a 


ist. Bleibt jetzt noch der zweite Teil des Satzes zu beweisen. Aus U, $U,,, 
folgt fiir allen >N 


tu wt, + 8, = (W,-1 + %,,-1) + 8, = a + (B,-1 + B,,) 
=W + (B,_. + B,-; + B,)= Me 
= Wy + (By + Byy, +°°° + B,) = Ay t+ = %,. 
= 


n 
Nach Satz 21 konvergiert aber 5’ ©, fiir n—-0o , so daB wegen 
v= N 


lim 41 = %y + fim 3 8, 
auch im W, vorhanden ist. 
Gelegentlich niitzlich sind die beiden folgenden Satze: 
Satz 25. Gilt fiir alle hinreichend groBen n einer gegebenen Mengenfolge U,, 


Us, « 
w, Se, 
und gilt fernerhin fiir alle hinreichend groBen n 
w, _ Was ’ 
so gilt auch 
(Jim ,} 56. 


Beweis. Da’ jim UW, existiert, folgt aus Satz 20. Fiir alle hinreichend 
groBen n existieren nun Zerlegungen der Form 


C=, + B,. 


%,, ist nach Satz 15, II nicht immer eindeutig bestimmt. Man bilde aus der 
Gesamtheit aller méglichen Summanden ®,, die Vereinigungsmenge %,,. Dann 
ist wegen B, © &B,, offenbar 


C=%,+B,C%,4+8%,. 
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Es sei a, ein beliebiges Element aus Y,, v,, ein beliebiges aus B,. Dann gibt 
es gewiB eine Menge 6, mit », € B,. Aus WU, + B, = € folgt dann aber 
(a, + v,) €€. Da a, und », ganz beliebig waren, so ist auch 


4% +B, S6, 
%, + B, =6. 


Es kann somit jetzt keine ganze Zahl b > 0 geben, die erstens nicht in B, 
enthalten ist, und fiir die zweitens 


also 


(a, +6) €€ fir jedes a, aus W, 
gilt. Jetzt betrachte man die Zerlegung 
(45) C= Wass + Baas . 


Es ist 
Bias S %,,. 


Enthielte namlich B, ,, ein Element v, welches nicht in %,, enthalten ist, so 
wiirde trotzdem wegen (15) 


(a,,, +») €€ fiir jedes a,,, in W,,, 


also erst recht fiir jedes a, aus UW, gelten, da ja U, S W,,, vorausgesetzt war. 
Dies war aber schon soeben als unmdglich nachgewiesen worden. Es ist also 
in der Tat B,,, S &,, fiir alle hinreichend groBen n. Nach Satz 19 ist daher 
lim %,, vorhanden. Somit ergibt sich vermittels Satz 23 


Jim % + jim B,— lim (%, + 8,)— Jim 6= 6, 
also 


(lim %,) $6. 


Satz 26. Gilt fiir alle hinreichend groBen n einer gegebenen Mengenfolge 


@,, G,,... 
w, Se, 
und gilt fernerhin fiir alle hinreichend groBen n 
Mei S %, 
so gilt auch 


(lim %,) $6. 
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Beweis. Nach Satz 19 existiert lim W,. Wie im vorhergehenden Beweis 
wahle man fiir € die Zerlegung 


€ = WH, + &,, fiir alle hinreichend groBen n. 
Ebenso gilt 
C= Gait Biss . 
Hier gilt jetzt 
B, S Bast P 
Fir jedes Element v, aus %,, gilt namlich 
(a, +, ) €© fir alle a, aus. W,, 

also wegen W,,, | W, erst recht alle a,,, aus M%,,,. Daher mu8 v, auch in 
B!,, enthalten sein, da ja die B, als Vereinigungsmengen, also als umfas- 
sendste Mengen definiert waren. Es mu8 mithin wirklich B,C &,,,, fiir alle 
hinreichend groBen n gelten. Nach Satz 20 existiert somit iim %,,. Genau wie 
beim Beweis des vorigen Satzes ergibt sich nun die Behauptung. 

Hineichtlich der Addition von Mengenreihen gilt der 


co co 
Satz 27. Sind & Wy a Men: .. héchstens abzahibar viele Mengenreihen, 
und ist B,, B,, .. . in beliebiger Anordnung die Folge aller U, ,, das heiBt, jedes 
U,, mu in der Folge der 8, an genau einer Stelle vorkommen, so gilt siets: 
co co co co co 
és - 11), 
F F0.- FFa.- F0.. 
Beweis. Offenbar geniigt es, die Gleichheit zwischen der ersten Doppel- 
summe und der einfachen Summe nachzuweisen, da dann hiernach jede ein- 


fache Summe stets in eine Doppelsumme umgewandelt werden darf. Es sei / 
irgendein Element der linken Seite. Ist 1 = 0, so muB die Null in jedem ein- 


co 
zelnen YW, ,, also auch in jedem %,, und folglich auch in Po %,, enthalten sein 
ne . 


bzw. umgekehrt. Ist 1>> 0, so setze man zundchst abkiirzend = Y= U,. 


Dann diirfen zur Darstellung von | ja nur aus endlich vielen der U1, von Null 


11) Dieser Satz erhartet am starksten die ZweckmABigkeit tiber die Festsetzung 
betreffs der leeren Menge; denn wiirde man sie als (einzige) Universalnull auffassen, 


so wirde die Gleichheit fiir den Fall, daB mindestens fiir ein x die Summe 2, Una 


leer ist, in der obigen Formel nicht gelten, weil dann die rechte Seite leer, die linke 
aber im allgemeinen durchaus nicht leer ware. Dagegen in der Deutung als unend- 
liches Element steht beiderseits die leere Menge, da links mindestens ein Summand 
dann unendlich ist. 
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verschiedene Elemente herausgegriffen werden, etwa aus den Mengen %, , 
) i, r > 1, aus den iibrigen Mengen mui die Null genommen werden. 
Die aus den Mengen ae p= 1, 2,..., 7, zurDarstellung von / herauszugreifen- 
den Elemente seien etwa a wobei also a, + 0 ist. Da nun 


~ 
wiederum jedes a, ez Wea ist, so diirfen auch hier wieder zur Darstellung 
i=l 
von a, nur aus endlich vielen der Ma von Null verschiedene Elemente ge- 
nommen werden, etwa aus den Mengen UW, ,, WU, ,, ---,UW 4,8, 21. Diese 
e e e@ 89 
Mengen w,, a 1 So Ss,, kommen nach Voraussetzung aber simtlich auch 


unter den %, vor. Da nun fiir / als Element der linken Seite, indem man die 
Nullen weglaBt, die Darstellung 


I= Fa,= F 2 o,,, 


(a, 4, Sind die entsprechenden Elemente aus w., 4,) 


gilt, jedes a, 44 aber gleich einem gewissen 6, aus %, fiir passende n ist, so 
erhaélt man auch auf der rechten Seite das Element 1, wenn man aus diesen 
speziellen 8, die genannten Elemente b,, zur Darstellung herausgreift, aus den 
iibrigen %,, aber die Null. Da8 auch jedes Element r der rechten Seite links 
vorkommt, ergibt sich dadurch, daB ja jedes 8, aus dem ein von Null ver- 
schiedenes Element zur Darstellung von r herauszugreifen ist, gleich einem 
gewissen YU , ist, und man sieht jetzt leicht, da8 man links r erhalt, wenn aus 
allen diesen speziellen U,, die gleichen Elemente gewahit werden, die man 
rechts bendtigt hat, aus den iibrigen WU, , aber die Null nimmt. Kommt schlie8- 
lich die Null in unendlich vielen W,, nicht vor, so sieht man miihelos, dab 
beide Seiten leer, also gleich Null sind. 


§ 4. 
Zerlegung einer beliebigen Menge in eine Summe von primitiven Mengen. 


Fir den eigentlichen Beweis werde zundchst ein Hilfssatz vorausgeschickt. 
Immer sei die Null Element der Mengen. 


Hilfssatz. Jede beliebige Menge IM besitzt stets mindestens einen primitiven 
Summanden. 


Beweis. Ist Mselbst schon primitiv, so ist nichts mehr zu beweisen. Msei da- 
her nicht primitiv. Dann gibt es wenigstens eine Zerlegung der Form M = A+ B. 
Weiter sei m, > 0 das kleinste positive Element von 9. Dieses Element m, 
mu8 nun aber in mindestens einem der beiden Summanden enthalten sein. 
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W= W,,, sei dieser. Man schreibe die Zerlegung von M jetzt in der Form 
M—= A, + B,, . 


Ist Wns primitiv, so ist nichts mehr zu beweisen. Wns sei daher zerlegbar. Bei 
allen Zerlegungen von W,, in zwei Summanden enthilt immer wenigstens 
einer der beiden Summanden das Element m,. Fiir die Zerlegungen von Y%,,, 
in der Form 


Y,,, = U+ B mit m, cA 
bestehen zwei Moglichkeiten: Entweder ist (m, + 1) € U, oder es ist (m, + 1) 
¢ UW. Gibt es nun Zerlegungen mit (m, + 1) € U. so sei - A = Wa +1 gesetzt — 
Wns _ Watt + Bin+1 


eine solche; gibt es hingegen keine derartigen Darstellungen, so sei %.,= 


= Wait Bi... 41 eine beliebige Zerlegung. Um eine kurze Ausdrucksweise 
zu haben, sage man 


Wns = M41 + Bin. +1 


sei eine Zerlegung derart, daB A,, ,, (m,, m, + 1) ein Minimum ist. Setzt man 
jetzt noch B,, ., = B41 + B,,,, 80 ergibt sich fiir M: 


M= Uns + Bin, = Watt + , a ca Brn, aon TE er 
Ist nun schon 


M = Mate +? Bate: wat, 


definiert, so breche man ab, wenn W,, ,, primitiv ist, da der Hilfssatz fiir 
diese Mengen IM dann bereits richtig ist. Ist andernfalls U,, ,, nicht primi- 
tiv, so sei 


, 
a _ Watett + Bin tu+1 


eine Zerlegung derart, daB m, CU, .,., ist und daB A,, .... (my 4-u, 
m, +u-+ 1) ein Minimum ist. Setzt man jetzt noch %,, .,, + Bin +1 = 
= %,,,.+.+1» 80 sind insgesamt zwei Folgen, namlich WU, , U,, .1,..- und B,, . 
B41 --- erklart. Ist die Folge UW, , W,..1, --- endlich, so ist die Behaup- 
tung des Hilfssatzes bewiesen. Seien daher beide Folgen unendlich. Auf Grund 
der Definition der Folge der UL, ist 


Mir SU, 22m, 


so daB lim YU, = W nach Satz 24 existiert. Aber auch lim %,, = B existiert. 
n—-o _ 
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Denn es ist: 
Bras = %,, + Bist _ B,-1 + Bi, ss Bist —_ ose oe Bn, + Zz Bi: 
v= mM, 
also 
B,, + FS Bir = lim B,, + lim ¥ B,,, 
= lim (B_, + 2 B41) 
- dim Basa 
das heiBt 


8 = %,,, a Ss B..1- 


Daher ist fiir alle n > m,: 
© B= Jim % + lim B= Jim, (y+) = im B= w, 


also 


USM. 
Weiter ist m, € U, weil m, € U, fiir jedes n > m, gilt. Mithin ist A= {0} = 0,,. 
Wegen 6= B,, + > $/,, und wegen B,, + 0, ist auch 6+ 0,. Da 


vm 
fernerhin der Hilfssatz fiir Mengen mit Relativnullen bereits durch (11) ge- 
sichert ist, kann der Beweis auf Mengen ohne Relativnullen beschrankt werden. 
Dann aber folgt aus 6+ 0,, daB U=+ M ist. Weiterhin soll nun gezeigt wer- 
den, daB diese Menge & primitiv ist. Ware namlich & nicht primitiv und besaBe 
demzufolge etwa die nicht triviale Zerlegung U= © + T, 6+ 0,, T+ 0,, 
S+ UA, T+ UA, wobei etwa m, € S sei, so wire S wegen © + W echte Teil- 
menge von WY. Ferner folgt aus 


W, = Mai + Biss =%iet Biss + Brat =%i.t 2X Bis 
sofort 


ao cd 
/ . . —y ’ 
YW + 2 Bnva = lim %,.,.+ lim = Bisa 


= lim (M14. + 2 B,, +a) 
*—*00 = | 
= lim %, = %,, 


sodaB USA, und mithin auch © $ UW, fiir jedes n > m, ist. Nun ist weiter 
wegen ©CUAC AW, erst recht © C W,. Jetzt bestimme man die ganze Zahl 
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k = m, so, dab 
S A(0, k] = A A[0, k) 
S A[0, k + 1) U0, k + 1) 


ist. Da [0, m] 7S = (0, m] 7 U= {0, mj} ist, existiert k sicher, weil S 
echter Teil von & ist. Aus der Definition von k folgt sofort, daB 


(e+1) EW aber (kK +1) € S 
ist. Da weiter UA C W,, n > m,, war, so ist speziell auch 
(k+1) €U,,, und © $4H,. 


Also existiert eine Zerlegung der Form &, = S + %’ im Widerspruch zu der 
Definition von %,,,. Mithin ist YU primitiv, wie behauptet war. Damit ist 
der Hilfssatz vollstandig bewiesen. 

Auf Grund des eben bewiesenen Hilfssatzes besitzt jede nicht primitive 
Menge IN wenigstens eine Darstellung der Form 


(16) M= F,+C,, YP, primitiv und F, + 0,. 


Nunmehr soll gezeigt werden, daB sich jede beliebige Menge I stets auf 
mindestens eine Weise als Summe von eventuell unendlich vielen primitiven 
Mengen darstelien la8t. Zufolge von Satz 14 kann der Beweis auf unendliche 
Mengen ohne Relativnullen beschrankt werden. Dann ist ©, + M. Ware ©, 
auch primitiv, so ware fiir diese Menge I2 die Behauptung bereits richtig. ©, 
sei also als nicht primitiv angenommen. (16) auf €, angewandt liefert eine 
Darstellung der Form 


(17) €,= ¥, + €, (B, + 0, und primitiv). 
Daher ist 

M= $F, + F, + G. 
So fortfahrend erhalt man allgemein eine Zerlegung der Gestalt 


MN = = %.+6,. 


Ist in der hierdurch entstehenden Folge ©,, ©,, ... eine Menge primitiv, »» 
bricht die Folge mit dieser Menge ab, und der Beweis wiire fertig. Die Folge 
€,, €,,... darf daher als unendlich angenommen werden. Somit ist aber auch 
die Folge der abgespaltenen Primitivmengen %,, $,, .. . unendlich. Aus (17) 
folgt noch ©, $ ©, und also allgemein 


a S C,,, 


Mathematische Annalen. 120. 43 
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so daB die Folge der ©, konvergent ist: 
lim ©, =G. 
n=co 


Daraus ergibt sich 

C+ FB = lim, + lim FB, = lim C,+ FB) = limm =m. 
M 14Bt sich also darstellen in der Form 
(18) M=C+ FB, (alle B,+v, und primitiv) 


Auch hierin ist offenbar € + M. Wieder geniigt es anzunehmen, daB € nicht 
primitiv ist. Analog den beiden Grenzprozessen, die zu (16) bzw. zu (18) ge- 
fiihrt haben, werde jetzt noch ein dritter Grenziibergang durchgefiihrt, welcher 


dann die gewiinschte Darstellung von J liefern wird. Unter allen Zerlegungen 
der Form (18) sei 


N=D+ FH, 


irgendeine solche, sodaB D,(0, 1) ein Minimum ist. Jetzt werde (18) auf D, 
angewandt derart, da8 in 


= 2,+ 2%, 


D, (1, 2) ein Minimum ist. Sind nun bereits D,, D,, . . ., D,, erklart, so breche 
man ab, wenn D, eine Primitivmenge ist, andernfalls sei D,,, dadurch de- 
finiert, da8 (18) auf D, angewendet wird, und unter allen méglichen Darstel- 
lungen dieser Art sei 


(19) ®,, _ Drsi + = Bu41,. 


eine solche, daB D, ,,(n,n + 1) ein Minimum ist. Sollte ein D, keine Dar- 
stellung im Sinne von (18) zulassen — dies kann durchaus der Fall sein, wenn 
namlich das Konstruktionsverfahren im Beweis von (18) abbricht -, so las- 
sen sich ja solche Mengen schon als Summe von endlich vielen primitiven 
Mengen darstellen; in unserem Fall wiirde also fiir D, gelten: 


kr. 
D, = = Bias, a 
Insgesamt ergibe sich in diesem Fall fir 
k “nh & 
MN = = Bast. +e ZB, (alle %,, + 0, und primitiv). 


Nach Satz (27) \48t sich aber die rechte Seite umformen in die Gestalt 


M = 2 O,, (alle O,+ 0, und primitiv), 
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so daB fiir M die gewiinschte Darstellung als Summe von Primitivmengen 
gefunden ist. Dies gilt also fiir den Fail, daB ein Element der Folge D,, Dy, ... 
sich als Summe von endlich vielen Primitivmengen, speziell also auch, wenn 
ein Element der Folge selbst primitiv ist, darstellen la8t. Zur Weiterfiihrung des 
Beweises mu8 daher angenommen werden, daB die Folge der D,, n = 1, 2,..., 
unendlich ist. Aus (19) folgt noch D,,, $®D,, so daB jim D,, = Oy existiert. 


Da nun fiir jedes ganze n >1 die Gleichung 


M=D,+ 2S TB, 


gilt, so. ergibt sich: 


O,+ J FB,,= lim D, + lim F FB,, 


vel A n-—-oco N--CO per] A= l 


n oo 


n=oo v= 1 A=l n--co 
, io°) x 

Nach Satz 27 lat sich die Doppelsumme 3’ »’ §,, als einfache Summe 
v= l A= 


4X, schreiben, wobei ja jedes ©, gleich einem gewissen , ,, also nament- 
xl e 


lich primitiv ist. Man hat somit die Zerlegung gewonnen 
co 
M= Op + 20, 


Da M keine Relativnullen besitzen sollte, und auf Grund des Konstruktions- 
verfahrens die O, nicht gleich 0, sind, so ist DO, == M. Nunmehr soll gezeigt 
werden, daB die Menge D, primitiv, also eventuell auch gleich 0,,, oder wenig- 
stens als Summe von Primitivmengen darstellbar ist. Zunachst gilt Dy S D,,; 
aus (19) ergibt sich namlich sukzessive 


) co C) 
D,, = Dass + = Bast. = Droz + =~ pC + ~ pe 
r > 
+ 
- Drsr + a & Batex 
= 4=1 pa 


also wegen lim D,, . = O, und vermittels Satz 27 
Toco 


n+r 


(20) D = lim D, =O + VY LB... = Det 2 Bu 


o=1 x=1 


das hei®t aber D, § D,,. Nunmehr nehme man an, D, sei nicht als Summe von 

endlich vielen Primitivmengen darstellbar, sei also auch speziell nicht gleich 

0,, denn sonst wire ja nichts mehr zu beweisen. Dann existiert fiir Dy nach 
43* 











196 Hans-Hetnaicn Ostmann: Untersuchungen iiber den Summenbegriff. 


(18) sicher eine Darstellung der Form 
oo 
O,= $+ = B), B+ 0, und primitiv. 


ilierbei ist S eine echte Teilmenge von O». Die ganze Zahl k > 0 sei erklart 
durch 


S nw [0, k] = Dy HO, &}. 
S$ n[(0,4 + 1] + OD Al, + 1), 


was wegen © C ©, bedeutet, daB (k + 1) € Og, aber (A + 1) € © ist. Wegen 
0 € S AQ, existiert k eindeutig. Weiter folgt aus SG § DO, und O, $ D,, noch 
€ S$, fiir jedes n; speziell ist also auch 


Oy SD,., und folglich OC D,.,, 


so daB aus (k + 1) GQ, erst recht (k + 1) © D,., folgt. Somit gilt mit 
Hilfe von (20) 


D=O+ FB.- (6+ FH+ FH, 


| 
CY] 


vad = oy - 
+2 B+ 2B.= C+ ZT R,, 
x=1_ 4=1 ual 


letzteres nach Satz 27. Es ist nun aber (k + 1) € © jedoch (k +.1) © D,.). 
was der Definition von D, , , widerspricht. Folglich besitzt & keine Zerlegung 
im Sinne von (18), ist also bereits als Summe von endlich vielen primitiven 
Mengen darstellbar. Damit ist vollstandig der folgende Satz bewiesen: 


Satz 28. Jede heliebige Wenge IN lat sich stets als Summe von primitiven 
Mengen darstellen. Besit=zt M Relativnullen, so gibt es insbesondere auch Darstel- 
lungen als Summe von endlich vielen primitiven Mengen. Endliche Mengen lassen 
sich nur in Summen von endlich vielen primitiven Summanden zerlegen. 


(Eingegungen am 5. Februar 1943.) 





Die Arithmetik der natiirlichen Zahlen 
im Rahmen der Theorie der Verbande. 


Von 


K. ScurOTer in Miinster/Westf.*. 


Die im Bereich der natiirlichen Zahlen erklirte <-Relation ist reflexiv 
und transitiv; d. h. es gilt: 

Fiir jede natiirliche Zahl a: a<a 
und 

Fiir die natiirlichen Zahlen a, b, c: Wenn ab und b Se, so aSc. 

Ferner mu8 die im Bereich der natiirlichen Zahlen erklarte <-Relation 
unterschieden werden von anderen <-Relationen, auch von solchen in anderen 
Zahlbereichen. Auf Grund dieser Unterscheidung gilt fiir die von uns im 
folgenden betrachtete <-Relation: 

Fiir jedes a,b: Wenn ab, so sind a,b natiirliche Zahlen*). 

SchlieBlich steht die <-Relation mit der Identitaét in folgender Beziehung: 

Fiir die natiirlichen Zahlen a,b: a =b dann und nur dann, wenn ab und 
b < a. 

Auf Grund der angegebenen vier Gesetze ist die <-Relation eine Halb- 
ordnungs- oder Teilrelation. 


Uber diesen Halbordnungsrelationen erhebt sich heute die Theorie der 
Verbinde?). Es erhebt sich infolgedessen die Frage, ob ‘es méglich ist, die 
Arithmetik der natiirlichen Zahlen mit Hilfe der <-Relation als einzigem 
Grundbegriff so aufzubauen, daB die Arithmetik ein Teil der Theorie 
der Verbande wird. 

Man iiberzeugt sich leicht, daB fiir die <-Relation die eigentlichen ver- 
bandstheoretischen Axiome gelten; d. h. 

Zu den natiirlichen Zahlen a, b gibt es eine natiirliche Zahl c, so daB (1) a<e 
und b <c, (2) fiir jede natiirliche Zahl x: wenn a<x und b<z, so cSz. c ist 
ndmlich die kleinste natiirliche Zahl, so daB a<c, bSc; also das Maximum 
von a,b (Max (a, b)). 


* Dieser Vortrag wurde am 22. Mai 1943 vor der Philosophischen und Natur- 
wissenschaftlichen Fakultat der Universitat Miinster gehalten als Grundlage fiir 
das Kolloquium zur Erwerbung des Dr. rer. nat. habil. 

1) Dieser Satz ist bei den im fotgenden (S. 199/200) erwahnten Vollstandigkeits- 
beweisen unentbehrlich. 

2) Fir die verbandstheoretischen Grundbegriffe vgl. Hermes, H., G. KOrTHe, 
Theorie der Verbande. Enzyklopadie der mathematischen Wissenschaften I, 2. A., H. 5. 
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Zu den natiirlichen Zahlen a, b gibt es eine natiirliche Zahl c, so daB (1) cSa 
und ¢Sb, (2) fiir jede natiirliche Zahl z: Wenn x <a und <b, so re. ¢ ist 
ndmlich die gréBte natiirliche Zahl, so daB ca, c<b; also das Minimum 
von a, b (Min (a, d)). 

Auf Grund der bisher angegebenen Gesetze ist die Menge der natiirlichen 
Zahlen ein Verband in bezug auf die <-Relation. 

Dieser Verband hat eine Reihe bemerkenswerter Eigenschaften: 

(1) Der Verband ist distributiv. 

Es gelten namlich fiir das Maximum bzw. fiir das Minimum beide distribu- 
tiven Gesetze: 

Fiir die natiirlichen Zahlen a,b: Max (a, Min (b, c)) 
Max (a, c)). 

Fiir die natiirlichen Zahlen a,b: Min (a, Max (b, c)) 
Min (a, ¢)). 

(2) Der Verband besitzt wenigstens ein Nullelement. 

Fir die natiirliche Zah! 0 gilt namlich: 0< jeder natiirlichen Zahl. 

(3) Der Verband besitzt jedoch kein Einselement. Nun ist es zwar méglich, 
zu dem Verband ein Einselement zu adjungieren. Das nutzt jedoch fiir die 
weiteren Definitionen nichts. Denn insbesondere gibt es zu keiner natiirlichen 
Zahl — nach Adjunktion eines Einselementes — eine im verbandstheoretischen 
Sinne komplementare. 

(4) Der Verband ist atomistisch. 

Zunachst besitzt der Verband wenigstens ein — und sogar genau ein — 
Atom- oder Primelement. Die natiirliche Zahl1 hat namlich die Eigen- 
schaften: (1) 1=-- 0; (2) jede natiirliche Zahl, die <1 ist, ist gleich 1 oder 
gleich 0. 

Weiter gilt das Atomklassenaxiom: 1< jeder von 0 verschiedenen natiir- 
lichen Zahl. 

(5) Der Verband ist linear. 

Fir die natiirlichen Zahlen a, b gilt namlich: a<b oder b Sa. 

(6) Man iiberzeugt sich leicht, daB der Verband langenendlich ist, daB er 
die absteigende Kettenbedingung erfiillt, jedoch nicht die aufsteigende. 

(7) Der Verband besitzt schlieBlich eine sehr wichtige Eigenschaft, die wir 
die Peano-Eigenschaft nennen wollen. 

Wir wollen sagen, daB ein Verband die Peano-Eigenschaft*) besitzt, wenn 
es (1) zu jedem vom Einselement (falls es existiert) verschiedenen Verbands- 


Min (Max (a, 5), 


I 


Max (Min (a, d), 


%) Fir das Eins- bzw. Nullelement die entsprechenden Eigenschaften zu fordern, 
ist natiirlich auf Grund der Definitionen von Eins- bzw. Nullelement unmdglich. - 
Man beachte, daB im folgenden nur die Existenz wenigstens eines-oberen bzw. un- 
teren Nachbarn gefordert wird. In der Arithmetik sind dariiber hinaus diese Nach- 
barn eindeutig bestimmt. Diese Unizitat folgt aus der Linearitat in Verbindung mit 
den Verbandsaxiomen. 
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element wenigstens einen oberen Nachbarn und (2) zu jedem vom Nullelement 
(falls es existiert) verschiedenen Verbandselement wenigstens einen unteren 
Nachbarn gibt. 

Da in der Arithmetik an die Stelle des unteren Nachbarn der unmittelbare 
Vorganger und an die Stelle des oberen Nachbarn der unmittelbare Nacb- 
folger tritt, ergibt sich schlieBlich, da8 unser Verband auch die angegebene 
Peano-Eigenschaft besitzt. 

Es ergibt sich also, daB die Menge der natiirlichen Zahlen in bezug auf die 
<-Relation einen distributiven, atomistischen, linearen Verband mit Null- 
element bildet; dieser Verband ist langenendlich, er erfiillt die absteigende 
Kettenbedingung und besitzt die Peano-Eigenschaft; er besitzt kein Eins- 
element, ist nach Adjunktion eines Einselementes nicht komplementar und 
erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung nicht. 

Die angegebenen Eigenschaften lassen sich reduzieren. Alle angegebenen 
verbandstheoretischen Eigenschaften folgen ndmlich aus (1) der Existenz 
wenigstens eines Nullelementes, (2) der Linearitaét, (3) der Langenendlichkeit*®) , 
(4) der Peano-Eigenschaft. Die Menge der natiirlichen Zahlen ist also in bezug 
auf die <-Relation charakterisiert als ein linearer, langenendlicher 
Verband mit Nullelement, der die Peano-Eigenschaft besitzt. 

Dariiber hinaus folgen aus den Halbordnungsaxiomen und der Linearitaét 
sogar die eigentlichen verbandstheoretischen Axiome. Bei einer auf der 
<-Relation beruhenden Axiomatisierung der -Arithmetik der natiirlichen 
Zahlen geniigt es also zu fordern: (1) die Halbordnungsaxiome, (2) das 
Axiom der Existenz wenigstens eines Nullelementes, (3) das Axiom 
der Linearitat, (4) das Axiom der Langenendlichkeit, (5) das 
Axiom betr. die Peano-Eigenschaft. 


Wir haben im vorstehenden angegeben, daB die Menge der natiirlichen 
Zahlen in bezug auf die <-Relation einen linearen, langenendlichen Verband 
mit Nullelement bildet, der die Peano-Eigenschaft besitzt. 

Jeder derartige Verband ist nun im algebraischen Sinne eindeutig 
bestimmt. Also gilt auch umgekehrt, daB jeder lineare, langenendliche. Ver- 
band mit Nullélement, der die Peano-Eigenscbaft besitzt, bis auf Isomorphie 
die durch < halbgeordnete Menge der natiirlichen Zahlen darstellt. 

Wichtiger noch als diese algebraische Vollstandigkeit unseres Axiomen- 
systems ist die sogenannte semantische Vollstandigkeit*). Man sagt, 





38) Statt der Langenendlichkeit kann auch die Giltigkeit der absteigenden Ketten- 
bedingung gewahit werden. 

*) Zu den im folgenden benutzten metamathematischen Begriffsbildungen vgl. 
Tansxi, A.: Fundamentale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissenschaften. 
I. Mh. Math. Phys. 87, 364-404 (1930), u. Tarsxi, A.: Der Wahrheitsbegriff in den 
formalisierten Sprachen. Studia Philosophica I 1985, 261-405. 
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daB ein Axiomensystem semantisch vollstandig ist, wenn alle mit den Mitteln 
des Axiomensystems formulierbaren giiltigen (wahren: Aussagen aus dem 
Axiomensystem ableitbar (beweisbar) sind. 

In diesem Sinne ist das von uns angegebene Axiomensystem fiir die Arith- 
metik der natiirlichen Zahlen semantisch vollstandig. Es gilt namlich in einer 
etwas verallgemeinerten Formulierung folgender Satz. Die Menge der mit den 
Mitteln unseres Axiomensystems beweisbaren Aussagen fall’. zusammen mit 
der Menge der in < formulierbaren wahren arithmetischen Aussagen. Erst 
auf Grund dieser semantischen Vollstandigkeit sind wir berechtigt zu sagen, 
daB8 wir im vorstehenden die Arithmetik der natiirlichen Zahlen ver- 
hbandstheoretisch charakterisiert haben. 

Ein Beweis fiir dieses Vollstandigkeitstheorem erfordert eine Prazisierung 
von drei Begriffen: (1) des Begriffs der Menge der in < formulierbaren arith- 
metischen Aussagen, (2) des Begriffs der Menge der in bezug auf eine Menge 
ven arithmetischen Aussagen beweisbaren Aussagen, (3) des Begriffs der 
Menge der wahren arithmetischen Aussagen. DaB es auf Grund von Ansiatzen 
von G. Frece gelungen ist, diese Begriffe so zu prazisieren®), daB auf dieser 
prizisierten Grundlage mit von D. Hitpert*) entwickelten Beweismethoden 
ein Beweis fiir den angegebenen Vollstandigkeitssatz gefiihrt werden kann, 
scheint mir eines der wesentlichsten Resultate zu sein, zu dem die mathe- 
matische Logik heute gelangt ist. 

Aus dem angegebenen Vollstandigkeitssatz ergeben sich drei besonders 
lwmerkenswerte Konsequenzen’): 

(1) In der vorstehend angegebenen allgemeinen Formulierung enthalt die 
semantische Vollstindigkeit die Widerspruchsfreiheit unseres Axiomen- 
systems. Da auf Grund des Vollstandigkeitstheorems namlich eine arith- 
metische Aussage nur dann beweisbar ist, wenn sie wahr ist, kann 0 + 0 nicht 
beweisbar sein. Aus der Nichtbeweisbarkeit von 0=-0 ergibt sich aber un- 
mittelbar die Widerspruchsfreiheit unseres Axiomensystems. 

(2) Beim Beweis fiir die semantische Vollstandigkeit unseres Axiomen- 
systems ergibt sich gleichzeitig ein Beweis dafiir, daB jede in < formulierbare 
arithmetische Aussage entweder beweisbar ist oder daB die kontradiktorische 
Verneinung dieser Aussage abgeleitet werden kann. Hieraus folgt, da8 unser 
\xiomensystem so vollstindig*) ist, daB es nach Adjunktion einer mit 


*) Vgl. Anm. 4. 

*) Vgl. Hitsert, D., P. Bernays: Grundlagen der Mathematik. Bd. I, 1934, § 6. — 
In den Hitpeartschen Formulierungen wird von ,,semantischen“ Redeweisen wegen 
ihres ,,infinitistischen‘*‘ Charakters kein Gebrauch gemacht. Die Hitspertschen Metho- 
den lassen sich jedoch so benutzen, daB die von uns angegebenen semantischen Theo- 
reme bewiesen werden kénnen. 

*) Zu diesen drei Konsequenzen vgl. Anm. 6. 

“) Man nennt diese Vollstandigkeit die syntaktische (Postsche) Vollstandig- 
ke it. Vgl. Herwes, H., H. Scnorz: Ein neuer Vollstandigkeitsbeweis fiir das re- 
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seinen Mitteln formulierbaren, nicht beweisbaren arithmetischen Aussage 
widerspruchsvoll wird. 


(3) Die dritte Folgerung betrifft das Beweisschema der vollstandigen 
Induktion. 


Dieses Beweisschema ist in < etwa folgendermaBen formulierbar: Wenn 
eine arithmetische Aussage auf die natiirliche Zahl 0 zutrifft und wenn sie 
mit einer natiirlichen Zah] auf den unmittelbaren Nachfolger dieser Zahl zu- 
trifft, so trifft sie auf jede natirliche Zahl zu. Dieses Schema ist natiirlich in 
der Arithmetik giiltig. Es ist im Wesentlichen gleichwertig mit der Langen- 
endlichkeit bzw. der Giiltigkeit der absteigenden Kettenbedingung. Es zeigt 
sich nun, daB fiir den Vollstandigkeitsbeweis diese Langenendlichkeit gar 
nicht erforderlich ist. Fiir die algebraische Eindeutigkeit oder, Kategorizi- 
tat®) ist diese Bedingung dagegen unentbehrlich. 

Wird also nur die semantische Vollstandigkeit der Arithmetik der natiir- 
lichen Zahlen angestrebt und nicht auch die Kategorizitat, so ergibt sich 
die bemerkenswerte Tatsache, daB hier ein Axiomensystem fiir die Arith- 
metik der natiirlichen Zahlen angegeben worden ist, in dem das Schema des 
Beweises durch vollstandige Induktion entbehrlich ist. Es soll ausdriicklich 
darauf hingewiesen werden, da8 das Beweisschema der vollstandigen Induktion 
nicht verwechselt werden darf mit dem Definitionsschema der vollstan- 
digen Induktion. Werden namlich auf Grund dieses Definitionsschemas die 
sogenannten induktiven Definitionen fiir Addition und Multiplikation zu 
unserem Axiomensystem hinzugefiigt, so ist auf Grund eines beriihmt ge- 
wordenen Satzes™) von K. GépgeL das so erweiterte Axiomensystem nicht 
mehr semantisch volistandig. 


Die hier angegebenen Satze iiber die Widerspruchsfreiheit und Vollstandig- 
keit eines gewissen Axiomensystems fiir die Arithmetik der natiirlichen Zahlen 
sind ein Teilstiick einer umfassenden Wissenschaftstheorie, die heute mit den 
Hilfsmitteln der mathematischen Logik exakt aufgebaut werden kann. 
duzierte Frecesche Axiomensystem des Aussagenkalkiils. Forschungen zur Logik 


‘und zur Grundlegung der exakten Wissenschaften. N. F. H.1. Leipzig 1937. 8S. 6, 
Anm. 5. 


*) Es gilt sogar, daB die behauptete Jsomorphie nur durch genau einen Korrelator 


hergestellt werden kann; das Axiomensystem ist, wie man sagt, monotransfor- 
m abel. 


1) Gépe1, K.: Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme I. Mh. Math. Phys. 88, 173-198 (19314). 


(Eingegangen am 1. 10. 1943.) 








Ganzwertigkeit 
und verallgemeinerte Dirichletsche Reihen. 
Von 
Hans Scuusakt in Freiburg i. Br. 


Fast alle bisherigen Untersuchungen, die sich auf Ganzwertigkeit von Funk- 
tionen bezogen, d.h. auf die Tatsache, da8 eine Funktion g(s) fiir s = 0,1, 

.,n,... oder auch erst fiir s = n > n, selbst ganze rationale Werte annimmt, 
beschranken sich auf ganze Funktionen. Die erste Arbeit auf diesem Gebiet 
schuf Pétya"). Cartson®) dagegen hat gezeigt, da8 diese Ergebnisse auf Funk- 
tionen ausgedehnt werden kénnen, fiir die nur Regularitat in der Halbebene 
R (s) >0 gefordert wird. Diese Arbeit soll sich mit solchen ganzwertigen 
Funktionen befassen, die keiner der bis jetzt betrachteten Funktionenklassen 


anzugehdren brauchen, namlich mit Funktionen, die sich in verallgemeinerte 
x 


Dirichletsche Reihen der Form >» a, ¢~*»* mit s=o+ it, A, =p, + it, ent- 


wickeln lassen. 0 


Im ersten Abschnitt werden kurz die allgemeinen Methoden erdrtert, die ich 
bei der Untersuchung auf Ganzwertigkeit anwenden miéchte. Ich bilde mit 
den Zahlen g(n) als Koeffizienten.eine Potenzreihe; die Voraussetzung der 
Ganzzahligkeit von g(n) ergibt eine Potenzreihe mit ganzzahligen Koeffizien- 
ten. Es gibt nun bekannte Satze, die aussagen, unter welchen Bedingungen 
eine solche Potenzreihe eine rationale Funktion darstellt. Die Anwendung 
dieser Satze liefert als Hauptsatz vorliegender Arbeit eine notwendige Be- 
dingung fiir die Ganzwertigkeit. Diese lautet: 

Soll fiir alle s = n die Funktion g(s) ganzwertig werden, so muB sich g(n) in 

l 
eine endliche Dirichletsche Reihe der Form Ak C, (e”s)" entwickeln lassen, wobei 
1 


die C,, algebraische Zahlen und die ek ganze algebraische Zahlen sind. 


Hier sehen wir sofort, wie sehr die Forderung der Ganzwertigkeit unsere 
Funktion g(s) einschrankt. 


Im zweiten Teil werden zwei Beispiele solcher Funktionen behandelt, wobei 
es bei einem gelingt, die Bedingungen fiir die Ganzwertigkeit in notwendige 
und hinreichende zu verwandeln. Im letzten Abschnitt. werden analog gebaute 


1) Rend. Palermo 40, 1-16 (1915). 
*) Math. Z. 11, 1-23 (1921). 
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Funktionen auf ihre ,,Fastganzwertigkeit“ hin untersucht, d. h. es werden 
Bedingungen aufgestellt, unter denen g(n) = g, + .,, wobei g, ganz ra- 
tional und |e, | [O" mit 0< © < 1 ist. Auch hier lassen sich unsere Metho- 
den wieder in Anwendung bringen und fihren zu ahnlichen Ergebnissen wie 
im Falle der Ganzwertigkeit. 


§ 1. 
Wir betrachten Funktionen, die sich in verallgemeinerte Dirichletsche Reihen 


der Form g(s) = > a, e~*»* entwickeln lassen. Um diese Funktionen spater 


0 

auf ihre Ganzwertigkeit hin untersuchen zu kénnen, muB g(s) fiir s = 4, 2, 
. +, , ... definiert sein, deshalb fordern wir zuerst die absolute Konvergenz 

dieser Reihen fiir die positive reelle Achse und den Nullpunkt der s-Ebene. 

Verlangt man die Ganzwertigkeit erst fiir n > no, so geniigt es, dab die Dirich- 
letsche Reihe nur auf diesem Teil der reellen positiven Achse konvergiert. Soll 
nun fir s=o + it und A, = p, + it, oe der eee’ reellen Achse abso- 


lute Konvergenz herrschen, so mu6 px ja,e*>*| = py |a,| e*»° konver- 


gieren. Unter der Annahme, daB fiir v S Vo, Py» > O ist, sieht man sofort, da8 
in der Schreibweise von Lanpav In | a, | — Ind, = O(p,) fiir geniigend 
groBes o eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz 


von > | a, | e~¢»*.darstellt. Hierbei-sollen die 8, > 0 die Glieder einer kon- 
0 
vergenten Reihe bedeuten. 


foo 
Hierfiir sind die trigonometrischen Reihen mit reellen variablenz: > a,e”* 


0 
beziiglich ihrer absoluten Konvergenz ein bekanntes Beispiel. Man erkennt 


auch sofort, daB ,,allgemeine trigonometrische Reihen‘‘ der Form >» a, e'*»* 
0 

sich genau so verhalten. 

Eine andere hinreichende Bedingung erhalt man, wenn man 3, = S mit 
« > 4, reell, wiht und hierbei | a, | = O(v) (6 beliebig) ist. 9, = O(In v) gibt 
dann unsere hinreichende Konvergenzbedingung. Diese unsere Bedingung wird 
fiir die spateren Untersuchungen geniigen. 

Will man dagegen die absolute Konvergenz in einem Gebiet mit inneren 
Punkten zeigen, so kann man einige Sétze von VAIsALA*) benutzen. Er zeigte, 
daB bei Konvergenz fiir alle reellen s und unter der Bedingung | argd, | << 


%) Acta Dorpatensi 1921 S. 164-195. 
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< = —e(e> 0) die Reihe in einem Gebiet | args |< e(e > 0) konvergiert 
und dort eine analytische Funktion darstellt. Hierbei sei noch bemerkt, da8 
man fiir unsere Untersuchungen auf Ganzwertigkeit +, verandern darf, so- 
weit dies auf eine Multiplikation mit Faktoren der Form e**'” herauslauft ; 
hierdurch kann man g(s) durch eine Funktion A(s) ersetzen, deren i, 
alle in einem Streifen der Breite 2 x, der parallel zur reellen Achse ist und 
diese als Mittellinie besitzt, liegen. Durch Multiplikation mit einer analyti- 
schen Funktion ¢** (mit reellem a und a> — Min (p,)) erhalten wir eine Funk- 
tion e** h(s), die dann nach dem Satz von VAIsALA analytisch ist in einem Win- 


kelraum | arg s| <<. 


Somit ist dann also auch h(s) in diesem Winkelraum analytisch. 
oo 
In Anwendung unserer eingangs erwabnten Methode sei g(s) = > a,e*»s 
0 
die auf ihre Ganzwertigkeit hin zu untersuchende Funktion. Von dieser mége 


folgendes vorausgesetzt sein: 

(A) 1. g(s) sei absolut konvergent fiir alle s = 0, 

2. alle 2, liegen in einem Winkelraum | arg i, |< > —e(e> 0). 

Dann bilden wir f(z) = > 2"+g(n), wobei die Ganzwertigkeit von ny > 0 an 
gefordert wird. TN 

Wir bezeichnen mit 8,(z) Potenzreihen, deren Koeffizienten g, ganze ra- 
tionale Zahlen fiir n > n, sind. Fiir solche Potenzreihen ist folgender Satz 
ziemlich trivial: 

Wenn f(z) in $, (2) entwickelbar ist, mit einem Konvergenzradius > 1. 

co 


so ist f(z) ein Polynom. Denn, wenn § , (z) = Pn’ 2" ist, so gilt |g, | < 
. 0 

Ss rr >a (c>0), was fiir n> N sicher kleiner als 1 wird, und da die g, ganze 
€ 

rationale Zahlen sind, so miissen alle g, von einem gewissen n an gleich Null 

sein. 


Allein schon aus diesem Satz wird ersichtlich, wie einschneidend die Forde- 
rung der Ganzzahligkeit der Reihenkoeffizienten fiir die Funktion ist, da 
hierbei schon das Verhalten der Funktion in einem Kreis mit r= 1 + < ge- 
niigt, um die Funktion vollstandig zu charakterisieren. 

Dieser Satz wurde von Bore *) folgendermaBen verallgemeinert: Wenn eine 
Funktion f(z) in eine B, (2) mit von Null verschiedenem Konvergenzradius 
um den Nullpunkt entwickelbar ist, ferner f(z) in einem Gebiet, das tiber den 
Einheitskreis hinaus fortgesetzt werden kann, nur Pole hat, so ist f(z) eine 


*) Bull. Sci. math. 18, 22-25 (1894). 
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rationale Funktion. Dieser Satz wurde von Porya®) dahingehend erweitert, 
da8 in dem Gebiet auch noch endlich viele isolierte wesentliche Singulari- 
taten von f(z) zugelassen sind. Noch weiter geht der Satz von Porya und 
Carison®): f(z) sei in B,(z) mit den oben gemachten Voraussetzungen ent- 


wickelbar. Ferner sei B ein Gebiet, in dem / (+) regulir und eindeutig ist. 


Das Komplementargebiet zu B heiBe Bt. Sei + der transfinite Durchmesser’) 
dieses Gebietés, der - wie man zeigen kann*) — von den isolierten Punkten 
von B+ nicht beeinflu&t wird. Ist nun +< 1, so stellt f(z) eine rationale 
Funktion dar. In diesem letzten Satz sind die zuerst aufgefiihrten Satze ent- 
halten, da aber der Beweisgang von Satz zu Satz mehr Miihe erfordert, so 
sei es mir erlaubt gewesen, die verschiedenen Satze nach der Schwierigkeit 
ihres Beweises und ihrer_Tragweite hier anzufiihren. 


Weiter bendtigen wir noch folgenden Satz von Fatovu®): Wenn eine rationale 


Funktion f(z) = our in eine $, (z) entwickelbar ist, so haben P(z) und Q(z) 


selbst rationale ganzzahlige Koeffizienten und es gilt: Q(0) = 1; somit sind 
die Pole von f(z) reziproke ganze algebraische Zahlen. 

Fassen wir diese Satze noch einmal kurz formelméBig zusammen, sv gilt 
also: 


Wenn 
a) f(z) = Biz) = go + Bs + Bets + Bet 
—_s 
») me Ge + 


c) f (+) in einem Gebiet regular und eindeutig ist, dessen Komplementargebiet 


n 
SI a. 2" 
¢” 


Or by - 


0 
ganzen rationalen a, und b,, ferner by = 1, d.h. die Pole fiir unsere Funk- 
tion sind reziproke ganze algebraische Zahlen. 
Aus der Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion folgt nun sofort, 
l 
daB g, = Pr P,,(n) of. Hier sind die = die Pole von f(z) und / deren Anzahl. 
1 
Die P, (nm) sind Polynome in n, deren Grad man erhalt, wenn man die Viel- 


einen transfiniten Durchmesser + <1 besitzt, so ist f(z) = mit 





5) Lond. Proc. 1921. 

*) Math. Ann. 99, 703 (1928). 

7) Fexete: Math. Z. 17, 228-249 (1923). 
*) Porya: Math. Ann. 99, 687-706 (1928). 
*) Acta math. 80, 369-371 (1906). 
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fachheit des betreffenden Poles um eins vermindert. Die Koeffizienten dieses 


Polynoms sind algebraische Zahlen, wahrend die «, ganze algebraische Zah- 
len sind. 


Um nun etwas iiber die Singularitaéten unserer Funktion f(z) aussagen zu 
kénnen, formen wir f(z) um, indem wir zuerst nach v summieren: 


Hz) = Sn" g(n) = D2” Spa, 7”. 
Ne No 0 


(Der Konvergenzradius ist hier gleich e* mit « = Min (p,), also ~ 0.) Wir 
formen nun weiter um und erhalten 


. ol ‘ a © a, (e*» + 2)™ 
z ae on - aD aan as — = 
f(z) = da, Sr evten. a" = De, Yn (e*» 2)" = Ee rete 
Ns Ny 


ray »’ as 4, mit B,=4a, (e-*» 2). 
0 ¥ 


1—ze 


Diesen letzten Ausdruck fiir f(z) wollen wir naher untersuchen. Nach Voraus- 


setzung iiber unsere Dirichletschen Reihen konvergiert die Reihe der Zahler 
absolut. 


Die Nenner miissen wir mit Hilfe von Fallunterscheidungen betrachten. 
Wenn die e*» keine Hiufungspunkte haben, so wird die Summe fiir ein 


a 
, ‘ , “ ‘ ee § 
>= e*». sicher unendlich. Die iibrigen Summanden haben die Form My 
gq ?-—% 
mit v+ vy. Den Punkt : = e*»» kann ich durch einen hinreichenden kleinen 
i 
Kreis isolieren und 1 a. ist im tibrigen Gebiet nach unten beschrankt, 
e ” 


rey we 2e-> 0, wobei > “ 6, nach Voraussetzung absolut 


ev 

konvergiert. Es sind also die e*» hier nur einfache Pole und es lat sich der 
Satz von Boret anwenden, woraus der erste wichtige Satz iber ganzwertige, 
in Dirichletsche Reihen entwickelbare Funktionen folgt: 


co 


Eine Funktion g(s) = > a,e*»8 mit nur isolierten Werten e*», bei welchen 
0 


die Bedingungen (A) erfiillt wind, kann nur dann eine ganzvertige Funktion 


l 
sein, wenn g(n) = Dh A, e7h-™ mit A, = algebraische und ek ganze al- 
1 


gebraische Zahlen, d.h. sie muB fiir ganzwertige s sich als endliche Dirichlet- 
sche Reihe schreiben lassen. 
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Da nun nach unseren Voraussetzungen (A) alle A, in einem Winkelraum 


oo ~ 


liegen und f(z) = dn z"g(n) sowohl fiir g(s) = y> a,e*»8 als auch fiir 
N% 0 
I 
g(s) = Dn A,,-e%k® die gleichen Pole hat, im zweiten Fall diese Pole aber 


1 
=== ¢77k heiBen, so miissen, wenn die e*» isoliert sind, die e+» = e~”k sein. 
Es sind also fiir die e*» endlich viele isolierte Werte méglich, aber im allge- 


l 
meinen ist trotzdem g(s) von >i A,,e”k* verschieden. 
1 


Solche Beispiele werden im niichsten Abschnitt dieser Arbeit behandelt 
werden. Wir kénnen aber hier unsere Ergebnisse noch um einige interessante 
Tatsachen erweitern. 


Haben die e*» innerhalb des Einheitskreises einen Haufungspunkt, der iso- 
liert werden kann (lage er auBerhalb des Einheitskreises, so ware der Boret- 
sche Satz anwendbar), so l46t sich die Potyasche Erweiterung des Boret- 
schen Satzes anwenden und wir erhalten die gleiche Form fiir g(n). Somit gilt: 

Ein Héufungspunkt der e*» (unendlich viele e* ») ist fiir eine in eine Dirichlet- 
sche Rethe entwickelbare ganzwertige Funktion nicht méglich. 

Noch iiberraschender aber wird das Ergebnis, wenn der allgemeinste Satz 
von Pérya und Carson in Anwendung gebracht wird. Denn dann kéanen 
wir genau so wie in den eben genannten Fallen sehen, daB es keine auf einer 
singularen Linie sich haufende Haufungspunkte der e*» geben kann, und er- 
halten als Satz: , 


Wenn cine in eine Dirichletsche Reihe der allgemeinen Form entwickelbare 
Funktion ganzwertig sein soll, so kénnen die e*» sich auf keiner singuldren 
Linie (oder auch Flache) hdufex, deren Komplementdrgebiet einen transfinitiven 
Durchmesser =< 1 besitzt. 

Fiir + = 1 14Bt sich nichts mehr aussagen, denn, wie schon Cartson’®) ge- 
zeigt hat, gibt es hier sogar ganze ganzwertige Funktionen g(s). fiir die f(z) 
eine singulare Linie hat. 

Aus dem letzten der drei Satze iiber unsere ganzwertigen Funktionen, die 
sich in eine Dirichletsche Reihe entwickeln lassen, folgt z. B.: 


co 
Sei A, =Ac’®* und *®. irrational, somit also g(s) = Dea, e-4e*") dann 
7 7 
liegen die Singularitaten z= e***” von f(z) iiberall dicht auf der Kurye 
| In z | =A. Wenn nun, wie Herr Pisot™) gezeigt hat, 4 < 0,843 ist, so wird 


10) Math. Z. 11, 1—23 (1921 1) Jb. DMV. 52, 95-102 (1942). 
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=< 1. In diesen Fallen kann es also keine ganzwertige Funktion g(s) geben, 
die in eine solche Dirichletsche Reihe entwickelbar ist. 

Im folgenden Abschnitt soll nun an zwei Beispielen die allgemeine Theorie 
erprobt werden, wobei wir sehen werden, welche weiteren Folgerungen aus 
der Ganzwertigkeit in speziellen Fallen noch gezogen werden kénnen. 


§ 2. 


co 
pe: A, e*h > 
nt a 

m+1 
D> B, eh’ § 
J 
seien, und die «, und 8, zunachst reelle Zahlen sein mégen. Wenn hierbei 
der Zahler weniger rasch wiachst als der Nenner, so wird unsere Frage trivialer- 
weise erledigt, da g(n) gegen Null strebt und nur, wenn g(n) fiir alle n gleich 
Null wird, Ganzwertigkeit méglich ist. Ebenso liegen die Verhaltnisse, wenn 
g(n) mit wachsendem n einem endlichen Grenzwert zustrebt; denn dann mul 
dieser im Falle der Ganzwertigkeit notwendig ganzwertig sein (= g) und 
g(n) = g fiir alle n > ng. Abgesehen von diesen beiden trivialen Fallen zer- 
legen wir g(s) in eine endliche Summe und untersuchen die einzelnen Sum- 


manden auf ihre Entwickelbarkeit in Dirichletsche Reihen. Unsere Summan- 
Aj ess 

m+1 

pr: B, e®hs 

1 

daB 8, > 8, >--->8,4,- Es gilt also: 


A; e%* ‘A; e%* 


8; (s) = ~~: a ee m+1 rs 


Di Ben B, a (1 SI ofPr- no) 
1 


Wir betrachten g(s) = wobei die A,, B, konstante GriBen 


den haben die Form g;(s) = wobei die B, e®k® so geordnet seien, 


—B, 
wo B= B, . Wir entwickeln g;(s) in eine geometrische Reihe “3° B, sha me q” 


m+1 
Boa 
mit g =: ah el *i)° , die fiir |¢|< 1 absolut konvergiert. Wenn also 
| Bi, lt e—A,) | < - fir k= 2,3,...,m+ 41, wobei m noch so groB zu 


wihlen ist, daB | B, |-m> 1, so ist die Ungleichung: o> — In | 


= Ss 
al 


eine hinreichende Bedingung fiir die absolute und gleichmaBige Konvergenz 
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unserer Dirichletschen Reihe fiir 8; (8). Somit konvergiert unsere Dirichletsche 
Reihe fiir g; (s) sicher gleichmaBig und absolut, wenn s = n> no. 


Die einzelnen g;(s) lassen sich also in Dirichletsche Reihen entwickeln. d. h. 


gj(s) = D>a, e*?. 
0 


Wir werden nun die —A, nach ihrem Wachstum und ihrer Gestalt unter- 
suchen, um unsere aufgestellten Kriterien anwenden zu kénnen. Wie man aus 


k 
der Reihenentwicklung ersieht, gilt: —A, = S, (8,,—B,) + 030 = 4; —8,: 


1 

w, =0,1,...,k4,..., beliebig. Fir die A, gilt somit, da 8, —§, alle gréBer 
als Null und die w, natiirliche Zahlen oder Null sind, in einem Gebiet A, < m 
liegen nur endlich viele diskrete 1,. Um unsere in § 1 aufgestellten Konvergenz- 
kriterien anwenden zu kénnen, miissen wir das Wachstum der hier auftreten- 
den a, und A, untersuchen. Wir betrachten zu diesem Zweck eine Majorantc 
mit dem allgemeinen Glied: (m+ Me~**), wobei 4 = Maximum der B, und 
3 = Maximum der 8, —8, mit k = 2,3,...,m+ 4. Hier sieht man sofort, 
daB a, = O(e*»!™») (c, = const) und A, = O(Inv), woraus die absolute Kon- 
vergenz unserer Dirichletschen Reihe fir g;(s) folgt, da deren Majorante ab- 


solut konvergiert. Nun wenden wir unsere allgemeine Methode an und bilden: 
co 


f(z) = Dn 2"g(n). Aus der Definition von g(s) folgt die Existenz eines reellen 
Ne 

Exponenten y, so daB fiir n > N g(n) << e”", d.h. fiir |z | < ¢” konvergiert 

die Reihe absolut und gleichmaBig. 


Wir formen nun, was fiir das Konvergenzgebiet erlaubt ist, um, indem wir 
zuerst nach vy summieren und bilden 


co oo co ys co a, (se7* »)"" 
oe eh it... m p7Ay\nt = bse , AE 

f(s) = 2’ % Sn se“ e™ = y; a, Dn (s e°“»)" = >> lard 

0 Ng 0 Ne 0 

— 7 

+ . -~p7A 
= pte PH EP. 
0 == 3¢ 


Da wir gezeigt haben, daB die i, isoliert sind und sich nicht gegen — 20 hau- 


fen, so sind es auch die Pole = = e*» unserer Funktion f(z). Also ist der Satz 
l 


von Bore anwendbar und es folgt, daB g(n) = Da C,, ek" mit e”k ganze alge- 


1 
braische Zahl und C, = algebraische Zahl. Da ferner nur endlich viele ¢*» 
auftreten diirfen, die A, nach Voraussetzung reell sind, und also jedem y, nur 


ein A, entsprechen kann, so folgt sofort, da auch 
Mathematische Annalen. 120. 14 








210 Hans ScuuBanrt: 


I 
g (8) = > C, em, 
1 
das leiBt, der Zahler von g(s) muB im Falle reeller a, und 8, durch den Nenner 
teilbar sein, wenn unsere Funktion ganzwertig sein soll. 

Wenn wir nun auch komplexe a, und 8, zulassen mit der Einschrankung, 
a8 das Maximum der Realteile der 8, = R(6,) nur einmal vorkommt, zeigt 
der soeben gelieferte Beweis, daB die Realteile der 1, wie Inv wachsen, es also 
einen Punkt der reellen s-Achse gibt, von dem an unsere Dirichletsche Reihe 
absolut konvergiert. Da fiir die Realteile der 4, dieselben Formeln gelten wie 
fiir die A, bei nur reellen a, und §,, d. h. also alle Realteile der 4, > 0 sind, so 
kann ich den Satz von VAISALA aus § 1 anwenden und meine Dirichletsche 
Reihe konvergiert in einem Winkelraum. Die 2, haben isolierte und sich nicht 
wegen —-co hiufende Realteile, also sind die e*» auch isoliert. Ich kann somit 
den Satz von Bonet anwenden und erhalte: 


I 
g (n) = Dd C, ek", 
1 
wobei die C,, und e”* algebraisch, bzw. ganz algebraisch sind. 
Aus unseren oben gemachten Bemerkungen folgt weiter, daB der Zahler 
von g(s) durch den Nenner teilbar sein mu8, wobei nicht unbedingt g(s) = 
t 


= P2: C, e’k* zu sein braucht. 
1 
AbschlieBend wollen wir noch die Frage behandeln, was geschieht, wenn 
das Maximum der (8,) = R(G,) dfters, z. B. p-mal (p< m) auftritt. Man 
sieht hier nach einfacher Rechnung, da® unsere Methode nur dann noch an- 


J 


P| 

wendbar ist, wenn pr: B, | < 1 — e(e > 0) gemacht werden kann, d. h. 
1 a | 

m.a.W. man erkennt sofort ihr Versagen, wenn auBerdem noch die einzelnen 

| B, | untereinander gleich sind, so z. B. schon, wenn R($,) = R(G,) und 

| B, |= | B, |. Hier lassen sich nur in speziellen Fallen Ergebnisse gewinnen, 

wie wir bei unserem zweiten Beispiel sehen werden. 


Das folgende Beispiel, auf das mich Herr Pisot aufmerksam gemacht hat, 
soll nun zeigen, wie man bei besonders gewahiten Funktionen noch iiber die 
eben erhaltenen Ergebnisse hinauskommt. 

Wir stellen uns die Frage, wann wird 

u*—1 


g(s) = ey (mit u, v= konstante GréBen) 


ganzwertig ? 
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Trivial ist der Fall u= 1, da dann g(n) = 0 fiir alle n. Soll weiterhin g(s) 
ganzwertig sein, so muB: 
(4) oo = g, sein. 
(2) ud —4 a (u? + 1) (u? —1) 
v9 —4 (o +1) (eo —1) 








= 82 wobei g; Sp 82 


ganze Zahlen bedeuten. Dividiert man (2) durch (1), so erhalt man: 


94 1 
3 : — 83 —r, (r, rational). 
( ) of + 4 1 1 ( 1 ) 





Durch Auflésung der Gleichung (1) und (3) folgt nun sofort, wenn u + v, 
da8 u% = einer rationalen Zahl r, und v = einer rationalen Zahl r, oder 


—_ ea 
v=Vr, und u=Vr, 

Dieser Beweis zeigt, daB im Falle der Ganzwertigheit fiir u = v u sowie v 
immer algebraische Zahlen, und zwar Wurzeln binomischer Gleichungen sein 
miissen. 


u® —— 
Nun entwickle ich g(s) = — in eine Dirichletsche Reihe. Sei zunichst 


|v| > 4, also R (In v) >. 1, dann gilt: 


= e—s ae 6 ae ae. thenet 3 (2 \= Me de 3 —(kine)s __ 
yn Sat Hat = 5 Bla) Bee 


co 
“an Mee eT dn es (— th 1)Inr) 


0 0 


Nach unserem Kriterium aus § 1 konvergiert diese Reihe bestimmt absolut 
fiir s auf der reellen Achse. Ist dagegen | v |< 1, so entwickeln wir: 


ui toe he (kin v)'s 
é(s)= = alia Sry = uw) Se - = 


Re apy 4—v* 





k (in v)-s . Y (inu+k in v)s 
é —_— a 
hk re 


0 
oo 


Die Pole von f(z) = > z" g(n) (mit n = ng) sind also nach den bei dem 


Te 
vorigen Beispiel angestellten UWberlegungen von der Form e*”, wobei fiir die 
Gesamtheit der 2, folgende Werte auftreten: 


a) bei |v | > 4: (k + 1) Inv — In uw und (k + 1) Inv, 
b) bei |v |< 1: —(Inu+ kin v) und —k Inv. 
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Die Pole sind also von der Form e, v* brew. = - Es 14Bt sich folglich der 
u 

Satz von Borex anwenden, somit diirfen bei Ganzwertigkeit nur endlich viele 

Pole auftreten, also miissen die einzelnen Pole sich aufheben, d. h. fiir | v |> 4 


ist v! = = hierfiir eine notwendige und hinreichende Bedingung. Es gilt nam- 


+h 
lich dann fiir jedes k: v'*+* = = 





; und es ist u = vo (mit g ganzzahlig). Die 
Pole von f{(z) erhalt man dann auf folgende Weise: 

Wenn, da |v| >1, |u| = 1, so muB g=0, d.h. u=1 sein und also 
g(s) = — , d.h. g(n) = 0, also g(s) ganzwertig. 


Wenn | u | > 1, so ist g > 0 und die Pole von f(z) heiBen: 1, v~*, . . ., v-%, 
ist dagegen |u|< 1, so sind (da dann g < 0) v, v*, ..., 27% die Pole von 
f(z). Nach Fatou miissen aber die reziproken Pole konjugierte ganze alge- 
braische Zahlen sein, folglich, da diese fir | u |< 1 alle absolut genommen 
<1 waren, ist |w|< 1 und |v|> 1 fiir die Ganzwertigkeit von g(s) nicht 
méglich. Fiir |u|> 1 gilt, wie wir friiher gesehen haben, v = Vr, (mit r, 
rational). Es miiBten also, wenn r, + (g,)* (mit Z, ganze rationale Zahl), alle 
Konjugierten von v, d.h. die Potenzen ven v, den gleichen absoluten Betrag 
haben. Dies widerspricht aber der Voraussetzung, da8 | v | > 1, somit mu8 
also r, = 2," sein, und v, somit also auch u, selbst ganze rationale Zahlen sein. 

Fir |v |< 1 erhalt man nach der gleichen Methode u = vo mit g ganz- 
zahlig. Auf die gleiche Weise wie eben sehen wir, daB die Pole von der Form 
v.v®,..., 79 fir |u|> 1 und g< 0 bzw. 1, o},..., 7 fiir | wu |< 1 und 
g > 0 (der Fall |u| = 1 erledigt sich genau wie bei | v |> 1). Man schlieBt 
nun ganz analog, wie in dem Fall | » | > 1, da8 dann und nur dann Ganzwer- 


tigkeit vorhanden sein kann, wenn fiir |u| > 1: i eine ganze rationale Zahl 


und u gleich einer ganzzahligen Potenz von * ist. Fiir | u | << 4 ergibt sich fiir 


g +1 die gleiche Unméglichkeit der Ganzwertigkeit wie bei |v|>1 und 


|u|< 1. Ist dagegen g = 1, so ist v= u und die Ganzwertigkeit von g(s) 
ist trivialerweise gegeben. 


Mit anderen Worten: Fiir | v | =+ 1 sind fir u, v bzw. u, 4 nur reell ganz- 


zahlige Werte mdglich, wobei u= v’, wenn Ganzwertigkeit eintreten soll. 
Man sieht sofort, daB die beim ersten Beispiel hergeleitete Bedingung der Teil- 
barkeit des Zahlers durch den Nenner fiir g(n) auch hier erfiillt ist. 

Wenn nun auch fiir komplexe u und vw noch Ganzwertigkeit auftreten kénnte, 
so ware dies héchstens fiir | u | = 1 und | v.| = 1 mdglich. Da wir schon wis- 
sen, daB u und v Wurzeln aus einer rationalen Zahl sein miissen, so sind u 
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und v Einheitswurzeln. v" wird also periodisch = 1, an diesen Stellen mu8 der 
Zahler auch verschwinden, d. h. u™ = 1 sein, m. a. W. der Zahler und Nenner 
von g(s) miissen gleichzeitig zu Null werden. 

Es sei also v eine primitive k-te Einheitswurzel, d.h. v = e**'?/*, wo p 
prim zu k, dann u* = 4, also auch u eine k-te Einheitswurzel, die aber nicht 
notwendigerweise primitiv sein mu8, also u = e**‘@*, Da p prim zu k ist, gibt 
es ganze Zahlen a, b, so daB ap — bk = gq, dann ist also 

= er*ighk ae eri (ak 26... ef2xipikia = y". 
Somit also: 


le Sar aad wel co a 


Wird n so gewahlt, da8 pn kongruent 1 (mod k), so erhalt man fiir diese letzte 


Summe: 4 + e®*#¥/* 4 e@sitik 4 oe 4 ani (*). Soll dieser Ausdruck ganz 
rational, also reell sein, so mu8 a = mk oder a= mk + 1 sein, da erst dann 
der durch die Summe definierte Polygonzug in der komplexen Zahlenebene 
wieder auf die reelle Achse im Punkte Null bzw. 4 zuriickkommt. 


Es ist somit in diesen beiden Fallen g(n) dann und nur dann ganzwertig, 
wenn v eine primitive k-te Einheitswurzel ist, und 
a} wenn u=v"™, so ist dann 
0, wenn n= 0 (mod k) 
i) = eh fir n = 0 (mod k), 
b) u=v*™*!, dann ist 
1, wenn n= 0 (mod k) 
g(n) = i + 1, fir n =0 (mod &). 
Wir haben somit bei diesem Beispiel gezeigt, wie man"hoch etwas iiber"die 
allgemeinen Ganzwertigkeitsbedingungen in speziellen Fallen hinauskommen 


kann und wenden uns nun im letzten und III. Teil dem Begriff der ,,Fastganz- 
wertigkeit zu. 


In diesem Abschnitt werden wir Funktionen betrachten, die sich in ver- 
allgemeinerte Dirichletsche Reihen entwickeln lassen, d.h. also Funktionen 


g(s)= >’ a, e&*»*, von denen gelten soll: g(n) =g,, +¢,, (wobei |«, | S 0” 


0 
mit 0< @ < 1). Solche Funktionen wollen wir ,,fast ganzwertig“ nennen. 
Wir wenden wieder unter den hierfiir notwendigen Bedingungen unsere Me- 











214 Hans Scuusart: 
thode an und bilden: 


Ha) = Sr (e(n)—«,) 2" = 2". 
NR he 


~ 
D> ¢, 2" ist tiberall regular im Kreis mit dem Radius r = é > 1. Wenn die 


Ne 


e*» isolierte Werte haben, so kann ich den Satz von Bore anwenden, ebenso, 


wenn Haufungspunkte der e*» vorhanden sind, die Poryasche Erweiterung 
des Satzes, und falls der transfinite Durchmesser +t des Komplementargebietes 


der Singularitaten von #2), zu dem noch das Innere des Kreises mit r= © 
hinzutritt, < 1 ist, so ist 


l 


= SO ee", 


1 


wobei aus unserer Theorie folgt, daB die e”k ganze algebraische Zahlen und 
die C,, konstante GréBen sind. 


n 


Als erstes Beispiel betrachte ich unsere Funktion g(s) = 


bei die «, und §, beliebige komplexe Zahlen sein kénnen und nur die 6, nach 
wachsendem Realteil geordnet sein sollen. 


Damit nun ,,Fastganzwertigkeit“ besteht, mu8, wie sofort aus der allge- 
meinen Theorie folgt, gelten: 


l 
g(n) = Sk C,eh" +.e,. 
T 


Wir bilden nun: 





Ls a I,m+1 P 
-_ 
di A, er I >» A, en" din D,, e\i* »)” 
1 y 1 1 
_ k = <= + - -—- = 
m+ OFC, m+1 En: 


Si B, efn” 
a 


Hierbei sollen die iiberstrichenen GréSen andeuten, da8 im Zabler alle die 
Summanden weggelassen worden sind, bei denen die R(«,) bzw. R(y; + 8,) 
‘kleiner sind als das Maximum der Realteile der 8, = R(@,), da diese fir 


n> Ng in das ¢, hineingenommen werden kénnen. Die D,, sind Produkte aus 
(7;+8,)” 


B,, und C,. Damit nun dies = ¢, wird, miissen alle 4, e*” durch D,, é 
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kompensiert werden, da sie rascher als der Nenner wachsen und der Aus- 
druck beliebig klein werden soll. Dies ist die einzige Bedingung, die man bei 
diesem Beispiel findet. Wie man aber auch hier in Spezialfallen noch andere 
Ergebnisse finden kann, méchte ich an unserem zweiten Beispiel zeigen. 

Untersucht man g(s) = “at auf ,,Fastganzwertigkeit“, so sieht man so- 
fort ein, daB eine solche fiir beliebige u und v gilt, wenn nur u und wv absolut 
genommen kleiner als 1 sind. 

In einem weniger trivialen Fall, namlich |u|>|v|> 1 kann man noch 
bedeutend mehr erreichen (| u |< |u| ware natiirlich auch trivial). 

t 
Es gilt: g(n)=e, + Oren wr, wobei did C, algebraische Zahlen und die 


1 

w, ganze algebraische Zahlen mit |w, |> 1 bedeuten. (Bei |w, |< 1 wiir- 
den diese mit in das ¢, hineingenommen.) Es muB also, wie eben allgemein 
gezeigt wurde, gelten: 


1 
¢, = py, te" —1—-(Ci(e ey" + +++, (wy vy") + Cywy" +--- C, wh] 


Am schnellsten wachst hier (w,v)" (wenn die w, nach ihrer absoluten GréBe 
geordnet sind), also mu8 hier C, = 1 und w,v = u, um die Kompensation zu 
erreichen, erfiillt sein. 


Ist |w, |< |u|, so hebt sich alles andere fort, bzw. strebt gegen Null und 
g(s) ist ,,fastganzwertig“. 

Wenn | w, | > | vw |, so muB sich w," mit (w,v)" kompensieren, d. b. 
C,= Cy = 1 und w, = wg sein. 

Wenn |w,|< |u|, so ist g(s) ,,fastganzwertig“. Ist dagegen |w,|> |v |, 
so geht unsere Rechnung entsprechend weiter. 

w= =, W_,= =a ... Sind dann also ganze algebraische Zahlen, deren Kon- 
jugierte einen absoluten Betrag <1 haben miissen. Im ersten Fall gilt: 
|wy |< |» | also | = <|v| oder |v|<|u|<|o[* und = = wy. Sonst ist 





g(s) fir |v |< |u|< |v ,,fastganzwertig, wenn = gleich einer ganzen al- 


gebraischen Zahl ist, deren Konjugierte alle absolut genommen kleiner als 4 
sind. Hierbei méchte ich besonders hervorheben, daf u und v beliebig trans- 
sendent sein diirfen. 


Ich behaupte weiter, die Bedingungen sind auch hinreichend fiir die ,,Fast- 


. . . ° P "4 m4 
ganzwertigkeit“. Wenn namlich u= vz, ist, so gilt: ae = mw," + or > 


n 
und da |w, |= | $|<lol, so strebt — gegen Null fir n—-0o. Weiter 
v _—- 
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gilt w," = g, + ¢,. Denn, da die Potenzsumme von w, mit allen seinen Kon- 
jugierten w,™, d. h. also 


wt + (wi?)" + --- + (w)" = g; = ganze Zahl mit | wi | < 1 
nach Voraussetzung, so ist alles bewiesen. 
Wenn |w, | >| v| und |w, |< | v|, so ist — = w, und | = wy, also|v P< 


< |u|<|o/*, und es miissen < und 4 ganz algebraisch sein. Hier sehen wir, 
daB also v und u algebraisch werden miissen. 
Die Konjugierten der ganzen algebraischen Zahlen — und a sind wieder alle 


absolut genommen kleiner als 1. Genau wie eben sieht man, da8 ot = 


= (=) " (Sy + Ry, wobei lim R, = 0 wird, d.h. die Bedingung hin- 
reicht. Wenn auch |w, | > |v |, so geht es in dieser Weise weiter. Wir bilden 


also — = w,, — = te, = = all — Es miissen dann, wie wir 
v — lt yt — 2 *) = Ws, gemein wv = wW,- se n, e 


schon gesehen haben, fiir die w, Beziehungen gelten, deren Anzahl mit der 
GréBe der Quotienten |= | wachst, wahrend auch fiir u und v immer mehr 


Bedingungen notwendig werden. Wenn z. B. u und v ganze Zahlen sind, mit 
1<|v|< |u|, so ersieht man aus der Bedingung, die wir aufgestellt haben, 


daB es eine Potenz k geben muB, so daB = = einer ganz rationalen Zahl sein 


muB (da sie rational und ganz algebraisch sein soll). AuBerdem ist es leicht 
einzusehen, daB die notwendige Bedingung fiir die ,,Fastganzwertigkeit“ in 
diesem Falle (u, v ganz rational) auch hinreichend ist. Hierzu braucht man 


unseren Ausdruck aot nur entsprechend wie oben aufzuspalten. 

AbschlieBend méchte ich noch erwahnen, daB man alle diese Untersuchungen 
sowohl iiber Ganzwertigkeit als auch iiber ,,Fastganzwertigkeit“ auch dann 
anstellen kann, wenn es sich um Ganzwertigkeit bzw. ,,Fastganzwertigkeit* 
nicht mehr in rationelen ganzen Zahlen, sondern in ganzen Gaussschen Zahlen 
handelt. Allgemein lassen sich unsere Untersuchungen auf solche ganze Zahlen 
ausdehnen, bei denen aus der Gleichung: Betrag einer ganzen Zahl kleiner als 1, 
folgt, daB die ganze Zahl den Wert Null haben muB, da diese Tatsache bei 
den Beweisen der Satze von Borer, Porya und Pérya-Cartson eine beson- 
ders bedeutende Rolle spielt. 


(Eingegangen am 2. Mai 1944.) 








Die Ausziehung der n-ten Wurzel und der binomische 
Lehrsatz in der islamischen Mathematik. 


Von 
P. Luckey in Génningen/Kr. Reutlingen. 


1. Einleitung. 


Die Art und Weise, auf welche islamische Mathematiker des Mittelalters 
Wurzeln gegebener ganzer Zahlen zu finden lehrten, wurde bisher nur durch 
Schriften bekannt, die das Ausziehen von Quadrat- und Kubikwurzeln be- 
handeln. Was ich an Texten, Ubersetzungen und Ausziigen hieriiber im ge- 
druckten Schrifttum fand, betrifft Werke der folgenden Gelehrten: al- Karagi*) 
(= ,,al-Karhi‘, Anfang des 11. Jahrhunderts), an-Nasawi*) (erste Halfte 
des 11. Jahrhunderts), al-Hasgsar *) (nach Suter wahrscheinlich 12. Jahr- 
hundert), Ibn al-Banna™) (1251-1321), al-QalasadiS) (starb 1486) und 
Baha’addin‘) (starb 1621). Von diesen waren die beiden ersten und der letzte 
sicher oder sehr wahrscheinlich Perser und wirkten im Osten. Ibn al-Banna’ 
aus Marokko und al-Qalasadi aus Spanien wirkten im islamischen Abendland, 
und dasselbe wird fiir al-Hassar gelten, der nach Angabe von ibn Haldin 
seinem Rechenbuch das Kompendium des Ibn al-Banna’ zugrunde legte. 


Neben solchen uns arabisch erhaltenen Werken sind mittelalterliche Uber- 
setzungen und sonstige mittelalterliche Schriften heranzuziehen, von denen 
ich hier nur den auf eine arabische Vorlage zuriickgehenden ,,Liber Algorismi 
de pratica arismetrice“’?) nenne, der in einer Handschrift dem Johannes 
von Sevilla (um 1140) zugewiesen wird. 


An-Nasawi zieht Quadrat- und Kubikwurzeln aus, die ibrigen nur Quadrat- 


1) Hocnueim, A.: Al Kafi fil Hisdb des ... Alkarkhi II. Zehntes Progr. Hoh. 
Gewerbesch. zu Magdeburg, 1879. Progr. Nr. 224. 

*) Suter, H.: Uber das Rechenbuch des .. . el-Nasawi. Bibl. Math. (3) 7, 113-119 
(1906). 

%) Suter, H.: Das Rechenbuch des... . el-Hass4r. Bibl. Math. (3) 2, 12-40 (19014). 

*) Marne, A.: Le Talkhys d’Ibn Albanna. Atti Acc. Pont. de’Nuovi Lincei 17, 
289-319 (1864). : 

5) Woepcxe, F.: Traduction du traité d’arithmétique d’ . . . Alkalgadi. Atti Accad. 
Pont. de’ Nuovi Lincei 12 (1859), Sonderdruck: Recherches sur plusieurs ouvrages 
de Léonard de Pise ... par M. F. Woepcke, 1. partie, II, Rom 1859. 

*) Essenz der Rechenkunst von ... Beha-eddin. Arabisch u. deutsch herausgegeben 
von NEsseLMANN, F., Berlin 1843. 

’) Trattati d’aritmetica pubbl. da B. Boncompacni, II, Roma 1857. 
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wurzeln. Al- Birdiini (973-1048) verfaBte nach eigener Angabe) eine 190 Blat- 
ter starke ,,Abhandlung iiber die Bestimmung der Kubik- und héheren Wur- 
zeiln. ‘Omar Haiyami (starb 1123) sagt in seiner Al gebra®): 

Von den Indern hat man Methoden zur Bestimmung der Seiten der Quadrate 
und Kuben, Methoden, die auf geringes Probieren (istigra’; gegriindet sind, ném- 
lich die Kenntnis der Quadrate der neun Ziffern. d.h. 1%, 2%, 3* (, ..., 9") und 
ebenso ihrer gegenseitigen Produkte, d.h. des Produktes 2-& und dergleichen. 
Von uns ist eine Schrift iiber den Beweis der Richtigkeit jener Methoden und 
dariiber, daB sie den Forderungen geniigen. Wir haben iibrigens thre Arten ver- 
mehri, némlich in Gestalt der Bestimmung der Seiten des Quadratoquadrats (x*), 
idles Quadratokubus (x°), des Kubokubus (x*) (usw.) bis zw beliebiger Hohe, worin 
keiner (uns) zuvorkam, und jene Beweise sind rein arithmetische, gegriindet auf 
die arithmetischen (Biicher) der Elemente (Euklids). 

Die Arbeiten dieser beiden hervorragenden Perser iiber die Ausziehung der 
Wurz2ln von héherem als dem dritten Grade sind nicht auf uns gkommen®). 
Man hat die dem modernen Mathematiker naheliegende Vermutung ausg:2spro - 
chen, daB ‘Omar Haiyami mit der binomischen Entwicklung fiir beliebig hohe 
Exponenten etwa in der Weise arbeitete, wie wir das im 16. Jahrhundert bei 
(\pian. Stifel und anderen Mathematikern der Renaissance beobachten. 
Dieses auch uns fiir die niedrigsten Wurzelexponenten noch gelaufige Verfah- 
ren tritt uns im Abendland fiir die Wurzelexponenten n = 2 und nz = 3 schon 
bei Leonardo Pisano entgegen. Wir wollen es, um es kurz zu benennen. 
als das ,,Verfahren der Renaissance“ bezeichnen, ohne damit sagen zu 
wollen, daB es nur den Mathematikern der Renaissance eigentiimlich und von 
ihnen erfanden sei. 

Die Inder zogen nach allem, was wir bisher wissen — und das stimmt mit 
der AuBerung ‘Omar Haiyamis iiberein — nur Quadrat- und Kubikwurzeln 
aus, und nach iibersetzten Quellen und Darstellungen von Quellenforschern 
yriindet sich ihr Verfahren der Bildung der Quadrate und Kuben mehrstelliger 
Zahlen und dementsprechend auch ihr Verfahren der Ausziehung der Quadrat- 
und Kubikwiurzeln auf die fertige Formel des binomischen Lehrsatzes fiir = 2 
und # = 3. wie bei den Mathematikern der Renaissance. Sie besaBen aller- 


*) Al-Birani, Chronologie orient. Volker. herausgegeben von Sacuav, E., Leipzig 
1878, Neudruck Leipzig 1923, 8. NNNXIT Siehe auch Wiepemann, E.: Beitr. 
Gesch. Naturw. LN, 8.73 — S.B. phys.-med. Soz. in Erlangen 52/58, 73 (1920-21). 

%) Worrene. Fo: Lealgébre d’Omar Aikhayyami. Paris 1851, Text 5.9, Ubers. 
S. 13. 

$3) Anmerkung bei der Drucklegung. Schon Abul-Wafa’ al-Bizagani (starb 998) 
verfaBle eine uns nicht erhaltene . Schrift iber die Ermittlung der Seite des Kubus 
und des Quadratoquadrats und dessen, was aus beiden zusammengesetzt ist’. Vgl. 
J. asiatique (5) 5. 253-54 (1855). Auch hier diirfte es sich um arithmetische und 
nicht, wie Woercke meint, um geometrische Methoden zur Ausziehung von Wurzeln 
hoheren Grades gehandelt haben. 
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dings die Binomialkoeffizienten und ihre Erzeugungsweise in Form des soge- 
nannten Pascalschen Dreiecks in einer speziellen Einkleidung?®). 

Schon sehr friih, in den Anfiaingen in den Chandaf-siitra des Pingala (nach 
Datta und Sincu vor 200 v. Chr.), behandeln sie namlich in ihrer Metrik die 
Bestimmung der Anzahi der méglichen Zusammenstellungen von langen und 
kurzen Silben zu einem n-silbigen Versfu8. v kurze und n—v lange Silben 


ergeben durch ihre verschiedenen Verteilungsméglichkeiten auf n Stellen (") 


n-silbige VersfiiBe (ebenso wie sich aus v Nullen und n —v Einsen (*) n- 


stellige dyadische Zahlen bilden lassen). Z. B. erhalt man fiir n = 3, v= 2 
die VersfiiBe TU wv wwe” vw & 
(oder die dyadischen Zahlen 001, 010, 100). 


Von der Méglichkeit der Erfiillung mit sinnvollen Worten und dem Wohl- 
klang der entsprechenden Verse wird bei dieser Entfaltung des kombinato- 
rischen Verstandes offenbar abgesehen. Die:sukzessive Bildung und Anzahl- 
bestimmung dieser méglichen VersfiiBe fiir n = 1, 2,... fiihrte zum Pascal- 
schen Dreieck auf Grund seines Bildungsgesetzes 


C)-Cag+(0} 


ferner zu der Erkenntnis 


(Css 


in der Einkleidung, daB die Anzahl der n-silbigen Versfule 2" betriigt (ebenso 
wie die Anzahl der n-stelligen dyadischen Zahlen von 00...0 bis 11...1). 

A. N. Since?) sagt im Zusammenhang hiermit, ,,die Entwicklung von 
(a + 5)" fiir ganze Werte von n“ sei in Indien seit sehr friihen Zeiten bekannt 
gewesen. Belege fiir n >> 3 bringt er am angefiihrten Orte nicht bei. Aus jener 
prosodischen Lehre scheint mir zwar die Bildung und kombinatorische Ver- 


wendung der Zahlen y} erwiesen zu sein, nicht aber die Kenntnis des binomi- 


schen Lehrsatzes. Nach der Meinung von L. Atsporr™) hat jene Lehre die 
Bindung an die Metrik nie aufgegeben. G. CHAKRAvARTI'®) weist aber nach, 
da8 solche kombinatorische Betrachtungen auch fiir andere Dinge aus ver- 


10) Sincu, A. N.: On the use of series in Hindu mathematics. Osiris [ (1936), 
S. 606-628. Siehe insbes. 8S. 623-24. —- Atsporr, L.: Die Pratyayas. Ein Beitrag zur 
indischen Mathematik. Z. Ind. u. Iranist. 9, 97-157, (1933-34). — Cuaknavarti, G.: 
Growth and Development of Permutations and Combinations in India. Bull. Cal- 
cutta Math. Soc. 24, 79-88 (1933). 
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schiedenen Bereichen des indischen Lebens und der indischen Wissenschaft 
angestellt wurden. 

Schon M. Cantor") konnte auf Grund der Ubersetzungen von Coxe- 
prooke!*) und einer Arbeit von Albr. Weber iiber indische Kombinatorik 
berichten. 

Im folgenden teile ich erstmalig aus dem islamischen Bereich die Behand- 
lung der Ausziehung von Wurzeln beliebigen Grades aus Zahlen mit und 
weiterhin erstmalig!**) aus diesem Bereich das Vorkommen des binomischen 
Lehrsatzes fiir ganze positive Exponenten und der Erzeugungsweise der Bi- 
nomialkoeffizienten in der Form des Pascalschen Dreiecks. 

Wenn ich von jetzt ab kurz vom binomischen Lehrsatz spreche, so ist stets 
der Satz fiir ganze positive Exponenten gemeint, denn andere Faille kommen 
nicht in Frage. Die Kenntnis des fertigen binomischen Lehrsatzes ist keine 
notwendige Voraussetzung fiir elementare arithmetische Verfahren zur Aus- 
ziehung von n-ten Wurzeln aus Zahlen. Hierin irrt Troprxe™), der durch 
M. Cantor") (S. 777) verfiihrt sein diirfte. Es wird sich namlich zeigen, da& 
die islamischen Mathematiker zwei Methoden der Wurzelausziehung kannten. 
Die eine ist freilich diejenige auf Grund der fertigen Formel des binomischen 
Lebrsatzes nach der Weise der Renaissance. Aber sie scheint mir, wenigstens 
fiir hihere Werte von n, historisch die jiingere zu sein. Alter diirfte die andere 
Methode sein, und sie ist auch die elementarere, weil sie die Forme! des fertigen 
binomischen Lehrsatzes nicht voraussetzt, vielmehr die Bildung nach dieser 
Formel und damit die Bildung der jeweilig mit der Potenz einer Zahl multi- 





11) Cantor, M.: Geschichte der Mathematik I* (1907), 619-20. 

12) Cotesrooxe, H.T.: Algebra with Arithmetic and Mensuration from the Sans- 
crit of Brahmagupta and Bhascara, London 1817. 

42a) Anmerkung bei der Drucklegung. Lange nach AbschluB der obigen Arbeit 
werde ich durch einen Hinweis bei Hanxe**) (S. 269) aufmerksam auf den Artikel: 
Tytier, J.: Essay on the Binomial Theorem, as known to the Arabs. Asiatic Re- 
searches 18, Calcutta 1820. TytLer berichtet aus der mir nicht zuganglichen Schrift 
Khazanut ul Jim von Khan Jee in Patna und nach unmittelbaren Mitteilungen ihres 
Verfassers tiiber das Vorkommen des binomischen Lehrsatzes und der Binomial- 
koeffizienten bei al-K43i, wo auch ich diese Gegenstande fand, und in dem Werk 
»,Hauptpunkte des Rechnens“ (‘uyén al-hisab) von Muhammad Baqir Zainal‘abidin 
al- Yazdi (Anfang des 17. Jahrh.). Diese Schrift, die uns in Mosul, Teheran und 
Bankipore erhalten ist und sich auch mit der Sexagesimalrechnung befaBt, scheint, 
nach den im Katalog von Bankipore wiedergegebenen Kapiteliiberschriften zu ur- 
teilen, von al-K4&8i’s ,,Schlissel‘‘ abhangig zu sein. TyTLER gibt aus ihr eine Stelle 
wieder, in der die Berechnung der Binomialkoeffizienten an folgendem Beispiel er- 
lautert wird: () = 12, (7) = (12—1)- 2 = 66, (7) = (12— 2) s = 220 usw. 

Mein obiges ,,erstmalig** trifft also nicht zu. Abgesehen yon Hankets kurzem 
Hinweis scheint aber keiner unserer Mathematikhistoriker die Note TytLeRs be- 
achtet zu haben. TytLer behandelt nicht die von mir.nach al-K&asi dargestellte Er- 
zeugung der Binomialkoeffizienten. 

8) Troprxe, J.: Geschichte der Elementar-Mathematik I1* (1933), 174. 
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plizierten Binomialkoeffizienten bei jeder Wurzelausziehung aus einer Zahl 
erneut volizieht. Diese Methode ist das bekannte Ruffini- Hornersche Ver- 
fahren zur naherungsweisen Auflisung algebraischer Gleichungen. [Pao.o 
Rurrini (1765-1822) entwickelte dieses Verfahren, das er auch besonders 
auf die Wurzelausziehungen anwandte, zuerst in einer 1804 preisgekrénten 
und gedruckten Abhandlung™). Wittiam Georce Horner (1786-1837) legte, 
anscheinend unabhangig von Ruffini, dieselbe, vielfach nach ihm allein be- 
nannte Methode 1819 durch Davies Gitpert der Royal Society vor"5)]. Das 
frihe Vorkommen des Ruffini-Hornerschen Verfahrens braucht um so weniger 
zu iiberraschen, als dieses Verfahren im 13. Jahrhundert und schon friiher den 
Chinesen nicht nur zu Wurzelausziehungen, d.h. zur Lésung der reinen 
Gleichungen zx" — q = 0, sondern auch zur Lésung gemischter algebraischer 
Gleichungen dritten Grades und héherer Grade diente. Die Chinesen wandten 
das Verfahren in einer 4uBeren Anordnung an, wie sie uns ganz ihnlich in der 
islamischen Mathematik fiir die reinen Gleichungen begegnet. Ich gedenke 
darauf in einer kiinftigen Arbeit zuriickzukommen, die von den Naherungs- 
lésungen gemischter algebraischer Gleichungen im Mittelalter handeln soll. 
Diese Untersuchung wird eine notwendige Erginzung und Fortsetzung der 
vorliegenden Arbeit bilden. Denn die Naherungslésungen der reinen Gleichun- 
gen fandgn ihre naturgemaBe Fortsetzung und Verallgemeinerung in den- 
jenigen der gemischten, mit welchen sie logisch zusammengehiren, und wel- 
chen man erfolgreich mit denselben Methoden wie den reinen beizukommen 
suchte. Das kommt in den Werken iiber Mathematikgeschichte nicht immer 
klar zum Ausdruck, wenn die Wurzelausziehungen und die Naherungsverfab- 
ren fiir gemischte algebraische Gleichungen in der Behandlung auseinander- 
gerissen werden. ; 
Den Stoff der vorliegenden Untersuchung schéipfe ich hauptsichlich aus 
dem Werk ,,Schliissel der Rechner iiber das Rechnen‘**) (vollendet am 


44) Rurrini, Paolo: Sopra la determinazione delle radici nelle equazioni numeriche 
di qualunque grado. Modena 1804. — Naheres iiber diese 175 Quartseiten umfassende 
Abhandlung, die ich nicht einsah, und iiber Ruffinis spatere Veréffentlichungen iiber 
den Gegenstand bringt die Arbeit: Casoni, Fl.: Horner’s method of approximation 
anticipated by Ruffini. Bull. Amer. Math. Soc. 17, 409-14 (1910-11). Eine italienische 
Ubersetzung von Casonis Aufsatz gab Gino Loria im Boll. bibl. stor. sc. mat. 18, 
81-86 (1911). : 

16) Horner, W. G.: A new method of solving numerical equations of all orders 
by continuous approximation. Philos. Trans. Roy. Soc. London, 1819, Part 1, 8.308-35. 
Nach Smits, D. E.: Hist. of Math., 1, 1923, S. 459 erschien die Arbeit erneut 
im Ladies’ Diary 1838 und in verbesserter Form in The Mathematician von 1843 
(1845 ?). Andere Arbeiten Horners tiber seine Methode teilt Casoni™) mit, der auch 
deren Ausbreitung durch A. DE Morncan und J.R. Young schildert. Nach E. T.Wuitt- 
AKER u. G. Ropinson (The Calculus of Observations, 2. Aufl., 1926, 8.100) gab 
fiir die Kubikwurzelausziehung ALEXANDER INGRAM vor Horner das Verfahren im 
Appendix seiner Ausgabe von Hutton’s Arithmetic (Edinburgh 1807). 

1*) Aus dem ,,Schliissel“‘ iibersetzte Worrcxe einen Teil des Votworts und 
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2. Marz 1427), kiirzer gewohnlich ,,Schliissel des Rechnens“ genannt, einer 
Schrift, die hoch iiber den bisher verédffentlichten Rechenbiichern der islami- 
schen Spatzeit steht. Sie hat zum Verfasser den persischen Astronomen und 
Mathematiker GamSid b. Mas‘id b. Mahmiid al-K 438i (d. h. ,,der KaSaner“‘), 
zubenannt Giyataddin (d.h. ,,Hilfe der Religion“). K. (= al-Ka3i) ist als 
einer der Astronomen bekannt, die in der ersten Halfte des 15. Jahrhunderts 
zu Samarqand an der Sternwarte Ulug Begs**) wirkten und am astronomi- 
schen Tafelwerk dieses gelehrten Fiirsten arbeiteten. Fiir jene Zeit, in der die 
mathematischen Wissenschaften beim Islam als erstarrt und versandet gelten, 
bedeutet der Gelehrtenstab des Ulug Beg einen Lichtblick, in dem K. der 
Glanzpunkt ist. Seine Leistungen sind bisher noch nicht geniigend gewiirdigt 
worden. Nur aus zweiter Hand ist seine elegante und iiberaus genaue Bestim- 
mung von sin 1° aus sin 3° durch Lésung einer trinomischen kubischen Glei- 
chung nach einem Iterationsverfahren bekannt, fiir das Hanxew!*) Worte 
héchsten Lobes fand. ,,Diese schéne Methode der Auflésung numerischer Glei- 
chungen“‘, sagt er, ,,steht allen seit Viete im Occidente erfundenen Approxima- 
tionsmethoden an Feinheit und Eleganz nicht nach . . .. Wir diirfen wohl diese 
Methode das Originellste und Bedeutendste nennen, was uns die gesamte 
Literatur der Araber bietet.““ Als C. Scnoy'®) sich mit diesem Gegenstand 
nach einer anderen Quelle zu beschaftigen begann, ri8 ihm der Tod die Feder 
aus der Hand. K.s fliissige Berechnung von 7, bei der er die Genauigkeit be- 
deutend weiter treibt als Archimedes, und K.s Einfiihrung der Dezimalbriiche 
konnten in Troprxes Geschichte der Elementarmathematik bisher nur in einer 
FuBnote™) erwahnt werden. Ich behalte mir vor, iiber diese Gegenstande aus 
den Quellen Naheres zu bringen**). 

Vom ,,Schliissel‘* — so sei das erwahnte groBe Werk K.s iiber das Rechnen 
kurz genannt — sind uns in verschiedenen Bibliotheken des Morgen- und Abend- 
landes Handschriften erhalten. Wegen der Zeitumstainde konnte ich nur eine 
Photokopie der Leidener Handschrift™) und die Handschrift des Instituts fiir 





einige Summationsformein ins Franzésische: Woepcke, F.: Passages relatifs & des 
sommations de séries de cubes, Annali di mat. pura ed appl. pubbl. da B. Tortouin1. 
6, 225-48 (Rom 1864); s. S. 245-48. 

17) Vgl. Barntuotp, W.: Ulug Beg und seine Zeit. Deutsch von W. Hinz, Leipzig 
1935. Dieses Buch bringt auch Nachrichten iiber die wissenschaftliche Betatigung 
des Ulug Beg und iiber die Person al-Kaiis. 

18) Hanxet, H.: Zur Geschichte der Mathematik, S. 289-93, Leipzig 1874. 

1%) Scuoy, C.: Beitrage zur arabischen Trigonometrie. Isis 5, 386-89 (1923). 

2°) TgoprKe**), [*,S.175 (1930). Troprxe beruft sich auf D. E. Smitu (Hist. of Math. 
II, 1925, 238-40), dieser auf Professor Satin Movanap in Istanbul. 

*1) Cat. cod. or. Bibl. Ac. Lugd. Bat. auct. P. de Jong et M.J.de Goeje III (Leiden 
1865), S. 75 Nr. 1036 (Cod. 185 Gol.). Der Leidener Bibliotheek der Rijks-Universi- 
teit schulde ich groBen Dank fir Besorgung einer vorziiglichen Photokopie der drei 
ersten Biicher dieser Schrift, ferner einer Photokopie von Nr. 1021 (Cod. 556(6) 
Warn.), dem Rechenbuch von an-Nasawl. 
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Geschichte der Medizin und der Naturwissenschaften in Berlin?*) benutzen, was 
mir aber fiir den vorliegenden Zweck ausreichend erscheint. Die Wurzel- 
ausziehung und der binomische Satz sind der Inhalt des fiinften Kapitels des 
ersten Buches. Dieses Kapitel steht in der Leidener Handschrift auf den 17 Sci- 
ten 12* bis 20*; in der Handschrift des Instituts fehlt es. Ferner behandelt das 
fiinfte Kapitel des dritten Buches (Leiden 40*-42°, Inst. 8%-10) das Ausziehen 
von Wurzeln aus Sexagesimalzahlen. Trotz der teilweise ermiidenden Um- 
standlichkeit, mit welcher der Verfasser die Zusammenhange und Rechnungen 
in Worten darlegt, wiirde ich es an sich fiir geboten halten, die vollstandige 
Ubersetzung der beiden Kapitel vorzulegen. Ich verzichte darauf nur, weil die 
Zeitverhaltnisse Kiirze gebieten, und gebe deshalb auch nur das aus dem In- 
halt wieder, was mir am wichtigsten erscheint. 


Leider nennt K. seine Vorganger nicht. Er gehért aber zu den fiir den Hi- 
storiker erfreulichen Mannern, die das kennzeichnen, was sie als ihr geistiges 
Eigentum in Anspruch nehmen, und erscheint hierbei ehtlich. Im Kapitel 
iiber Wurzelausziehungen erklart er nichts als eigene Erfindung, es sei denn 
die Anordnung, die er dem Schema der Wurzelausziehung gibt. Das ist aus 
dem Anfang der weiter unten (S. 268) iibersetzten Stelle zu ersehen. Er iiber- 
liefert uns aleo hier - und das gilt auch fiir den binomischen Lehrsatz — alteres 
Gut, fiir das sich in Zukunft hoffentlich iiber die mitgeteilten Stellen bei 
al-Birini und ‘Omar Haiyami hinaus dltere Belege finden lassen. Beweise gibt 
K. nicht, wohl aber verniinftige Erlauterungen. 


2. Renaissanceverfahren und Ruffini-Hornersches Verfahren. 


Zur Klarung der Begriffe soll ausgefiihrt werden, was rein mathematisch 
unter dem Verfahren der Renaissance und dem Ruffini-Hornerschen Verfah- 
ren verstanden werden soll. Beide Methoden stelle ich in der Art und nur in 
der Allgemeinheit dar, die mir fiir meinen mathematikhistorischen Zweck er- 
forderlich erscheinen, wobei ich von vornherein auch auf die spiter zu behan- 
delnde Arbeit des Mittelalters an den gemischten algebraischen Gleichungen 
Riicksicht nehme. 


Die Koeffizienten des Polynoms 
(4) f(z) = doz" +--+ - +4, 


seien gegebene positive oder negative ganze Zahlen. AuBer ay kénnen einzelne 
von ihnen oder-alle auch gleich Null sein. 


**) Quell. u. Stud. z. Gesch. d. Naturw. u. d. Med. 7, 160, Nr. 1, 2 (1939). Das ge- 
nannte Institut lieh mir diese Handschrift auf langere Zeit ins Haus, wofiir ich be- 
sonders dankbar bin. 
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Die ganze positive dekadische Zahl 7 sei (m + 1)-stellig; es sei also 
10" < T< 10"+}, 


Diese Zah] 7, die spater die Rolle des ganzzahligen Teils einer oder der 
positiven Wurzel von f(z) = 0 spielen soll, bestehe von links nach rechts aus 


den Ziffern a, 8, ..., x, A,...-, t, deren erste, a, von Null varschieden ist. Es 
ist also 


(2) T=a-10°+6-10°+---+x-10'+2-10' +--+ 4100+, 
= @+ b+es+ B+ Lest 8 +8, 


mit 
(2a) a=m, b=a—i, ..., [=f—1i, ..., fei, t=O und 
(3) a=a-i0*, b=8-10°), ..., l= A109 ..., so 10, t=. 


Wir setzen ferner 


(4) a= A, aot+b=B, .., ot+b+:--+he XK, 
G+b+---+k+l=L, ..., a+b+--++t=T. 


L sei eine beliebige dieser Zahlen und kann als solche A, B, ..., T bedeuten. 
Die L vorhergehende Zahl sei K. 

Z. B. in der Zahl 536 ist a= 5, B= 3, y= 6; a= 500, b= 30, c=— 6; 
a=m=2,b=—1,¢=0; A=500, B= 530, C = 536. 

Die Buchstabenbezeichnungen wihle ich, um eine Haufung von Stellen- 
zeigern (Indices) zu vermeiden. Auch gebrauchen in einschlagigen Unter- 
suchungen verschiedene Mathematikhistoriker und schon der Verfasser des 


,Algorismus de integris‘‘ die Buchstaben a, b, . . . in derselben oder ahniicher 
Bedeutung. 


Wir bilden nun nacheinander die Funktionen 


(5) f(a) = f(A) = aga" + aa" + --- + a, = 9, (a) 
(5) f(a +6) = {(B) = by” + bb” +--+ +b, = oy (b) 
(5) fla+b+---+h) =f(K) = kyk* + kk +--+ +h, = elk) 


(5) f@t+b+e--+k4+) =f{(L=f/(K +D=h +h +---+1, 
= 9 (1) = o(k + I) 


ee ee ee ee) 


5) f@+b+---+84+2) =f(T)=t "+4," +---+4,=9,. 
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Die Funktion (5,) kann als allgemeiner Vertreter dieser Funktionen die- 
nen, wobei man fiir den Fall (5,) K=0, l= a und ly = ap, 1, = @, ..., 
l, = a, setzt. Diese Funktion (5,) ist eine ganze rationale Funktion 9, von I, 
deren Koeffizienten lo, 1,, . . ., 1, VOM @p, @;, -.-, @, und von den schon in den 
der Funktion (5,) vorhergehenden Funktionen vorkommenden Zahlen a, 5, 
..+) & abhangen. Es lassen sich also nacheinander die Koeffizienten bo, 5,, 
. . +) by, dann Co, Cy, . - -, Cy uSW. bis to, t, . . ., ¢, bestimmen, und so kann man 
die Werte , (a), 9, (b), - - -, @,(t) nacheinander ausrechnen. Wie die genannten 
Koeffizienten praktisch zu finden sind, ist spater auszufiihren. Nur vom letz- 
ten dieser Koeffizienten bei jeder Funktion, also allgemein von l,, sei 
schon jetzt gesagt: 


(6) L, = 9, (0) = — (A). 
Also ist 


(6a) oll) —@, (AK) =f(a+b+--°-+k+)—fla+b+-*'+h)= 

= (L)—f(K) = byl ++ + hal 
diejenige Funktion von 1, welche iibrigbleibt, wenn man in 9, (l) = 
=f(a+b+-++-+k+1)=f(L) das von | unabhangige Glied 1, weglaBt. 


Man kann /(T) = f(a+6+.---+ s+) aus f(a) und lauter solchen Funk- 
tionen zusammensetzen: 


(7) 9) =f(T)=flatb+-+-+s4+)= 
= f(a) + [f(a + 6) —f(@) + [f(a+b+e—f(at+b] +--+ 
+[f(a+b+---+s+t)—fla+b+--++5)]. 


Ist 7 als mebrstellige Zahl gegeben, so kann nach diesem Verfahren der 
sukzessiven Berechnung schlieBlich der Wert 


f ( T) = 9 At) 
gefunden werden, den die gegebene Funktion f(z) fir = 7 annimmt. 
Es sei nun 7 nicht gegeben, und es sei von der Gleichung 
(1) f(z) = aga" +-+--+a,=0 


eine oder die positive Wurzel z, gesucht, falls eine solche vorhanden ist. Da 
wir uns auf positive Wurzeln beschrinken, sei von jetzt ab mit ,,Wurzel‘ 
stets eine positive Wurzel gémeint. 

Man sucht dann die Zahlen a, 6, ... nacheinander so zu bestimmen, dab 
entweder die Bedingungen 


(V,) (4) S<0< 9, (a + 10°) 
(V,) Pp (6) <0<o,(b + 10%) 
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(V,) @n(k) S0< oq (k + 104) 


(V)) 1 (1) S0<og, (I + 104 
(V)) (t) SO<@, (t + 4) 


erfiillt werden, oder die Bedingungen, die aus diesen Bedingungen (V) dadurch 
hervorgehen, da8 man in ihnen jedes Zeichen << durch das Zeichen > ersetzt. 
Diese Ersetzung soll von jetzt ab nicht mehr besonders ausgesprochen werden. 

Selbst bei ganz blindem Probieren erfordert die Lésung jeder dieser Forde- 
rungen (V), also die Bestimmung jeder der GréBen a, b, . . ., t wegen deren in 
(3) angegebenen Form héchstens 10 Versuche, da héchstens mit den Ziffern 
A = 0,1, ..., 9 durchzuprobieren ist. Sind a, 5, . . ., | gefunden, so sind 


A=a, B=a+b),..., L=a+b+°---+l 


die auf eine, zwei, ..., (a — I + 1) giiltige Ziffern bestimmten Naherungswerte 
einer oder der Lésung zy von (I), und die Erfiillung der letzten dieser Vor- 
schriften, namlich 


(Vv) {(T) SO< f(T + 1) 


zeigt an, daB als Naherungswert 


T=a+b+---+t 
der ganzzahlige Teil einer oder der Wurzel 
=T+T', OS’<1 
von (I) gefunden ist. 


Ist die erste Bedingung (V,) erfiillbar, und ist f(z) in dem Intervall von a 
bis a + 10° monoton, so ist jede der Bedingungen (V) auf genau eine Weise 
erfiillbar, und das Verfahren liefert in dem genannten Intervall genau eine 
W urzel. Ist {(z) fiir alle nicht negativen z monoton steigend, und ist /(0) << 0, 
so hat (I) genau eine Wurzel. Dieser Fall liegt vor bei der Ausziehung der 
n-ten Wurzel aus einer ganzen Zahl g, denn hierbei ist (I) die ,,reine“ oder 
,»binomische“ Gleichung (Kreisteilungsgleichung) z*— gq = 0, wo q wie n 
eine natiirliche Zahl ist. 


Das beschriebene Verfahren wollen wir als die , Methode der sukzessiven 
Stellenbestimmung*“ bezeichnen. In dem Gang dieses Verfahrens, soviel 
wir davon bisher gekennzeichnet haben, stimmen die Methode der Renaissance 
und die Ruffini- Hornersche Methode vdllig tiberein. Die Unterschiede betreffen 
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nur die von uns bisher noch nicht angegebene Art der Berechnung der Koef- 


fizienten lp», 1, 


.. +, L, der in (5,) definierten Funktion 


(5) flatb+---+k4+) =f(DF=—f(K+)= 
=I" +1%—' +---+h=9,) =o, (k + I. 


Es bestehen zwei Unterschiede. Der erste Unterschied ist folgender: 


Die Renaissancemethode findet die 
Koeffizienten lp, 1,, ...-, |, aus K= 
=a+b+---+k und den Koeffi- 
zienten dp, @,,..., 4, von f(z) auf 
Grund der Entwicklung 


(8p) (K+) 
=Igl" +1, M-' + -++41,. 





Die Ruffini-Hornersche Methode 
findet die Koeffizienten Ip, l,, ..., 1, 
aus k und den Koeffizienten ky, ky, 
.. +, k, der vorhergehenden Funktion 
@, auf Grund der Entwicklung 


Bp Pl=on(k +9 
=I,l" +1,-'+ +++ +1,. 


Der zweite Unterschied betrifft die Art, wie die Koeffizienten der Taylor- 
entwicklungen (8,,) und (8p,,) elementar berechnet werden. 


Die Renaissancemethode .entwik- 
kelt die einzelnen Glieder von /(K +1) 
=a,(K+ "+ 4,(K+ * cn $2 
+a, nach der als bekannt voraus- 
gesetzten fertigen Formel des binomi- 
schen Satzes und erhalt also fiir die 
Koeffizienten 1, der Potenzen von I: 


lo = a 
L= a(t) K + a, 
= a (3) K?+0,(")')K+a, 


ee 


(9 


~— 








Die Ruffini-Hornersche Methode 
berechnet die Koeffizienten |, der Po- 
tenzen von | in -,(l) aus den Koeffi- 
zienten k, der Potenzen von k in ¢, (k) 
nach dem sogenannten Hornerschen 
Schema, das wir weiter unten an- 
geben werden. 


Da diese beiden Unterschiede in den Methoden voneinander unabhangig sind, 
waren durch andere Kombination noch zwei weitere Methoden méglich. Die 
eine dieser Varianten wiirde die Koeffizienten der Potenzen von / in der Ent- 
wicklung von f(K + 1) aus denjenigen von f(K), also aus ap, a,,..., @,,, nach 
dem Hornerschen Schema berechnen; die andere wiirde die Koeffizienten dev 
Potenzen von | in der Entwicklung von ¢,(k + 1) aus denjenigen von 9, (k) 
unter Benutzung des binomischen Lehrsatzes berechnen. 


15° 
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Bei allen Verfahren wurde die Zahl 
(6) L, = (0) = —, (k) 


schon fiir die Bedingungen (V,) gebildet. 
Als ,,Hornersches Schema‘ bezeichnet man folgendes Verfahren der Koeffi- 


zientenbildung: 
ki kia Kise Kis not -i,n 
ko, -4 ko. 9 ko 7 er kon 
i, -1 1, 0 i, 4 kyo ky nt 
n-1i,-1 n-1i, 0 Kya. 
ky. n, 0 


Von den Zahlen dieses Systems sind die auBerhalb des rechten Winkels 
stehenden folgendermaBen gegeben: 


porenes (v=O0, i, ..., a), 
k, 4 =0 (u = 0, 1, ..., a). 


4, 


(9a) 


In der obersten Zeile des Systems stehen also die schon bekannten Koeffizien- 
ten k, von ¢,(k), in der vordersten Spalte lauter Nullen. Die iibrigen Zahlen 
werden berechnet nach der Vorschrift: 


. oO, 1,...,2 
(9b) Rye Ky ont + yas,» aa 
Dann sind die entstehenden Zahlen der Hypotenuse des dreieckigen Systems 
die gesuchten Koeffizienten |, von 9,(I): 


(9c) = kno L=kyeay l= Kn, 2 ee ey Jn = Kon: 


Schon Ruffini gab dieses Schema in einer Anordnung, die nur duBerlich 
von derjenigen Horners abweicht. Bei Ruffini sind die Elemente der Zeile 
Koo» Ko,1 «++» %o,_ um eine Stelle nach rechts verschoben, die der folgenden 
Zeile um zwei Stellen usw., so daB die erste Spalte des innerhalb des rechten 
Winkels stehenden Hornerscher dreieckigen Systems bei Ruffini zur Hypo- 
tenuse und die Hypotenuse des Hornerschen Systems bei Ruffini zur letzten 
Spalte wird. 

Das Ruffini-Hornersche Schema beruht bekanntlich auf der Koeffizienten- 
vergleichung in folgenden Verwandlungen, die man als ,,Ho:nersches Divi- 
sionsverfahren“ bezeichnet: 
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Pr (Z) = hig tt hig art oo. hig = (GK) (ho ga"! + hy, pa" + 
a eee + ko na) +o,» 
hey gt! + hy tt 0. thy nig = (2—K) (hy 2"? + 
+ +. + ky n-2) + hy ns 


ce eee eT H eT HeeeTESHEHHESEHHHEHHSHEHHESEHHEEHEHEEEEHOES 


ken-3,08 thyaga, ptthya_g, 2 = (t—k) (ky 9 oP +h o 1) + hyo, 
k,-9,9% + kyo 4 = (t—k) ky ig go thay 
kn-4,0 =k, 9 


Hieraus folgt durch Einsetzen: 
Pp (2) = Kon thy ny (@—K) + he ng (2h) +... + 
+ hy ig y (2—k)' +k, 9 (2 —k)". 


Setzt man hierin z = k + I, so ergibt das fiir die Funktion 9,(k + 1) = 9,(I) 
die in (9c) angegebenen Koeffizienten, was zu beweisen war. 
In dem Sonderfall 


f(z)= 2", alsoagg=1, a,=a,=-+-+=a,=0, 


ist das Hornersche Schema (bei Anwendung einer gebrauchlichen Schreib- 
weise) . 





und ergibt fiir a= 1 das ,arithmetische* oder ,,Pascalsche Drei- 
eck“. In diesem Fall ist 


(10) a,,o=(# + ¥) = (H+), 


und die Formel (9b) geht fiir » + v = n iiber in die Formel fiir die Bildung 
der Binomialkoeffizienten 


an ()= (3) +("S') 
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Um also fiir eine Potenz z” oder allgemeiner fiir ein Polynom /(z) die Koeffi- 
zienten der Entwicklung von (x + hk)" bzw. von f(z + h) zu finden, ist das 
Hornersche Schema ein primitiveres und elementareres Mittel als die Formel 
des binomischen Lehrsatzes, deren Koeffizienten durch das Hornersche Schema 
oder eine ihm dquivalente kombinatorische Betrachtung erst sukzessive er- 
zeugt werden. 

Beim Vergleich beider Methoden aus dem Gesichtspunkt ihrer praktischen 
Brauchbarkeit bieten zwar die Koeffizienten |, der maBgebenden Funktion 
9, (l) in der durch die fertigen Binomialkoeffizienten erméglichten geschlosse- 
nen Form 


a en oe 


ein iibersichtliches und besonders bei den reinen Gleichungen einfaches Bild. 
Dies bedeutet aber keine Einfachheit fiir die Zahlenrechnung, da die Potenzen 
kK’, K’~', ... der mehrstelligen Zahl K = a +6 +... + k alle auszurechnen 
und mit den betreffenden Binomialkoeffizienten und Koeffizienten der ur- 
spriinglichen Gleichung zu multiplizieren sind. Die Rechnung kann allerdings 
durch Benutzung der bereits ausgerechneten Potenzen des vorhergehenden 
Naherungswertes I= a+5+...-+ i erleichtert werden, wodurch man dem 
Ruffini-Hornerschen Verfahren schon naherkame. 

Beim Ruffini-Hornerschen Verfahren dagegen ist gemaB der Formel (9b) 
jede auftretende Multiplikation eine solche einer im allgemeinen mehrstelligen 
Zahl mit einer einstelligen Zahl k, und die Berechnung aller |, vollzieht sich bei 
iibersichtlicher Anordnung einfach und sicher nach der stets wiederholten 
Operation (9b). Alle Rechnungen kénnen im Schema der Wurzelausziehung 
selbst ausgefiihrt werden. 

Bei der Quadratwurzelausziehung 


f(z) = «?—q=0, alsoag=1, a,=0, ag=—gq, 


brauchen die beiden Methoden in der praktischen Handhabung noch keine 
deutlichen Unterschiede zu zeigen, da die zur Bestimmung der Verbesserung |, 
also der Dezimalstelle 4 dienende Funktion ¢,(l) nach beiden Methoden leicht 
auf die Form 


(12) @u(l) = 9, (k) + (2K + Dl = (K?—q) + (2K + Dl 


zu bringen ist. Wie die Koeffizienten dieser Funktion fiir 1 = 6 und fiir 1 = c 
nach dem Ruffini-Hornerschen’ Verfahren entstehen, zeigt das Buchstaben- 
schema auf S, 234. 

Bei der Kubikwurzelausziehung 


f(z) = B2#—yqy= 0, also a, = |, a, = a, = 0, a3=> —4, 

















Islamische Mathematik. 231 


macht sich der Unterschied schon in der Bestimmung der zweiten Verbesse- 
rung ¢, also der dritten Ziffer y, stark durch die Form geltend, in der 


die Kveffizienten von ¢,(c) auftreten. Bei der Renaissancemethode entsteht 
namlich 


(13p.) Q(e) = 2+ 3Bc* + 3 Bre + (B8 —q) = 
=< 3(a “fb b)c? + 3(a + b)®c + [(a rv 6)? —q). 


Beim Ruffini-Hornerschen Verfahren dagegen erhalt man nach dem auf dieser 
Seite. wiedergegebenen Buchstabenschema: 


(13 pu) P(e) = & + (3a + 3b)c* +[3a* +, (3a + b)b + (3a + 2b)b]c + 
+ {(a —q) + [3a? + (3a + 6)b}d}, 


und bei den Koeffizienten von c! und ¢ iibersieht man nicht ohne weiteres 
die Identitat. 




















1 0 0 a=9 
a} 4 a a* a —q 

1 2a 3a? 

1 3a 

| 3a 3a? ; a® —q 
bi 1 3a+b 3a* + (3a + b)b | (a®—g) + (3a? + (3a+b)b]d 








1 34+ 26 |[3a?+(3a+b)b) + (3a+26)d 








4 3a+3b 


1 3(a+ 6) 3(a + 6)? (a+ b®—q 











3 
Anfang des Ruffini-Hornerschen Verfahrens fir V9. 


Wir werden also iiber die Frage, ob ein Autor nach der Renaissancemethode 
oder nach der Methode von Ruffini und Horner verfahrt, nicht bei seiner Art 
der Ausziehung der Quadratwurzel, wohl aber bei der Kubikwurzel eine sichere 
Entscheidung erwarten diirfen. 
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Die hier nach ihrem mathematischen Kern mit modernen Darstellungs- 
mitteln gekennzeichneten beiden Methoden der sukzessiven Stellenbestim- 
mung lassen natiirlich in ihrer praktischen Handhabung je nach der 
mathematischen Ausdrucksweise von Vélkern, Schulen una Personen ver- 
schiedene Erscheinungsformen zu. Insbesondere werden wis z. B. bei den is- 
lamischen Mathematikern nur Rechnungen erwarten diirfen, die blo8 mit 
positiven Zahlen arbeiten. Auch wir noch gehen iibrigens beim Wurzel- 
ziehen nicht von z*—gq= 0, sondern von 2" = g aus. 

Um MiBverstandnisse zu verhindern, sei ferner gesagt, daB :ch cie Ausdriicke 
,,(Ruffini-)Hornersche Methode“ und ,,Hornersches Schema“ in dem heute 
iiblichen, oben gekennzeichneten Sinne*) gebrauche. Es steht nicht zur Erérte- 
rung, inwieweit diese Verfahrungsweisen sich in Darstellung und Handhabung 
mit den urspriinglichen Entwiirfen von Ruffini und Horner decken. Diese 
Entwiirfe, besonders aber deren Weiterbildungen diirften auf dem Boden der 
Bestrebungen von LaGrance und anderen erwachsen sein, den Differential- 


quotienten ohne infinitesimale Betrachtungen rein formal als ,,Ableitung“ ein- 
zufiihren. 


Das sogenannte Hornersche Divisionsverfahren ist wie das Euklidische 


23) Im Gebrauch der Bezeichnungen ,,(Ruffini-) Hornersches Schema“ und ,,(Ruf- 
fini-) Hornersche Methode“ herrscht keine Ubereinstimmung. Unter dem (Ruffini-) 
Hornerschen Schema verstehe ich die Bildung des ganzen dreieckigen Systems von 
S. 228, wobei als Elemente der Hypotenuse alle Koeffizienten der Taylorentwicklung 
des Polynoms entstehen. Auch die bloBe Bildung der ersten auszurechnenden Zeile 
ko,o, - - -» Kon zwecks Berechnung des ersten Gliedes ko» der Taylorentwicklung 
findet man als ,,Hornersches Schema“ bezeichnet. Das ist z. B. fiir n = 3 weiter 
nichts als die Anwendung der Formel 


kok® + ky kD + keyg + key = [ko & + hy) k + Ag) k + hey. 


Diese Ausrechnungsweise liegt z. B. dem graphischen Verfahren von J. A. von 
Secner (1758/59) und demjenigen von E. Litt (1867) zugrunde. Von der in dieser 
Forme! wiederholten Anwendung des distributiven Gesetzes machen wir iibrigens fiir 
k = 10 unbewuB8t beim dekadischen Rechnen immerzu Gebrauch. Unter der Ruf- 
fini-Hornerschen Methode verstehe ich die oben beschriebene Methode der sukzes- 
siven Bestimmung der Stellen einer Wurzel einer algebraischen Gleichung unter 
Verwendung des Hornerschen Schemas. Die Bedingungen (V;) von S. 226 treten so- 
wohl bei aer Renaissancemethode wie bei der Methode von Ruffini und Horner 
auf, Sie sind, wenn keine anderen Hilfsmittel herangezogen werden, durch Probieren 
zu erfillen. Sehr oft erweist sich bei ihrer Lésung die Newtonsche Naherungsme- 
thode, bei jedem Schritt in der Genauigkeit zunadchst auf die Bestimmung einer 
giltigen Zifter beschrankt, als niitzlich. Diese Verwendung der Newtonschen Nahe- 
rungsmethode rechne ich nicht zum Begriff der (Ruffini-)Hornerschen Methode. 

Aui das ,,erweiterte“ oder ,,verallgemeinerte“* Hornersche Schema sei hier hin- 
gewiesen (vgl. Witters, Fr. A.: Methoden der prakt. Analysis. 8. 53, 1928,), ferner 
auf die Méglichkeit, die Bildung des nicht verallgemeinerten Ruffini-Hornerschen 
Schemas als Bildung einer Tatel dividierter Difierenzen bei Wiederholungen des 
Arguments aufzufassen, so daB dann Newtons Interpolationsformel fiir wiederholte 
Argumente das transiormierte Polynom liefert (vgl. Wuittaker und Rosinson’®) 
5. 104). 
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Teilerveriahren, zu dem es ein Gegenstiick bildet, sowohl auf ganze Zahlen wie 
auf Polynome anwendbar. Insbesondere kommt das Verfahren ebenso wie das 
zu ihm inverse Multiplikationsverfahren schon rein arithmetisch zur Verwen- 
dung bei der Verwandlung einer nach Potenzen von 10 entwickelten Zahl in 
eine nach Potenzen von 60 entwickelte und umgekehrt. Diese Anwendungen 
im Bereich der ganzen und der gebrochenen Zahlen sind zum Teil alt (vgl. weiter 
unten S. 254-55). Aber es ist leicht méglich, daB auch im Bereich der Poly- 
nome schon friiher jemand eines dieser Verfahren, ohne viel Aufhebens davon 
zu machen, anwandte, etwa um die Taylorsche Reihe, zunichst fiir Polynome, 
abzuleiten. Dieser Weg erscheint mir iibrigens fu: sie lehrhafte Darbietung 
des binomischen Lehrsatzes beachtenswert, da die Binomialquotienten und ihr 
Bildungsgesetz hierbei in einer natiirlichen und, wie sich zeigen wird, einer 
historischen Entwicklung entsprechenden Weise entstehen. 


3. Vorbereitungen zur Wurzelauszichung. Die Quadratwurzel. 


Die Uberschrift des fiinften Kapitels aus dem ersten Buch von K.-s ,,Schliis- 
sel lautet wortlich: ,,Uber die Bestimmung der ersten Seite (dil auwal) aus 
den Geseiteten (mudalla‘at)*. Das bedeutet: Uber die Bestimmung der Wurzel 
aus den Radikanden, aber mit demselben Rechte kann man iibersetzen: der 


Grundzahl (a)**) aus den Potenzen (a"). In der Folge a, a?, a®, ..., die K. 


auch nach der anderen Seite in 4, ., — ...fortsetzt, nennt er namlich die 


Zahl a ,,erste Seite“ in bezug auf a” fiir n > 2 und ,,Wurzel (gidr) in bezug 
auf a®. ,,Wurzel‘ bedeutet also bei ihm nur Quadratwurzel. In bezug auf a® 
heiBe a ,,Kubikwurzel“ (ka‘b); K. weist darauf hin, da8 diese Bezeichnung, 
die ,,Wiirfel bedeutet, eigentlich der Potenz a* zukommt. a? hei®e, sagt er, 
, Gewurzeltes“ (magdir, d. h. das, was ,,gewurzelt‘‘ wird oder werden soll, Radi- 
kand) oder ,, Vermégen“ (mal) oder ,,Geviert(es)* (murabba‘, Quadrat), a® ,,Ge- 
wiirfeltes (muka“‘ab) oder ,,Kubus“ (ka‘b) usw., allgemein heiBe a” ,,Geseite- 
tes’ (mudalla‘, d.h. das, was ,,geseitet’‘, d. h. radiziert wird). 

, Jeder Radikand, zu dem eine Wurzel (,Seite‘) gefunden wird, aus der jener 
Radikand in Wahrheit erzeugt wird, wird rational (munfag = aussprechbar) 
genannt, und ein solcher, zu dem nicht in dieser Weise eine Wurzel (,Seite‘) 
gefunden wird, irrational (asamm = stumm).“‘ Hiernach heiBt also z. B. 25 fiir 
das Quadratwurzelausziehen rational, fiir das Kubikwurzelausziehen irrational. 
,,Die rationalen Radikanden fallen alle in die Stelle der Einer, die rationalen 
Quadrate fallen nicht in die Zehner, wohl aber in die Hunderter, nicht in die 
Tausender, wohl aber in die Zehntausender. Das Gewiirfelte fallt in die Tau- 


*4) Ein Symbol wie a gebraucht K. nicht. Er sagt: ,,jede Zahl“*. Auch alle anderen 
im folgenden vorkommenden GréBen- und Operationssymbole sind von mir zur 
Vereinfachung der Darstellung eingefiihrt. 
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sender, dann in die Tausender der Tausender (Millioner).“‘ Es kann also z. B. 
90 keine Quadratzahl, 80 oder 800 keine Kubikzahl sein. ,,Das Verfahren der 
Bestimmung hiervon ist folgendes: Wir nehmen soviel Stellen wie der Radi- 
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kand, den wir gerade wiinschen, angibt (d.h. soviel Stellen, wie 
der Wurzelexponent angibt), und nennen sie (diese Abteilung von 
Stellen) Zyklus (daur) des Rationalen und des Irrationalen. Dann 
nehmen wir einen zweiten Zyklus von eben jener (Stellen)zahl, 
und so, soweit es geht. Dann ist jener Radikand rational in der 
ersten (Stelle) jenes Zyklus und irrational in den iibrigen.“ Ist 
also z. B. der Radikand einer Kubikwurzel 20 346417, so werden 
von rechts nach links die Zyklen 417, 346, 20 gebildet, und es 
wird der Radikand als rational in der ersten, d. h. niedrigsten 
Stelle jedes Zyklus, z. B. in der Stelle 6 des zweiten Zyklus, und 
als irrational in der zweiten Stelle 4 und der dritten Stelle 3 
dieses Zyklus bezeichnet. (Die Zyklen und die Stellen innerhalb 
der Zahlen und der Zyklen werden von rechts nach links gezahlt.) 


V 331781 ~ 576 bei al-Kaai. 
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V 331781 ~ 576 nach dem 


Ruffini-Hornerschen Verfahren. 
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Das Ausziehen der Quadratwurzel beschreibt K. zuerst allgemein, um 
es dann an dem Beispiel V 331 781 zu erlautern. Da die Ausdehnung auf Radi- 
kanden mit beliebig vielen Stellen nichts Neues bringt, gebe ich die Beschrei- 
bung sogleich an diesem Beispiel und beschranke mich dabei auf die S. 234 
wiedergegebene letzte der drei von K. mitgeteilten Ausfiihrungsformen. Diese 
Form, sagt er, sei bei Radikanden mit zahlreichen Ziffern leichter und sei von 
ihm selbst ausgedacht. Sie unterscheidet sich nicht wesentlich von den heute 
iiblichen Schemen. Wegen der Beziehung zum Verfahren fiir die n-te Wurzel 
kann ich es nicht vermeiden, die Technik des Verfahrens umstandlich und in 
enger Anlehnung an den Text zu schildern. 

Die senkrechten und waagerechten Linien des Schemas schreibt K. alle so 
vor, wie sie hier (S. 234) gezogen sind. Uber alle ungeraden Stellen der Radi- 
kanden, also iiber die Ziffern 1, 7, 3 setzen wir ein Zeichen, um diese rationalen 
Stellen abzusondern. Oder — so ist es in unserem Schema nach der Leidener 
Handschrift ausgefiihrt — wir verdoppeln die senkrechten Linien, die je zwei 
Zyklen gegeneinander abgrenzen. 

Dann suchen wir die gréBte Zahl von Einern, die so beschaffen ist, daB, wenn 
wir sie mit sich selbst multiplizieren und das Ergebnis von dem letzten Zyklus 
33 abziehen, nichts iibrigbleibt oder weniger als das Abgezogene. (Das ent- 
spricht unseren Forderungen (V,) von S. 225, die sich hier a? < g << (a + 10°)? 
schreiben lassen.) Die letzte rationale Stelle 3 ist dabei ,,nach ihrer Ziffer‘ 
(bisiratihi) zu nehmen, d. h. sie ist mit der links von ihr stehenden 3 als 33 zu 
lesen, nicht als 330000. DaB weniger als das Abgezogene iibrigbleiben soll, ist 
ein offenbar vom Verfahren der Division beeinfluBter Fehler, der unserem sonst 
so richtig denkenden Autor kaum zuzutrauen ist. DaB derselbe Fehler schon 
bei al-Hassar und wieder bei Baha’addin auftritt, kann vielleicht als Steck- 
brief fir Abhangigkeiten dienen. Bei an-Nasawi steht, es solle ,,weniger als die 
gewiinschte Zah]“ iibrigbleiben. Die Zahl von der gewiinschten Eigenschaft 
wird gleich 5 gefunden. Wir setzen sie tiber die letzte rationale Stelle 3 — hier 
beginnt die ,,Zeile des Ergebnisses“‘ —- und unter sie in dieselbe Spalte in einem 
Abstand, der durch den fiir die folgende Rechnung etforderlichen Raum be- 
stimmt wird. Es ist die 5 ganz unten. Nun multiplizieren wir die obere 5 mit 
der unteren 5 und subtrahieren das Ergebnis 25 von der in denselben Spalten 
stehenden 33. Das Ergebnis 8 setzen wir darunter, nachdem wir einen waage- 
rechten Trennungsstrich gezogen haben. Dann addieren wir die obere 5 zu der 
unteren 5 und verschieben das Ergebnis 10 um eine Stelle nach rechts, nachdem 
wir einen Trennungsstrich iiber das, was vorher dastand, namlich die untere 5, 
gezogen haben. Die Einer unserer 10 stehen jetzt in der Spalte der irrationalen 
Stelle 1 des Radikanden, die-rechts von der letzten rationalen Stelle 3 steht. 

Nunmehr suchen wir die gréBte, iiber die vorletzte rationale Stelle 7 und 
unter sie rechts von der verschobenen 10 zu schreibende Einerzahl von der 
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Eigenschaft, da8, wenn wir diese obere Einerzahl nacheinander mit den Stzllen 
des ,,Unteren“, d. h. mit den Stellen der aus 10 und der gesuchten Einerzahl 
zu bildenden Zahl multiplizieren, das Produkt sich von dem, was vom Rest 
des Radikanden in den entsprechenden Spalten iiber ihm steht, abziehen laBt, 
d. h. kleiner als der Rest des Radikanden oder diesem Rest gleich ist. (Das 
sind unsere Forderungen V,, die sich hier (2a + b)b < q— a?< (2a + b+ 10°) 
- (b + 10°) schreiben lassen.) Wir finden 7, bilden also 7 - 107 = 749, so daB 
817 — 749 = 68 iibrigbleibt. Jetzt addieren wir die eben gefundene obere 7 
zu dem ,,Unteren“, d. h. zu 107 und verschieben die erhaltene 114 um eine 
Stelle nach rechts, nachdem wir vorher iiber die 107 den Trennungsstrich ge- 
zogen haben. Darauf wiederholt sich das Verfahren; man findet 6 als letzte 
Stelle des Ergebnisses und hat als Ergebnis 576 mit dem Rest 5. 

Bezeichnen wir die nacheinander gefundenen Bestandteile der Wurzel 576 
mit 

a=500, b=70, c=6, 


so ist also vom Radikanden aus abwarts gerechnet worden durch sukzessives 
Subtrahieren von 


a*, (2a+6)b, (2a+2b+c)c 
und von unten an aufwarts durch sukzessives Bilden von 
a, 2a+b, 2a+2d+c. 


Jede der letztgenannten Zahlen heiSt beim jeweiligen Stand der Rechnung 
,das Untere“, waihrend die entsprechenden jeweilig als Teilergebnis iiber den 
Radikanden geschriebenen Zahlen a, b, c ,,das Obere“ heiBen. Die Ziffern 
des ,,Oberen“ und des ,,Unteren“ sind geschickt in solche Spalten geschrieben 
worden, daB nach dem Multiplizieren des ,,Oberen‘‘ mit dem ,,Unteren‘ 
,ynach ihrer Ziffer“‘ das zu subtrahierende Ergebnis a? oder (2a + b)b oder 
(2a + 2b + c)ec an die richtige Stelle kommt. 


Als eigene-Erfindung kann K. hier nur die Anordnung der Ausfiihrung be- 
zeichnen, insbesondere, wie er auch hervorhebt, die Neuerung, da8 er jedes 
der Produkte 107-7 = 749, 1149-6 = 6876, also (2a + 5)b usw. wie wir 
Modernen auf einmal bildet, hinschreibt und abzieht. 


Vollig klar wird uns die Technik des Verfahrens, wenn wir uns vergegen- 
wiartigen, da® sie aus der Technik des Rechnens auf der Staubtafel hervor- 
ging. Beim Abwartsrechnen bedeutet namlich jeder waagerechte Trennungs- 
strich, daB das iiber ihm Stehende geléscht und durch das darunter Geschrie- 
bene ersetzt wird. Z. B. tilgt der erste, unter 25 gesetzte Strich die 33 und er- 
setzt sie durch 8. Die 25 hat der geschickte Staubtafelrechner wohl gar nicht 
erst hingeschrieben. Ebenso wird beim Aufwirtsrechnen durch den untersten 
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Trennungsstrich die darunter stehende 5 gelischt und durch die dariiber 
geschriebene verschobene 10 ersetzt, und so fort. K. selbst sagt an verschie- 
denen Stellen, daB diese Striche diese Bedeutung des Ausléschens haben. Sie 
treten schon ebenso beim Schema der gewdhnlichen Division auf und diirfen 
sich nicht weiter als die auszuléschenden Ziffern erstrecken. Hier haben wir 
einen Beitrag zur Geschichte des Striches beim Rechnen. 


Auf der Staubtafel wiirden also in jeder Phase der Wurzelausziehung nur 
drei Zeilen stehen: oben die Ziffern des Ergebnisses, darunter das, was vom 
Radikanden jeweilig iibriggeblieben ist, und unten die Zahlen a, 2a + b, 
2a + 26 +c. Fiir das Beispiel sind diese Phasen 


5 57 576 576 
3317814 81781 6881 5 
5 107 1146 


Genau diese Technik des Quadratwurzelziehens auf der Staubtafel be- 
schreibt nun der 400 Jahre vor K. lebende Nasawi im 12.Kapitel des 1.Buches 
seiner Schrift ,,Das Befriedigende iiber das indische Rechnen“®), wihrend sein 
Zeitgenosse al-Karagi nicht das Schema, sondern die darin wirklich aus- 
gefiihrten sukzessiven Rechnungen angibt. Wie Suters Wiedergabe zeigt, ist 
bei N. (= an-Nasawi) die Anordnung in den drei Zeilen diejenige, die wir 
durch Riickverwandlung von K.s Verfahren in das Staubtafelverfahren er- 
hielten. Auch die Vorschriften fiir die Rechenschritte lauten sehr dhnlich. 
Geringe Abweichungen sind bemerkenswert. Wo K. in der zweiten Phase seines 
Beispiels sagt: addiere das Obere (7) zu dem Unteren (107), wiirde N. sagen: 
verdoppele die 7 (von 107). K. hat sich hier, wie wir sehen werden, besser der 
Vorschrift fiir den allgemeinen Fall der Ausziehung der n-ten Wurzel angepaBt. 
Denn in diesen gliedert sich, wie er selbst bemerkt, die Quadratwurzelziehung 
als Sonderfall ein. Er habe sie nur gesondert. voraufgeschickt, um ihr Verstand- 
nis dem Anfanger zu erleichtern. Das bedeutet, daB K. die Quadratwurzel nach 
demselben Verfahren auszieht wie die héheren Wurzeln. Dieses Verfahren 
aber ist, wie wir bei den héheren Wurzeln deutlich sehen werden, zundchst 
das Ruffini-Hornersche und nicht das Verfahren der Renaissance. Al-H assAr, 
der ebenfalls auf der Staubtafel rechnet, verfahrt nicht wesentlich anders als 
N., 1a8t aber die Ziffern des Ergebnisses nicht tiber dem Radikanden ent- 
stehen. Ibn al-Bann@a’ schreibt sie unter die des Radikanden, ebenso al- 
Qalasadi, der nicht ein so klares schriftliches Schema angibt wie sein Zeit- 
genosse K. Von letzterem scheint Baha’addin in der Anordnung abhangig 





%5) Ich benutzte die oben *) erwahnte Photokopie der Handschrift, die auch Suter 
seiner vereinfachten Ubersetzung*) zugrunde legte. Leider ist diese schlechte Hand- 
schrift die einzige bisher bekannte des Textes. 
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zu sein, wie er ja auch den oben (S. 235) erwahnten Fehler mit ihm teilt. Schon 
beim Schema der Division zeigt sich diese Abhingigkeit. 

Unter Hinweis auf K. und Baha’addin sei bemerkt, daB Troprxes Angabe 
(I° S. 77), die ,,Araber“ hatten die nicht giiltigen Ziffern ausgestrichen, einer 
Verbesserung bedarf, ebenso seine Bemerkung (II* S. 176), Gemma Frisius 
sei der erste, der dem Doppelten des jeweiligen Teilergebnisses die neugewon- 
nene Ergebnisziffer anfiigt. 

Als Grundlage des beschriebenen Verfahrens kann man die Formel 


(14) (a+b+e-+4---)®?= a* + (2a + b)b+ (2a+ 26+) c+---mq 


betrachten, die der Formel (7) (S. 225) entspricht und durch wiederholte An- 
wendung von (12) (S. 230) entsteht. Unabhangig vom Wurzelausziehen geben 
Ibn al-Banna’ (S. 299-300) und al-Qalasadi (S.12 des Sonderdrucks) ein 
Schema zum Quadrieren mehrstelliger Zahlen, das sich auf dieselbe Formel 
griinden 1a8t. 


4. Die n-te Wurzel nach dem Ruffini-Hornerschen Verfahren. 


Auch das Ausziehen der n-ten Wurzel beschreibt K. fiir beliebiges n = 
3,4,.. .. Statt dieser sehr langatmigen Beschreibung erlautere ich das Ver- 


fahren sogleich an dem spiter von ihm gegebenen Beispiel V 44 240899 506197. 
Wenn meine Darstellung auch hierbei immer noch recht schwerfallig ausfallt, 
so liegt das daran, daB ich in enger Anlehnung an die Vorschriften des Textes 
die Prozedur, so, wie sie ablief, schildern will. Ich glaube das dem Leser und 
mir nicht ersparen zu kénnen, damit nicht, wie es bei der chinesischen Lésungs- 
technik infolge mangelhafter Zufiihrung des Materials der Fall war, Zweifel auf- 
kommen kénnen, ob und inwieweit das Ruffini-Hornersche Verfahren vorliegt. 

Wie die ausgefiihrte Rechnung auf S. 239 zeigt, teilen wir den Radikanden 
von rechts nach links in Zyklen von je n = 5 Stellen ab, die wir durch Doppel- 
linien voneinander trennen. Durch waagerechte Doppellinien wird das Schema 
ferner in n = 5 Abteilungen zerlegt, deren Héhen von den Erfordernissen der 
Rechnungen abhangen, die in die Abteilungen hineinkommen werden. Die 
unterste dieser Abteilungen heiBt ,,Welle®*) der Seite“, die zweite von unten 
,, Welle des Quadrats“, dariiber folgt die ,,Welle des Kubus‘, dann die ,,Welle 
des Quadratoquadrats“, an die sich fiir n = 5 als letzte die ,,Welle des Qua- 
dratokubus“ anschlieBt®’). Diese oberste der n-Wellen heiBt auch ,,Welle der 





**) Das Wort saff, das z. B. ,,Schlachtreihe“‘ bedeutet, gebe ich durch ,,Welle“ 
wieder, nicht durch ,,Reihe“, um die Kollision mit dem mathematischen Fachaus- 
druck ,,Reihe“ zu vermeiden. Das Wort ,,Welle“ wahle ich im Sinne seines Gebrauchs 
im Angriffskampf. 

27) In meiner Ubersetzung desSchemas (S. 239 ) sind die ,,Welle der Seite“ und die 
.,Welle des Quadrats“ auf die rechte Halfte des Blattes gesetzt. Diese ist also an die 
linke Halfte unten angesetzt zu denken. Zur bequemen Zurechtfindung habe ich 
den Radikanden und die Zeile des Ergebnisses iiber der rechten Halfte wiederholt. 
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5 
V 44 240899 506197 = 536 bei al-Kasi. 
(Der rechte Teil ABCD ist in der Doppellinie AB an den linken Teil unten angesetzt zu denken.) 
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Zahl“, da sie der ,,Zah)“‘, d. i. dem Radikanden zukommt, der als n-te Potenz 
der gesuchten Zahl, hier als Quadratokubus, aufzufassen ist. Die zweite Welle 
von oben heiBt auch ,,Welle des Zweiten der Zahl“, darunter folgt die ,,Welle 
des Dritten der Zahl* und so fort. Die Ziffern des Ergebnisses schreiben wir 
wieder iiber die ,,rationalen“ Stellen des Radikanden in die ,,Zeile des Ergeb- 
nisses“. 

Wenn ich bei meinen Erlauterungen mit a, b usw. sowohl die nackten Zif- 
fern « = 5, 8 = 3, usw. wie auch die Zahlen a = 500, b = 30, usw. bezeichne, 
die diese Ziffern nach ihrem Stellenwert bedeuten, so ist diese Zweideutigkeit 
unschddlich und vereinfacht die Darstellung. Auch soll bei zwei aufeinander 


folgenden Verbesserungen k und / gelegentlich & als Zehner und / als Einer be- 
handelt werden. 


Wir suchen die gréBte Einerzahl (einstellige Zahl), deren n-te = 5-te Potenz 
sich vom letzten Zyklus 4424 abziehen l48t. (Das sind die Forderungen (V,) 
von S. 225, die sich hier a < g << (a + 10*)® schreiben lassen.) Hierzu haben 
wir eine Tabelle der Potenzen der einstelligen Zahlen zur Hand. Wir finden 
a = 5 und schreiben diese Ziffer in die Zeile des Ergebnisses iiber die letzte 
rationale Stelle 4, ferner unter sie in dieselbe Spalte in die Welle der Seite, 


und zwar ganz zu unterst, denn in allen Wellen mit Ausnahme der Welle der 
Zahl wird aufwarts gerechnet. 


Ebenso wie schon bei der Quadratwurzel sind auch hier Ziffern wie a = 5 
und spatere Bildungen wie a? oder (5a + 6)b nicht stets in diejenigen Spalten 
gesetzt, die ihnen nach dem fiir den Radikanden giiltigen Stellenwert zukom- 
men. Sie werden vielmehr zweckmaBigerweise in solche Spalten geschrieben, 
daB die in der Welle der Zahl entstehenden Ziffern, die dann vom Radikanden 
abgezogen werden, in die richtigen Stellen gelangen. 


Nun multiplizieren wir die obere Ziffer a = 5 mit der unteren a= 5 und 
setzen das Ergebnis a? = 25 ganz unten in die Welle des Quadrats, derart, 
daB die 5 von 25 in dieselbe Spalte fallt, wie die 5 der Welle der Seite, namlich 
in die Spalte der letzten rationalen Stelle 4 des Radikanden. Dann multipli- 
zieren wir ,,das Obere“, d.h. a= 5, mit dem, was ganz unten in die Welle 
des Quadrats geschrieben wurde, nimlich a? = 25, und setzen das Ergebnis 
a® = 125 entsprechend wie vorhin ganz unten in die Welle des Kubus. Das 
geht so fort, bis wir schlieBlich a" = a5 = 3125 in die Welle der Zahl unter 
den Radikanden so setzen, daB die 5 Einer unter die rationale Stelle 4 des 
letzten Zyklus 4424 zu stehen kommen. Die Subtraktion ergibt 1299, und der 
liber diesen Ziffern stehende Trennungsstrich besagt wieder wie bei der Qua- 
dratwurzelausziehung, daB das iiber ihm Stehende als geléscht und die 1299 
an die Stelle von 4424 gesetzt zu denken ist. 


Jetzt addieren wir die obere Ziffer a = 5 zur unteren, in die Weile der Seite 
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gesetzten « = 5 einmal fiir die Welle des ,,Zweiten der Zahl“. Das Ergebnis 
2a = 10 setzen wir in die Welle der Seite iiber a = 5, nachdem wir letzteres 
durch einen dariiber gesetzten Strich geléscht haben. Hierauf multiplizieren 
wir wiederum ,,das Obere“‘ a = 5 mit dem in der Welle der Seite erhaltenen 
2a = 10 und addieren das Ergebnis 2a* = 50 zu dem ganz unten in der Welle 
des Quadrats stehenden a* = 25. Das iiber den Trennungsstrich geschriebene 
Ergebnis 3a*= 75 wird wieder mit a= 5 multipliziert und das Ergebnis 
3a* = 375 wird zu dem Untersten in der Welle des Kubus, namlich zu a*= 125, 
addiert, so daB sich 4a* = 500 ergibt. Das geht so fort, bis wir bei der Welle 
des ,,Zweiten der Zahl“, in unserem Falle der des Quadratoquadrats, anlangen, 
wo wir 4a*- a= 2500 zu dem vorhandenen a* = 625 addieren um iiber dem 
Trennungsstrich 5a‘ = 3125 zu erhalten. 


Hierauf addieren wir das ,,Obere“’ a = 5 zum ,,Unteren‘‘ 2a = 10 in der 
Welle der Seite zum zweitenmal, namlich diesmal fiir die Welle des ,,Dritten 
der Zahl“*. Das in der bisherigen Weise in die Welle der Seite einzutragende 
Ergebnis 3a = 15 wird wieder mit dem ,,Oberen“ a= 5 multipliziert und 
das Ergebnis 3a?= 75 zu-dem 3a*= 75 der Welle des Quadrats addiert, 
so da® sich 6a?= 150 ergibt. Das geht so weiter, bis wir bei der 
Welle des ,,Dritten der Zahl“, d. i. hier schon bei der Welle des Kubus, 
anlangen, wo die Addition von 6a*-a=750 zu 4a*= 500 die Summe 
10a* = 1250 ergibt. 


Wiederum wird nun a= 5 zu dem jetzt in der untersten Welle obenauf 
stehenden 3a = 15 addiert. Man erhalt 4a = 20, addiert dann 4a-a = 100 
zu 6a* = 150 der Welle des Quadrats und erhalt 10a? = 250. Mit diesem Er- 
gebnis rechnet man nicht so weiter, da man schon in der Welle des ,,Vierten 
der Zahl“ angelangt ist. 


Jetzt ist nur noch das obere a = 5 nochmals zu der bisher obersten Zahl 
4a = 20 der Welle der Seite zu addieren, so da8 sich auf der Front dieser Welle, 
der Welle des ,,Fiinften der Zahl‘‘; die Zahl 5a = 25 ergibt. 


Nunmehr haben die nm = 5 Wellen mit ihren Fronten ihre ersten Angriffs- 
ziele erreicht, namlich die Zahlen 


5a= 25, 10a%= 250, 100°=— 1250, 5at= 3125, a> = 3125. 


Die letzte, a5, wurde vom Radikanden abgezogen. Die- iibrigen beziehen 


jetzt neue Ausgangsstellungen: ,,Der Augenblick des Verschiebens ist ge- 
kommen.“ 


Das in der Welle des ,,Zweiten der Zahl“ stehende 5a* = 3125 verschieben 
wir um eine Stelle nach rechts, das in der Welle des ,,Dritten derZahl“ stehende 
10a* = 1250 um zwei Stellen, und so fort, endlich das in der Welle der Seite 
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stehende 5a = 25 um n— 1 = 4 Stellen, so daB seine letzte Stelle 5 in die 
Spalte der auf die vorletzte’ rationale Stelle 5 des Radikanden folgende 
irrationale Stelle 9 gelangt, d. h. in die Spalte der zweiten Stelle des vorletzten 
Zyklus. 

Von jetzt ab fasse ich mich kiirzer als der Autor. Wir suchen nun die 
gréBte, iiber die vorletzte rationale Spalte, also hier mit dem Stellenwert der 
Zehner iiber die Ziffer 5 des Radikanden zu setzende Einerzahl 6 so, daB 


{[(<b + 5a>b + 100%)b + 10a*]b + 5a4b = 
{[(<b + 25)d + 250)b~+ 1250}b + 3125} = 
bP + 2554 + 25058 + 12505? + 31255 


sich vom Rest g— a* = 12990895(506197] des Radikanden abziehen laBt. 
(Das ist die Forderung (V,) von S. 225.) Wir finden b = 3, das wir iiber die eben 
genannte 5 und in dieselbe Spalte in die Welle der Seite neben die verschobene 
25 setzen. Jetzt wiederholt sich mit der oberen Ziffer b = 3 und den in den ein- 
zelnen Wellen stehenden Zahlen 5a + 6, 10a*, 10a*, 5a* dasselbe Spiel, wie 
friher mit der oberen Ziffer a = 5 und den anfangs in den Wellen stehenden 
Zahlen a, a?, a*, a*. Alles geht so fort wie friiher, bis die Einerstelle der Wurzel, 
hier c = 6, und schlieBlich der letzte Rest 21 gefunden ist. 

Auf S. 242 habe ich dem Schema K.s das moderne Schema des Ruffini-Hor- 
nerschen Verfahrens gegeniibergestellt, auf S. 243 den Anfang in Buchstaben- 
rechnung. In der Anordnung hielt ich mich im wesentlichen an die von 
L. ScurutKa**) gegebenen Muster. 

Der Vergleich zeigt, daB K. nach dem Ruffini-Hornerschen Ver- 
fahren rechnet. Alle Zahlen seines Schemas findet man in anderer 
Anordnung im modernen Schema wieder®), und in beiden Mustern 
entstehen alle Zahlen in derselben Reihenfolge und durch die- 
selben Rechnungen. DaB im modernen Schema negative Zahlen auftreten, 
liegt natiirlich daran, daB hier die Gleichung in der Form z*—qg=0 zu- 
grunde gelegt wurde, wahrend K. von der Form 2” = g ausgeht. Auch K.s 
Verschiebungen der Koeffizienten um eine, zwei, drei oder vier Stellen beim 
Ubergang zur Bestimmung der nachsten Stelle sind leicht zu erklaren. Der 
Hauptunterschied in der Anordnung besteht darin, daB das moderne Schema 
fiir die Bestimmung jeder Ziffer des Ergebnisses zweidimensional ist. Die 
Spalten nach der aus Einsen bestehenden Spalte entsprechen K.s ,,Welle der 
Seite*’, ,,Welle des Quadrats“ usw. 


*8) ScurutKka, L.: Elemente der héheren Mathematik, 2. Aufl. S. 504-5, 560-62. 
Leipzig u. Wien 1921; Scururxa, L.: Zahlenrechnen, S. 92-99. Leipzig u. Wien 
1923. 

**) Die zu addierenden, klein gedruckten Produkte k - ky, »-4 pflegt der geschickte 
Rechner nicht hinzuzuschreiben; auch K. laBt sie in den einfachsten Fallen weg. 
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Warum hat K. nicht die iibersichtlichere zweidimensionale Anordnung ge- 
wahlt ? Das kommt nur daher, daB sein schriftliches Schema aus dem Rech- 
nungsverfahren auf der Staubtafel entstanden ist und jeder seiner Subtrak- 
tionsstriche in der Welle der Zah] die Ausléschung der dariiber stehenden 
Ziffern, jeder Additionsstrich in den iibrigen Wellen die Ausléschung der dar- 
unter stehenden Ziffern andeutet. Wir werden sehen, daB K. spiter, wo es 
sich um die dauernde iibersichtliche Niederlegung der Binomialkoeffizienten 


handelt, selbst die zweidimensionale Anordnung des Pascalschen Dreiecks 
wahlt. 


5. Die Ausziehung der Kubikwurzel bei an-Nasawi. 


Die einzige bisher bekanntgewordene islamische Darstellung der Kubik- 
wurzelausziehung, die des Nasawi, deckt sich in der Ausfiihrung ebenso wie 
wir das fiir die Quadratwurzelausziehung sahen, mit dem Verfahren K.s, nur 
daB eben N. (= an-Nasawi) auf der Staubtafel rechnet. Zum Nachweis bringe 
ich im folgenden die Ubersetzung von N.s Beschreibung der Kubikwurzelaus- 
ziehung aus ganzen Zahlen im 14. Kapitel des 1. Buches seiner Schrift ,,Das 
Befriedigende iiber das indische Rechnen‘™). Dieses dlteste bisher bekannte 
islamische Zeugnis fiir das Verfahren von Ruffini und Horner) zeigt, daB das 
Verfahren schon in der ersten Halfte des 11. Jahrhunderts im Gebrauch war, 


und auch schon friiher, denn N. hat es, wie sich zeigen wird, von Vorgangern 
iibernommen. 


Uber die Rechenbiicher dieser Vorginger und sein eigenes duBert sich N. 
selbst im Vorwort®®). Das urspriinglich von ihm fiir die Lehrbiicherbibliothek**) 
des Buyiden Magd-ad-Daula (1029 entthront) in persischer Sprache ver- 
faBte Buch ging in die Bibliothek des Saraf-al-Mulik tiber, auf dessen Be- 
fehl] N., der an die hundert Jahre alt geworden sein soll®*), die uns vorliegende 
arabische Fassung schrieb. Der Verfasser sagt weiter®): 


Ich hatte die Werke der Friiheren und Spdteren (der Alten und Modernen) 
iiber diesen Gegenstand studiert und gefunden, daB einige von ihnen sich (auf 
allerhand Dinge) einlassend und iibermaBig lang sind, wie das von al-Kindi und 
das von al- Mugtaba al-Anjtaki al-Mu‘lawi (?), andere <iibermaBig lang sind 


#98) Anmerkung bei der Drucklegung. Das Vorkommen bei Kiiyar ist noch 
Alter78), 

3°) Das Vorwort ist abgedruckt im Cat. cod. or. Bibl. Ac. Lugd. Bat.**) III, 8. 68, 
Leiden 1865, und iibersetzt von Woercxe (J. asiat., 6.sér., 1, 492-95, 1863), der 
auch (S. 496-500) die Kapiteliiberschriften mitteilt. 

81) Zazdnat daftar iibersetze ich so wegen des Gebrauchs von daftar in demselben 
Vorwort. 

2) Al-Baihaqi, T'atimma Siwén al-Hikma ed. by M. Shafi‘, I, Lahore 1935, 8. 109. 

8) Das in runden Klammern Stehende fiige ich zur Eriauterung oder Erganzung 
hinzu; das in Winkelklammern Gesetzte ist vielleicht zu streichen. 
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und). es an der Scharfe der Verstdndlichmachung fehlen lassen, wie das von ‘Ali 
b. Abi Nasr geschriebene. Wieder andere sind dunkel (mungaliq), wie das von 
al-Kalwddani verfaBte, in dem ich auch Kapitel fand, nach denen kein Bediirjnis 
vorliegt auBer fiir solche, die schwere Geistesarbeit bevorzugen. Einige verfaBten 
eine Art, die (nur) an eine einzige Art der angewandten Rechnungen™) gebunden 

ist, wie Abi Hanifa ad-Dinawari und Kifyér al-Gili. Denn trotz der gedrang- 
ten Darstellung schrieb Kisydr fiir die astronomische Rechnung ein Lehrbuch 
der iibrigen angewandten Rechnungen, Abii Hanifa aber schrieb fiir die iibrigen 

angewandten Rechnungen ein Lehrbuch der astronomischen Rechnung. So schrieb 

denn ich ein Werk, in dem ich mich kurz faBte und frei davon hielt, durch Weit- 

schweifigkeit langweilig oder durch Knappheit unzuldnglich zu sein, und richtete 
die Darstellung in einer Art ein, aus der die Leute bei ihrer. verschiedenen an- 

gewandten Rechnungen und die Astronomen bei threr Kunst (sind‘a = aus- 
‘geiibte Wissenschaft) Nutzen ziehen kénnen. 


Wie die Untersuchung seines Rechenbuches zeigt, list N. seine Aufgabe, 
dem Praktiker einen knappen Leitfaden an die Hand zu geben, dadurch, daB 
er die Definitionen und Rechenverfahren ganz mechanisch und ohne Beweise 
mitteilt und an Beispielen erlautert. Nach seinen eigenen AuSerungen drangen 
seine Vorganger zum Teil tiefer in den Gegenstand ein. Al-Kalwadani scheint 
theoretische Ausfiihrungen gebracht zu haben, die unserm N. zu hoch waren. 
Die wertvolle Aufzihlyng dieser Vorganger fiihrt uns naher an die Anfange 
der islamischen Rechenlehre heran. Leider ist uns von den Rechenbiichern 
lieser Autoren®), auBer der Schrift des KaSyar, nichts als die Biichertitel er- 
halten, die uns die Biographen aufzaihlen. Al-Kindi (starb etwa 873), ,,der 
Philosoph der Araber“, war nach verbreiteten Nachrichten aus edlem arabi- 
schen Blut, nach anderen Angaben (al-Baihaqi**) S. 25) aber ein zum Islam 
iibergetretener Jude oder ein Christ. Neben anderen arithmetischen Schriften, 
z. B. einer Schrift iiber die in Platos ,,Staat‘‘ vorkommenden Zahlen, schrieb 
er ,,Fiinf Biicher Einleitung in die Arithmetik“ — ,,Arithmetik“ ist auch im 
Arabischen das griechische Fremdwort — und ,, Vier Biicher iiber den Gebrauch 
der indischen Rechnungsweise“. Der vielseitige Gelehrte ad- Dinawari (starb 
895), von iranischer Herkunft, Verfasser eines der uns leider verlorengegange- 
nen friihen Algebrawerke, einer Schrift ,,Uber die algebraischen Seltenheiten 
(Kuriositaéten)“ und zweier Schriften iiber die Vermachtnisrechnung, schrieb 
auch: ,,Die (Staub)tafel, iiber die indische Rechnungsweise“. Denselben Titel 
fihrt das Werk von al-Kalwadani, das N. dunkel und unpraktisch fand. 
Dieser Kalwadani gehért schon ebenso wie al-Anta&ki (starb 987) der zweiten 
Halfte des zehnten Jahrhunderts an. Von al-Antaki wird genannt: ,,Die groBe 





%4) mu‘dmaldt bezeichnet besonders geschaftliche und finanzielle Rechnungen. 
36) Uber diese Gelehrten vergleiche man besonders Suter, H.: Die Mathematiker 
und Astronomen der Araber usw., Abh. Gesch. math. Wiss. usw. 10 (1900). 


a 
© 








ker 
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Schrift Die (Staub)tafel, iiber die indische Rechnungsweise“. Ferner: ,,Uber 
das Rechnen auf der (Staub)tafel ohne Ausléschen (der Ziffern)“, ,, Kommen- 
tar zur Arithmetik“* (WorPcke vermutet ,,des Nikomachus“), ,,Uber die Ku- 
ben“, ,,Uber die arithmetischen Proben‘“' und ,,Uber das Rechnen mit der 
Hand ohne (Staub-)tafel“ (Fingerrechnen). 


Von KiiSyar b. Labban®™) (nach Suter etwa 971-1029), der nach einer 
Nachricht®*) N.s Lehrer gewesen sein soll, hat sich die Schrift ,,Uber die Ele- 
mente des Rechnens der Inder“ in Istanbul in der Ursprache gefunden*’), 
nachdem sie schon vorher in hebraischer Ubersetzung bekannt war. Die Unter- 
suchung dieser Schrift, wie auch der erhaltenen astronomischen Werke des an 
den trigonometrischen Fortschritten seiner Zeit beteiligten Mathematikers 
ware auch wegen seiner Sexagesimalrechnung, auf die ich im nachsten Ab- 
schnitt zuriickkomme, erwiinscht®’®). 


Ob mit ‘Ali b.AbiNasr vielleicht Abi Nasr b. ‘Ali b. ‘Iraq (um 1000) gemeint 
ist, der Lehrer al-Biriinis? Von ihm ist uns in Oxford und Bankipur eine 


ebenfalls besonderer Beachtung werte Schrift iiber die Sexagesimalrechnung 
erhalten. 


Die lebhafte Beschaftigung islamischer Iranier mit dem sogenannten indi- 
schen Rechnen, d. h. dem Rechnen im Zehnersystem, la8t vermuten, da8 auch 
schon vorislamische Iranier dieses wie iiberhaupt das Rechnen und andere 
mathematische Wissenschaften pflegten. Al-Hwarizmi, der Verfasser der 
ersten islamischen Algebra, hat bei dem Historiker at-Tabari (839-923) den 
Beinamen al-Magisi, der Magier. Dies deutet nach Natiino**) wahrscheinlich 
darauf hin, daB seine Vorfahren und vielleicht noch er selbst in seiner J ugend 
der zoroastrischen Religion angehérte. Wenn Na.iino**) (S. 10) sagt, al-Hwa- 
rizmis Rechenbuch sei eine erweiterte Wiederherstellung eines indischen Trak- 
tats, so scheint mir hier ein von Casini zuerst begangener, von WorpckE und 
NALuLino iibernommener Irrtum vorzulieg2n. Denn in der zugrunde liegenden 


3*) Zu der Angabe von Troprxe?*) (1*, S. 82), Kiasyar sei ein jiidischer Gelehrter, 
sind mir keine Unterlagen bekannt. Nach Name und Heimat diirfte er Iranier sein. 

87) Krause, M.: Stambuler Handschriften islamischer Mathematiker. Quell. u. 
Stud. z. Gesch. d. Math., Astr. u. Phys. 8, 437-532 (1936), Siehe S. 472-73. 

87a) Anmerkung bei der Drucklegung. Nach AbschluB dieser Arbeit konnte ich 
das Rechenbuch von Kiéy&r einsehen, von dessen Handschrift mir Professor van 
DER WaERDEN in Leipzig und sein Schiller Dr. Suteyman Sencer in Ankara im 
Jahre 1943 unter erschwerten Umstanden Photokopien aus Istanbul verschafften. 
Schon Kidyar zieht Kubikwurzeln auf der Staubtafel nach dem Ruffini-Horner- 
schen Verfahren aus. Offenbar hat sein Rechenbuch seinem Schiiler an-Nasawi als 
Vorbild gedient, und sogar der weiter unten (S. 264) erwahnte ,,Fehler“ an-Nasaw'’s, 
den Suter dem Abschreiber der Nasawi-Handschrift zur Last legte, findet sich 
schon bei KiSy4r. 

8) Nauiino, C. A.: Al-Huwarizmtf e il suo rifacimento della Geografia di Tolemeo. 
Reale Accad. Lincei; Ser. 5¢, Mem. della Cl. d. sc. mor., stor. e fil., 1894, S. 7. 
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Stelle bei al-Qift i hei®Bt es nach der auf 13 Handschriften gegriindeten Aus- 
gabe von J. Lippert (S. 266. 21-267. 1) nur: ,,Zu ihren Wissenschaften (d. h. 
zu den Wissenschaften der Inder) gehért die Zahlenrechnung, welche .. . 
al Hwarizmi ausbreitete usw.“* Wenn wir Gegenstande und Fachausdriicke des 
friihislamischen Rechnens, der Algebra und sonstiger mathematischer Zweige 
nicht als unmittelbar von den Indern oder Griechen oder von den Griechen 
iiber syrische Texte iibernommen nachweisen kénnen — zu diesen Gegenstan- 
den gehért vorlaufig auch das Ruffini-Hornersche Verfahren —, so muB sich, 
sofern nicht auch China in Frage kommt, unser Blick auBer auf die Sabier 
von Harran auf die iranische Wissenschaft richten. Was sie nicht in islamischer 
Zeit iibernahm oder erfand, muB in die noch wenig erforschte vorislamische 
Zeit gehéren, in der man von friih an mancherlei Elemente aufgenommen und 
weitergebildet haben mag. 

Die Ausziehung der Quadrat- und Kubikwurzeln aus ganzen Zahlen behan- 
delt N. in den Kapiteln 12 bis 15 des ersten Buches. I, 12 enthalt die Quadrat- 
wurzelziehung, I, 13 die Neunerprobe dazu, I, 14 die Kubikwurzelausziehung 
und I, 15 die zugehérige Neunerprobe. DaB N. immer so tut, als sei das Stim- 
men der Neunerprobe hinreichend fiir die Richtigkeit der Rechnung, braucht 
nicht zu wundern. Die meisten bisher untersuchten islamischen Rechenlehrer 
und Leonardo von Pisa sagen es nicht besser. K. jedoch ist hierin griindlich 
(Schliissel 1, 6). 

Wegen der im Schema der Wurzelausziehung gesetzten Nullen sei gesagt, 
daB N. (I, 4) nur die Ziffern 1-9 als Zahfen einfiihrt. Erst nach Erklarung des 
Stellensystems, bei der er wie die Inder und K. die Stellen von den Einern ab 
aufsteigend zahit, also eine rechts von einer Stelle stehende Stelle als , vorher- 
gehend“ bezeichnet, fiihrt er die Null ein: 

Was nun die Stellen betrifft, in deren darunter (d. h. rechts von ihnen) stehen- 
den Stellen keine Zahl ist, so setzen wir vor jene Stellen eine Null (sifr = Leere) 
an Stelle der ausgehéhiten**) Zahl. Man will damit sagen, daB jener Rang frei 
von Zahlen ist. Es bedarf dessen aber, um die Stellen (den Stellenwert) zu behalten. 
Die Null ist ein kleiner Kreis nach folgendem Muster: 6. 

Dementsprechend gebe ich N.s Null in der folgenden Ubersetzung*) von 
|, 14 wieder, und zwar nur an den Stellen, wo die Handschrift sie hat. 


Vierzehntes Kapitel. 


Uber die Definition der Kubikwurzel (ka‘b), ihre Unterabteilungen 
und thre Ausziehung fiir die ganzen Zahlen. 


Die Kubikwurzel ist eine Zahl (von folgender Beschaffenheit): wenn sie mit 
sich selbst multipliziert wird und das Ergebnis mit seiner (eigenen) Quadrat- 





5*) Ich lese mangud = ausgehdhit, wie ein hohler Zahn oder eine taube NuB. 
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wurzel (multipliziert wird), so heiBt das, was bei diesen beiden Multiplikationen 
herauskommt, die Kubikzahl (muka“ab) und die urspriingliche Zahl heiBt Kubik- 
wurzel jener Kubikzahl. 


Beispiel: Drei und Siebenundzwanzig. Denn wenn die Drei mit sich selbst 
multipliziert wird, so wird es neun, und wenn die Neun mit drei multipliziert 
wird, die die Quadratwurzel der Neun ist, so wird es siebenundzwanzig. Also ist die 
Siebenundzwanzig die Kubikzahl von der Drei, ihrer Kubikwurzel. Wir teilen 
(in) drei Unterabteilungen: Kubikwurzel der Ganzen, Kubikwurzel der Briiche 
und Kubdikwurzel der Ganzen und Briiche (d. h. der gemischten Zahlen). Was 
das Ausziehen der Kubikwurzel der ganzen Teile betrifft, so geschieht es auf indi- 
sche Weise (oder: mit indischen Ziffern) folgendermafen: 


Zundchst bemerken wir, daB in der Ausfiihrungsweise der vorliegenden Schrift 
vier Zeilen festgelegt sind: (Die erste ist) die Zeile der herauskommenden Kubik- 
wurzel und heift ,,die oberste Zeile’; die zweite ist die Zeile des Vermégens (mal), 
dessen Kubikwurzel wir ausziehen wollen; wir nennen sie ,,Zeile des Vermégens**. 
Unter der Zeile des Vermégens ist die Zeile der Nullen, die wir ,,die mittlere 
Zeile’’ nennen. Unter der mittleren Zeile ist eine vierte Zeile, die wir ,,die unterste 
Zeile“ nennen. Dann setzen wir das Vermégen (q), aus dem wir die Kubikwurzel 
ausziehen wollen, hin und zahlen vom Anfang der Stellen ab: ,,rational, zwei ir- 
rational, rational, zwei irrational’, bis wir zum letzten , rational“ gelangen. Dann 
setzen wir unter dieses in die unterste Zeile und iiber es in dieselbe Spalte*) in 
die oberste Zeile eine Zahl (a); diese multiplizieren wir mit sich selbst und 
setzen das, was bei der Multiplikation herauskommt (a*), in die mittlere Zeile; 
das Obere) (a) multiplizieren wir mit dem Mittleren (a®) und ziehen es (d. h. das 
Produkt a?) von dem Vermégen (q) ab. Dann verdoppeln wir die untere Zahl (a), 
verschieben die mittlere (a®) um eine Stelle und die untere (2a) um zwei Stellen, 
suchen eine andere Zahl (b) nach der vorhergehenden Weise und ihren Bedingun- 
gen und fiihren mit ihr das erste Verfahren aus. So verfahren wir. fortgesetzt, 
bis**) wir mit allem zu Ende sind. Bei Beendigung.des Verfahrens addieren wir 
zur Zeile der Nullen eins, damit wir das, was gegebenenfalls in der Zeile des Ver- 
mégens iibrigbleibt, durch es dividieren®). 


Beispiel: Wir wollen die Kubikwurzel aus einem Vermdgen ausziehen, des- 


sen Zahl (q=) 
3652296 


0000000 


*°) Wortlich: ihm gegeniiber (bi?iza’ihi). 

“!) Wortlich: das Oberste oder die oberste (Zahi) (al-a‘la). 

) Die Handschrift hat illa statt ila! Im Vorwort findet sich der umgekehrte Fehler. 

43) Auf diese Verscharfung des ganzzahligen Ergebnisses durch Hinzufiigung 
eines Bruches komme ich spater (S. 264) zuriick. 
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ist. Wir zahlen vom Anfang der Stellen ab: ,,rational, zuvi irrational. Dann 
fallt das letzte ,,ratio nal“ unter die Drei. Wir setzen also in dieselbe Spalte unter 
die Zeile der Nullen und in dieselbe Spalte iiber die Zeile des Vermégens (a=) 
eins, multiplizieren sie mit sich selbst, addieren das, was bei der Multiplikation 
herauskommt (a* = 1), zu der mittleren Zeile (0), multiplizierer. das Obere (a= 1) 
mit dem Mittleren (a® = 1) und ziehen es (d.h. das Produkt a* = 1) von dem 
Vermégen (q = 3[652296]) ab. So gelangen wir zu folgendem Bild: 

1 

2652296 

] 000000 


1 


Lann verdoppeln wir das Untere (a= 1) an seinem Ort, muitiplizieren das 
Obere (a = 1) mit dem Unteren (2a = 2), addieren es (d. h. das Produkt 2a? = 2) 
zum Mittleren (a* = 1), addieren das Obere (a= 1) zum Unteren (2a = 2) 
und verschieben das Mittlere (3a = 3) um eine Stelle und das Untere“) (3a= 3) 
um zwei Stellen. So erhalten wir das folgende Bild: 


P| 
2652296 
300000 


3 


Dann suchen wir eine Zahl (6), die wir mit der unteren Drei (= 3a) und mit 
sich selbst multiplizieren, worauf wir das Ergebnis (3ab + b*) zu dem Mittleren 
(3a*) addieren, das Obere (b) mit dem Mittleren (3a* + 3ab + b*) multipii- 
zieren und es (d. h. das Ergebnis (3a* + 3ab + b*)b) vom Vermdgen (q —a*) 
abziehen — und finden diese (Zahl b) gleich fiinf. Wir setzen sie also rechts 
neben™) die Drei und in dieselbe Spalte in die obere Zeile iiber die Zwei vom 
Vermégen, multiplizieren sie mit der unteren Drei (3a = 30) und mit sich selbst. 
addieren das Ergebnis (3ab.+- b® = 175) zu dem Mittleren (3a* = 300), mul- 
tiplizieren das Obere (b = 5) mit dem Mittleren (3a* + 3ab + 6? = 475) und 
siehen es (d.h. das Ergebnis (3a* + 3ab + b*)b = 2375) vom Vermégen 
(q — @ = 2652[296]) ab, gemaéB folgendem Bilde , 

1 6 

277296 

475 

35 


Dann verdoppeln wir die Fiinf (von 3a + b = 35) an ihrem Ort, multiplizieren 
die obere Fiinf (= b) mit den untersten Stellen (3a + 2b = 40), addieren das 


) Handschrift: -Mittlere. 
§) Handschrift: unter. 
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Ergebnis ((3a + 2b)b = 200) zum Mittleren (3a* + 3ab + b* = 475), ad- 
dieren die Fiinf (= b), die in der obersten (Zeile) ist, zum Unteren (3a + 2b= 40) 
und verschieben das Mittlere ((3a* +- 3ab + b*) + (3a + 2b)b = 675) um 
eine Stelle und das Untere (3a + 3b = 45) um zwei Stellen. Dann ist das Er- 
gebnis wie im folgenden Bilde: 


1 6 
277296 
67500 
450 


Dann suchen wir eine andere Zahl (c) nach der erwadhnten Vorschrift und finden 
sie gleich vier. Wir setzen sie vom Rechner aus rechts neben die untere Fiinf 
und dariiber in die oberste Zeile, multiplizieren diese (c=) Vier mit den untersten 
Stellen (3a + 3b = 450) und mit sich selbst, addieren das Ergebnis ((3a +- 3b) c 
+c*= 1816) zum Mittleren ((2a*+ 3ab + b*) + (3a + 2b) b= 67500), multi- 
plizieren das Obere (c= 4) mit dem Mittleren ((3a* +-3ab + b*) + (3a+ 2b)b+ 
+(3a+b)c+c*= 69316) und ziehen es (das Produkt [(3a*+ 3ab + b*)b + 
+ (8a+ 2b)b+(3a+6)c+c*]c= 277264) vom Vermégen (q—(a+b}?= 
== 277296) ab. Dann bleibt das folgende Bild iibrig: 


165 4 
32 
69316 
454 


Hierauf verdoppeln wir die untere Vier (= cc) an ihrem Ort, multiplizieren 
das Obere (c= 4) mit den unteren Stellen (3a + 3b + 2c = 458) und 
addieren wie in folgendem Bilde (69316 +- 4-458 + 1 = 71149): 


16 4 
32 
71149 
458 


Dann ist das Ergebnis in der obersten Zeile die Kubikwurzel des Vermégens 
(q = 3652296), und zwar ist es (a + b + c=) hundertvierundfiinfzig, und der 
Rest des Vermégens (q— (a + b + c)® = 32) ist Teile der mittleren Stellen 
(71149)*). 

Die Bemerkung iiber die vierzeilige Anordnung l48t schlieBen, daB das Ver- 
fahren wenigstens schon in einer anderen Anordnung vorhanden war. Um zu 
veranschaulichen, da8 in diesem Text das Ruffini-Hornersche Verfahren vor- 


liegt, fhre ich auf S. 253 die Aufgabe V 3652296 auf K.s Art unter Beifiigung 
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der Buchstabenausdriicke durch. An Stelle jeder ,,Welle“ K.s hat N. auf der 
Staubtafel eine einzige ,,Zeile“ (sagr.). N.s Bezeichnungen dieser Zeilen habe 
ich in Klammern beigefiigt. Da, wo N. auf der Staubtafel eine Zahl k, , an 
die Stelle einer Zahl k,_, ,, die er ausléscht, setzt, schreibt K. k, , iiber oder 
unter k 

Schon Suter?) fiel die eigenartige Erzeugung eines Ausdrucks von der Art 


(7) (a + 5)* auf, namlich 


poi, 


675 = (300 + 175) + 200 = 475 + 200 = [3a +.(3a + 6)b] + 
+ (3a + 2b)b = 3(a + b)?. 


Diese von Suren als ,,interessant“ bezeichnete Erzeugung entpuppt sich nun 
ebenso wie N.s Bildung von (3a? + (3a + 6)b]b = (a + 5)® — a? als Sonder- 
fall der einheitlichen Erzeugung aller Koeffizienten nach der Ruffini-Horner- 
schen Art. Gerade die eben genannten Formen der Koeffizienten von c! und 
@ hatten wir ja auf S. 231 im voraug als entscheidende Kennzeichen der Kubik- 
wurzelausziehung nach der Methode von Rurrini1 und Horner bezeichnet. DaB 
bei N. diese Methode vorliegt, hat ‘anscheinend weder Suter noch seine Leser 
bemerkt. 


K. steht im Gebrauch der Fachausdriicke und sogar im Wortlaut des Textes 
dem 400 Jahre dlteren N. iiberaus nahe. Leider ist der N.-Text sehr ober- 
flachlich abgefaBt, was wenigstens zum Teil an der iiberaus schlechten Hand- 
schrift liegen wird. Ihr Wortlaut verlangt z. B: in der allgemeinen Beschreibung 
des Verfahrens, die Zahl 6 ,,nach der vorhergehenden Weise und ihren Bedin- 
gungen“ zu suchen. Aber diese Bedingungen (es sind natiirlich die Forderungen 
(V,) von S. 226) finden wir vorher nicht ausgesprochen. Im 12. Kapitel bei der 
Quadratwurzel ist das besser in Ordnung. Da verlangt N. in der allgemeinen 
Beschreibung fiir die Bestimmung von a, ahnlich K., aber mit dem Fehler, 
den wir S. 235 schon erwahnten: 


Dann suchen wir die gréBte Zahl (die so beschaffen ist, daB), wenn sie mit 
sich selbst multipliziert wird, und wir es (d. h. ihr Quadrat) von dem Vermégen 
abziehen, es sich gegen dasselbe aufhebt, oder weniger als die gewiinschte Zahl 
iibrighleibt. 

Auch fiir die Bestimmung von } findet sich in I, 12 ein entsprechender, 
allerdings schon verstiimmelter Satz. Es ist, als hatte man die Abschrift eines 
Schiilers vor sich, dem es zu lastig war, die Forderungen (V,) hinzuschreiben. 
weil er sie auswendig konnte. 


Beilaufig sei bemerkt, daB N., wie schon al-Hwarizmi, den Fachausdruck 
mal = Vermégen, Kapital nicht eindeutig gebraucht. Einmal verwendet er 
ihn, wie auch z. B. al-Hwarizmi und K., fiir das Quadrat einer Zahl, dann 
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aber auch fiir den Radikanden q und seine jeweiligen Reste g — a® usw., wie 
bei einem Kapitalguthaben, von dem man Betrage abhebt. 

Da K. seine Wurzelausziehungen von Vorgangern iibernommen hat, liegt 
die Annahme nahe, daB eine zusammenhangende Kette von N. und seinen Vor- 
gangern iiber K.s Vorganger zu K. fihrt. Es ist médglich, daB die von ‘Omar 
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Haiyami vorgenommene Ausdehnung der Wurzelausziehung von n = 2 und 
n = 3 auf beliebiges n ein wichtiges Glied in dieser Kette war. Die Uber- 
tragung des Ruffini-Hornerschen Verfahrens von n = 3 auf n = 4 usw. voll- 
zieht sich hemmungslecs. 

Wer MutmaBungen dariiber anstellt, wie man auf die Ruffini-Hornersche 
Methode gekommen sein mag, wird sich einerseits vergegenwartigen miissen, 
daB die Methode an den Problemen der Potenzierung und Radizierung mehr- 
stelliger Zahlen auf der Staubtafel praktisch zur Entfaltung gekommen sein 
wird. Andererseits mu8 man sich bewuBt sein, daB die elementaren Rechnungen 
mit Polynomen sehr wohl im Gesichtskreis der islamischen Mathematiker 
lagen, auch die Division eines Polynoms durch ein anderes und speziell durch 
ein Binom, wie sie beim ,,Hornerschen Divisionsverfahren“ (S. 229) zur An- 
wendung kommt. K. beriihrt im ,,Schliissel“ (V, 1, Abschn. 5) die Division 
,einer oder mehrerer Arten durch zwei oder mehr Arten“, d. h. einer Potenz 
oder eines Polynoms durch ein Binom oder ein Polynom. Schon al-Karagi 
bringt in seinem noch~kaum untersuchten Werke ,,Das Wunderbare iiber das 
Rechnen““*) die Ausziehung der Quadratwurzel aus 


22 4 422 4 10219 4 2029 4+ 3528 + 5627 + 842% + 10425 + 
+ 11524 + 11623 + 10627 + 842 + 49. 


Man beachte ferner, daB das Hornersche Divisionsverfahren wie auch das 
inverse Multiplikationsverfahren im Bereich der Zahlen bei der Verwandlung 
von dekadischen Zahlen und Dezimalbriichen in sexagesimale Zahlen und 
Briiche und umgekehrt zur Verwendung kommt (vgl. oben S. 233). K. lehrt’in 
seinem ,,Schliissel* (III, .6) fiir die Verwandlung einer ganzen dekadischen 
Zahl in eine ganze Sexagesimalzahl ein Divisionsverfahren in dekadischer 
Rechnung und ein Multiplikationsverfahren in sexagesimaler Rechnung und 
fiir die umgekehrte Verwandlung jeweilig das inverse Verfahren. Fiir die Ver- 
wandlung eines Dezimalbruchs in einen Sexagesimalbruch hat er nur das 
dekadische Multiplikationsverfahren, fiir die umgekehrte Verwandlung nur 
das sexagesimale Multiplikationsverfahren. Die Multiplikationsverfahren ent- 
sprechen der ersten Zeile des Ruffini-Hornerschen Schemas. Fiir die Ausfiih- 
rung bringt K. zum Teil Schemen, bei denen die Stellen der gesuchten Zahlen 
in einer Spalte erscheinen. Ob er sich aber der Verwandtschaft dieser Um- 
wandlungen mit den Ruffini- Hornerschen Qperationen bewuBt war, die er beim 
Wurzelausziehen vornahm, bezweifle ich: eine AuBerung hieriiber fand ich. 
nicht bei ihm. Da K. sich als Erfinder der Dezimalbriiche betrachtet, muB8 er 
diese Umrechnungen zum Teil als eigene Erfindung beanspruchen. Aber daB 


**) Levi Detta Viva, G.: Appunti e quesiti di storia letteraria araba. Rivista degli 
Studi Orientali 14, 249-283 (1934), siehe S. 262. — Inzwischen (1946) habe ich eine 
Ubersetzung mit Erlauterungen von al-Karagis ,,Das Wunderbare“ abgefaBt. 
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zum mindesten die Umwandlung der Stellen eincs Dezimalbruchs in einen 
Sexagesimalbruch alt ist, ersehen wir z. B. aus dem Rechenbuch des N., aus 
dem Liber algorismi’) (S. 87) und aus der von -M. Curtze bekannt gemachterr 
Algorismusschrift des 12. Jahrhunderts*’). Ohne da8 von Dezimalbriichen die 
Rede ist, werden nimlich hier die beim Wurzelausziehen erhaltenen Dezimal- 
stellen in Sexagesimalteile verwandelt (s. weiter: unten S. 261-62). 


6. Sexagesimale Wurzelausziehung. 


Das dritte Buch des ,,Schliissels“* behandelt ,,das Rechnungsverfahren der 
Astronomen“, d.i. das Rechnen mit ganzen, gebrochenen und gemischten 
Sexagesimalzahlen. K. hat von seinen Vorgangern ein ganz konsoquentes 
System der Sexagesimalzahlen iibernommen: er schreibt auch die Ganzen im 
Positionssystem nach steigenden Potenzen von 60, was sich meines Wissens 
bei den Griechen nicht findct. Der Stellenwert wird in den Rechnungen durch 
Spalteniiberschriften und sonst durch Angabe des Stcllenwertes der letzten 
Stelle gekennzeichnet. 23 45 18 39 17 Sekunden bedeutet also die Zahl 
23 - 60? + 45-60 + 18 + 39-60! + 17 - 60-°. 


Vermége der Verwendung der ,,Sechzigertabelle‘**), einer fertigen Zahlen- 
tafel fiir die Produkte je zweier einstelligerSexagesimalzahlen wis 37-28 = 17 16, 
kann K. alle sexagesimalen Rechnungen konsequenter als z. 3. Theon von 
Alexandrien ausfiihren, der nicht nur bei den Ganzen, sondern voriibor- 
gehend auch bei den Minuten, Sekunden usw. Zahlen auftreten liBt, dic grdBer 
als 59 sind. Wie die Multiplikation und die Division, so kann K. deshalb auch 
die Wurzelausziehung als reine Sexagesimalrechnung durchfiihren. Er erlau- 


tert dies an den Beispielen V 10 9 49 20Grad, V/ 18 62 59 43 51 24 Quarten, 


V 34 59 17 14 54 23 3 47 36 40 Minuten. Da alles ganz der dekadischen 
Rechnung entspricht, brauche ich hierauf nicht niher einzugehen. Die Bestim- 
mung von | nach (V,) von S. 226 wird natiirlich nicht durch blindes Durch- 
probieren aller 60 Zahlen A= 0, J, . .., 59 vollzogen werden. K. auBert sich 
hierzu nicht. Man kénnte an sukzessive Bestimmung der Zehner und Kiner 


*7) Abh. Gesch. Math. 8, 27 (1898). 

48) Bei der Frage, ob die Sexagesimalrechnung ein der Rechnung mit dekadischen 
Zahlen ebenbiirtiges zweckmaBiges Hilfsmittel des praktischen Rechners ist, mu8 
man beachten, daB beide Systeme erst vergleichbar werden, wenn man dem Sexagesi- 
malrechner das kleine Einmaleins der Sexagesimalrechnung, d.i. die ,,Sechziger- 
tabelle“, in die Hand gibt. Diese Tabelle scheinen die Griechen nicht benutzt zu 
haben. Theon von Alexandrien jedenfalls rechnet nicht mit ihr. Auch die zu Buch 4 
(S. 217 der Baseler Ausgabe von 1538) ausgefiihrte Division von 96840 durch 
7412.10 44 51 40 ist keine reine Sexagesimalrechnung. Diesen Sachverhalt iiber- 
sehe man nicht, wenn man Stellung zu der wohlwollenden Reurteilung nehmen 
will, die Fr. Huttscw der unreinen Sexagesimalrechnung der Griechen zuteil werden 
148t. (Huttscu, Fr.: Arithmetica, Pauly-Wissowa, Realenzyklopiidie II, 8. 1058 ff.) 
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der Sexagesimalstellen denken ; aber so macht es K. in seinen Beispielen nicht. 
Von Naherungsmethoden fiir die Bestimmung von / soll spater die Rede sein. 


Seine ganze Meisterschaft und Sicherheit in der Technik der sexagesimalen 
Quadratwurzelausziehung entfaltet K. in dem Lehrbrief iiber den Kreisumfang, 
wo er Quadratwurzeln auf bis zu 18 Sexagesimalstellen richtig auszieht und 
auch von der abgekiirzten Rechnung (Weglassung der Stellen unter einer ge- 
wissen Stelle) Gebrauch macht. 


An-Nasawi, al-Karagi und al-Biriini (973-1048) verfahren anders als K. 
Sie wie auch Johannes von Sevilla (= al-Hwarizmi?) verwandeln den Radi- 
kanden einer Quadratwurzel, wenn er ein Sexagesimalbruch ist, in Einheiten 
einer hinreichend niedrigen Sexagesimalstelle gerader Ordnung, z. B. Sexten, 
ziehen aus der erhaltenen dekadischen Zahl die Quadratwurzel dekadisch aus 
und verwandeln schlieBlich die so gefundenen Terzen wieder in Ganze, Minu- 
ten, Sekunden und Terzen. 


K.s Rechnungsweise mit Sexagesimalzahlen ist im Zusammenhang mit sei- 
ner Einfiihrung und Handhabung der Dezimalbriiche ausfiihrlicher zu wiirdi- 
gen. Hier sei nur noch bemerkt, daB er fiir sexagesimale Rechnungen die Neun- 
undfiinfzigerprobe lehrt, die der Neunerprobe im Zehnersystem entspricht. 

Wann die reine Sexagesimalrechnung, d.h. die Rechnung mit nach 
positiven und negativen ganzen Potenzen von 60 entwickelten Zahlen unter 
Verwendung der Sechzigertafel zuerst in der islamischen Mathematik auftaucht 
und welche unmittelbare Herkunft diese Rechnungsweise hat, in deren Hinter- 
grund die babylonische Sexagesimalrechnung steht, bedarf noch der Unter- 
suchung. DaB die Sechzigertafel schon um das Jahr 1000 Verwendung fand, 
ersehe ich aus der Uberschrift des zweiten Buches der oben (S. 247) erwahnten 
Schrift: von KiSyar b. Labban ,,Uber die Elemente des indischen Rechnens“. 
Dieses Buch handelt Von der Bestimmung der Elemente auf die zusammen- 
gesetzte Weise, ndmlich durcn die Tabelle, die als ,,Sechzigertafel’* bezeichnet wird 
(Krause*’) S. 473). Es wire, wie oben (S. 247) schon bemerkt, zu begriiBen, 
wenn neben anderen Schriften dieses Werk zuginglich gemacht wiirde, ebenso 
wie aus Oxford und Bankipur (Katalog XXII, S. 70) die Schrift von KiSyars 
ilterem Zeitgenossen Abi Nasr Mansir b. ‘Alib. ‘Iraq: ,,Der die Bezeichnung 
,Minutentafel‘ fiihrende Lehrbrief“ und aus Istanbul (Laleli 2708, 1) das ,,Buch 
der Vollendung iiber das Rechnen“ von ‘Abdalqahir ibn Tahir al-Bagdadi 
(starb 1037 oder 1038)#%) 4%). 


4*) Im Abendland findet sich bei Petrus de Dacia (Ende d. 13. Jahrh.) eine sexa- 
gesimale Produktentafel von 1-1 bis 49-49 (Enestrém, G.: Bibl. Math. 1890, 
8. 32). ,,Gewi8 war das wichtig; denn bald nach 1300 ertstehen in Paris die soge- 
nannten Alfonsischen Tafeln, die im Gegensatz zu den vorhergehenden Tafeln die 
Sechzigerteilung vollstandig durchfihren, so da8 man nicht nur die Bruchteile der 
Stunden und Grade durch Sechzigerbriiche darstellte, sondern auch je 60 Tage und 
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7. Inder und Abendland. 


Weil ‘Omar Haiyami fiir die Falle n = 2 und n = 3 die Inder als Vorganger 
nennt und auch der Titel von Nasawis Schrift vom ,,Rechnen der Inder“ 
spricht, so ware man geneigt, bei ihnen den Ursprung der Radizierungsmethode 
nach dem Ruffini-Hornerschen Verfahren zu suchen, einer Methode, die sich 
von n = 2 und n = 3 auf beliebige gréBere Werte von n ausdehnen lieB. An- 
scheinend hat sich aber bisher jenseits der Quadratwurzelziehung, die uns 
keine hinreichend deutlichen Unterscheidungsmerkmale bietet, bei den Indern 
bisher keine Spur der Ruffini-Hornerschen Methode gefunden®®). 


Die Ausziehung der Quadratwurzel ist bei den Indern wie bei den islamischen 
Gelehrten auf eine Formel gegriindet, die z. B. fiir eine vierstellige Wurzel 
a+b-+ce+d mit a als héchster Stelle folgenderma8en lautet: 


(145) (a+b+c+d)*=a?+ 2464 b?+2(a4+b)c+c?+2(a+b+c)d+d?. 


Die Quadratbildung wird nach 


(16a) (a+b+c+d)?=a?+2a(b+e4+d) +b? + 26(¢+d) +2? +2ed +d? 


oder nach 


(46b) (a+b+cec4d)?=d?+4+ 2d(at+b+c) +c? + 2ce(a+b) +b? + 2ha |-a? 


Grade zu neuen Einheiten zusammenrfaBte.“‘ (Zinner, E.: Petrus de Dacia, Archeion 
18, 318-29 (1936), siehe S. 321.) Johann von Gmunden iibernahm die 60gradigen 
Zeichen ausdriicklich aus den Alfonsischen Tafeln (Cantor II*, 1913, S.177). Die 


sexagesimale Multiplikationstafel begegnet uns im Abendlande oft, so noch in der 
Algebra von J. WALLIs. 


4%) Anmerkung bei der Drucklegung. Uber die Sexagesimalrechnungen bei 
al- Kasi, KGSy4rund anderen islamischen Mathematikernfindet man Naheres in meiner 
Abhandlung: ,,Die Rechenkunst bei Gaméid b. Mas‘id al-K43i, mit Riickblicken auf 
die altere Geschichte des Rechnens.‘“* Die Arbeit wurde 1943 von der Deutschen 
Morgenlandischen Gesellschaft zum Abdruck in den ,,Abhandlungen fiir die Kunde 
des Morgenlandes“* angenommen. Einen Vorbericht enthalt der Artikel: ,,Beitrage 
zur Erforschung der islamischen Mathematik.“* Er wird in Orientalia 17 (Rom 1948) 
oder im darauffolgenden Jahrgang erscheinen. 


5°) Wie iiberhaupt, so war mir besonders auf diesem Gebiet die auslandische Lite- 
ratur schwer zuganglich. AuBer den oben 1°)!*) erwahnten konnte ich folgende Schrif- 
ten einsehen: Gancutt, S.: Notes on Aryabhata. J. Bihar and Orissa Research Soc. 
12, 78-91 (1906). - RancAcArya, M.: The Ganita-Sara-Sangraha of Mahaviracarya, 
Madras 1912. — Sincu, A. N.: On the Indian method of root extraction. Bull. Cal- 
cutta Math. Soc. 18, 123-40 (1927). - Datta, B.: The Bakhshali mathematics. 
Bull. Calcutta Math. Soc. 21, 1-60 (1929). — Sincu, A. N.: Areview of Hindu mathe- 
matics up to the 12th century. Archeion (Rom) 18, 43-62 (1936). — Datta, B. and 
Sincu, A. N.: History of Hindu Mathematics, 1. Numeral Notation and Arithmetic, 
II. Algebra, Lahore 1935 u. 1938. 
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ausgefiihrt, und liest man die letzte Vorschrift riickwarts, so hat man (15) 
und kommt zugleich auf die oben in (14) (S. 238) fiir Ibn al-Banna’ und 
al-Qalasadi angefiihrte islamische Quadrierungsmethode fiir mehrstellige 
Zahlen. 

Bezeichnet man wieder das bei einem beliebigen Stadium der Wurzelaus- 
ziehung erreichte Ergebnis mit K = a + b + --- + k und die der zu bestim- 
menden n&chsten Stelle 4 entsprechende Korrektur A - 10' mit 1, so kann man 
also der indisch-islamischen Quadrierung und Quadratwurzelausziehung die 
wiederholte Anwendung der Formel 


(17) (K+ )?= K?+2Kl+2= K?+(2K+)l 


zugrunde legen, die der Form (12) von S. 230 entspricht und auf die Dar- 
stellung (14) von S. 238 fiihrt. Da aber, wie wir S. 230 sahen, dieses Ergebnis 
ebenso leicht durch das Ruffini-Hornersche Verfahren wie durch den bino- 
mischen Satz zu deuten ist, so gibt erst die Kubierung und die Kubik- 
wurzelausziehung eine sichere Entscheidung. Bei diesen Operationen aber 
arbeiten die Inder, unter ihnen schon Aryabhata I (499), klar nach der 
fertigen binomischen Forme] 


(18) (K +)8= K24+3K%43KP+B. 


Fiir héhere Exponenten als 3 scheint bei ihnen weder der binomische Lehr- 
satz noch die Radizierung von Zahlen bisher nachgewiesen zu sein, und dazu 
paBt, wie schon oben (S. 218) gesagt wurde, die Angabe ‘Omar Haiyamis. Die 
z. B. in der mathematischen Prosodie sich austobende kombinatorische Be- 
gabung dieses Volkes lat freilich gerade auf dem Gebiet des binomischen 
Satzes mehr erwarten. Kenner der indischen Mathematik mégen entscheiden, 
ob sich nicht doch der binomische Satz fiir n > 3 oder das Ruffini-Hornersche 
Verfahren in der indischen Literatur noch finden mag, oder ob dieses Verfah- 
ren vielleicht, auf der Staubtafel ausgeiibt und durch miindlichen Unterricht 
verbreitet, ein dlteres Verfahren darstellt als die in einstimmigem Chor von 
den groBen indischen Mathematikern in ihren geschriebenen Werhen mitgeteil- 
ten Verfahren nach dem binomischen Lehrsatz fir n = 2 und n = 3. 


Wahrend so nach dem dargelegten derzeitigen Stand unserer Kenntnisse 
die von uns bei an-Nasawi und bei K. beobachtete Radizierungsmethode nach 
dem Ruffini-Hornerschen Verfahren bei islamischen Persern als charakteristi- 
sches Verfahren aufzutreten scheint, finden wir im Abendlande, soweit ich sehe, — 
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ebenso wie bei den Indern nur die andere, uns gelaufige Methode nach dem 
fertigen binomischen Satz, und zwar von Anfang an, namlich fiir n = 2 und 
n = 3 schon bei Leonardo von Pisa. Dieser arbeitet in seinem Liber abaci 
(1202 und 1228) beim Kubikwurzelziehen bewu8t nach der Formel (18), die er 
(S. 378 der Ausgabe von Boncompagni) in vorwiegend geometrischer Fassung 
vorausschickt als ,,das, woraus die Art, diese Wurzeln zu finden, hervorgeht“. 
Er fahrt fort: ,,Und als ich iiber diese Vorschrift langer nachdachte, erfand ich 
diese Art, die Wurzeln zu finden, demgem48 ich weiter unten Erklarungen 
geben werde“. (Et cum super hanc diffinitionem diucius cogitarem, inueni hunc 
modum reperiendi radices, secundum quod inferius explicabo.) Cantor (II $.31) 
schlieBt aus diesen Worten, Leonardo habe keine Kubikwurzelausziehung in 
der arabischen Literatur oder bei seinen Lehrern kennen gelernt und maBe 
sich an, die Art, Kubikwurzeln zu ziehen, selbst erfunden zu haben. Pisano 
behauptet aber doch nur, daB er hunc modum, d. i. seine dann beschriebene, 
mit der fertigen binomischen Formel (18) arbeitende Art erfunden habe5®*). 
Nach dieser seiner Ausdrucksweise erscheint es mir wahrscheinlich, daB ihm 
eine andere Art, dritte Wurzeln auszuziehen, bekannt war. Und da wird man 
doch zunadchst an die schon bei an-Nasawi vorhandene Hornersche Methode 
denken, die der Pisaner nicht befolgt. Er sucht vielmehr (S. 381), nachdem er 
die héchste Stelle a der Wurzel gefunden hat, die nachste 6 nach der unseren 
Bedingungen (V,) von S. 225 entsprechenden Vorschrift, da8, wenn man 
(3a*)b + a(35*) + 5® von den entsprechenden Stellen des Restes des Radi- 
kanden abzieht, nicht mehr als 3(a + 5)(a + 6 + 10°) 10° iibrig bleibt. Er 
bildet also jenen Ausdruck nicht schrittweise nach dem Ruffini-Hornerschen 
Schema in der Form [(b + 3a) 6 + 3a?]}, sondern nach der fertigen Form des 
binomischen Satzes fiir n = 3. Gleicherweise bestimmt er (S. 383) nach Auf- 
findung von a und b die dritte Stelle c so, daB bei Subtraktion von 3(a + /)?e +- 
(a + b)(3c*) + der Rest kleiner als oder gleich 3(a + b + c)(a+6b+0¢+ 
+ 10°) 10° ausfallt. Und hierbei bildet er eben 3(a + 5)? ohne weiteres als das 
Dreifache des Quadrats von (a + 5), nicht wie an-Nasawi als (3a* + (3¢ + 
+ b)bj + (8a + 26)b. Kurz, er befolgt, wie er es auch ankiindigte, die 
fertige Formel (18). 

Levi ben Gerson®™) (1288-1344), ferner der Verfasser des Carmen de 
algorismo®*) (43. Jahrhundert) und der einem Magister Gernardus zu- 
geschriebene Algorismus de integris®*) (13. Jahrhundert), ebenso Sacro- 

50a) Anmerkung bei der Drucklegung. Nachtraglich sehe ich die Bemerkung von 
Enestrém, G.: Bibl. Math. (3) 2, 354-52 (1904). 

51) Levi ben Gerson, Sefer Maassei Choscheb, die Praxis des Rechners. Text und 
Ubers. von Gerson Lance, Frankfurt a. M. 1909. - Carvesacn, J.: Lewi ben Gerson 
als Mathematiker, .Berlin.1910. . 

83) Haturwett, J.O.: Rara mathematica, S. 81-82. London, Cambridge 1839. 


53) Enestrom, G.: Der ,,Algorismus de integris‘‘ des Meisters Gernardus. Bibl. 
Math. (3) 18, 289-338. 


17* 
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bosco**) (13. Jahrhundert) und sein Kommentator Petrus de Dacia®™) (Ende 
des 13. Jahrhunderts) verfahren nach 


(18a) (K+3= K°+([(1+ K)(3K)Jl+ 2 oder 
(K + 08 = K* + [l(3K)}(0 + K) +B, 


einer Vorschrift, die der fertigen binomischen Formel (18) sehr nahe steht. Hin- 
sichtlich des Algorismus de integris pladierte M. Cantor (II® S. 85) fiir eine 
Abhangigkeit von an-Nasawi. Cantor benutzte fiir diesen Algorismus, den er 
als ein Werk des Jordanus Nemorarius anspricht, den unter dem Titel 
,Algorithmus demonstratus 1534 in Niirnberg von Johannes Schéner 
herausgegebenen Druck. In diesem erscheinen die Ausfiihrungen zu dem von 
der Ausziehung der Kubikwurzel handelnden Satz 42 stark verstiimmelt. 
Trotzdem zeigt diese Fassung, besser aber noch EnestrOms Ausgabe, daB die 
Forme] (18a) dem Verfahren zugrunde liegt. Die aus dieser Formel fiir eine 
mehrstellige Zah! als Basis der Potenz hervorgehende Vorschrift spricht der 
Algorismus de integris in Satz 39 aus und erlautert sie an dem Beispiel von 
3 Gliedern a, b, c. Die hierfiir giiltige Formel 


(a+b+cRB=@+84 82+ (a + b)[b(3a)] + (2 +b + cl[c(3{a + b))] 


entspricht ebenso wie die Formel (15) (S. 257) fiir die indische und islamische 
Quadratwurzelausziehung unserer Gleichung (7) von S. 225. Der Verfasser be- 
weist sie, indem er (a + 5b + c)® aus (a + b + c)?(a + 5 + c) bildet, wobei er 
den ersten Faktor nach seinem Satz 32 entsprechend unserer eben genannten 
Forme] (15) entwickelt. Bemerkenswert erscheint der Gebrauch von Buch- 
staben fiir die Glieder der dekadischen Entwicklung. Der Algorismus bezeich- 
net die Einer mit a, die Zehner mit 6 usw. Auch das 1503 gedruckte Opus Al- 


gorithmi iucundissimum des Georg von Peurbach (1423-61) folgt der For- 
mel (18a). 


In den gedruckten Werken von Rudolff (1525), Apian (1527), Stifel 
(1544), Scheubel (1545), Tartaglia (1556) und anderen begegnet uns dann 
wie auch in der héchstwahrscheinlich vor 1524) niedergeschriebenen deut- 
schen Bearbeitung der sogenannten Algebra des Initius Algebras®) die 


3%) P.P. pe Dacia in algor. vulg. J. de Sacrobosco comm. Una cum algorismo 
ipso ed. M. Curtzr, Kopenhagen 1897. 

55) Exestrom, G.: Ein verschollener Cossist usw. Bibl. Math. (3) 8, 355-60 (1902). 

5) Curtze, M.: Urkunden zur Geschichte der Mathematik, zweiter Teil, IV. Die 
Algebra des Initius Algebras ad Ylem geometram magistrum suum. Abh. Gesch. 
math. Wiss. usw. 18, 435-609 (1902). — Sollte sich hinter dem geheimnisvollen ,,Ini- 
tius Algebras“ nicht ein durch MiBverstandnis als Personenname aufgefaBter, ur- 
sprunglich arabischer Titel oder eine Abschnittsiiberschrift eines Werkes verbergen ? 
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Ausziehung zweiter und dritter und von Apian ab auch héherer Wurzeln, und 
stets ist das Verfahren fiir die dritte Wurzel auf (18) oder (18a) und allgemein 
fiir héhere Wurzeln auf den fertigen binomischen Lehrsatz gegriindet, dessen 
Koeffizienten sich schon bei Apian in der Dreiecksanordnung entwickelt finden. 
Auch der lateinische Text des ,,Initius Algebras“ gibt den binomischen Satz 
bis n = 9 an, und der deutsche Bearbeiter stellt dazu das Dreieck der Binomial- 
koeffizienten in Form der Folge der Potenzen von 10001 auf. 


Wie die abendlandischen Algebraiker zum binomischen Satz fiir beliebiges 
ganzes positives n kamen, scheint noch im Dunkel zu liegen. 


8. Niherungswerte irrationaler Wurzeln. Niherungsbestimmung 
der nichsten Stelle der Wurzel. 


K. lehrt zwei Arten, das ganzzahlige Ergebnis 7 der Wurzel aus einem ,,ir- 
rationalen“ Radikanden durch Hinzufiigung eines Bruches zu verfeinern. Die 
eine behandelt er in der Bruchrechnung. Sie beruht auf der fiir n = 2 schon in 
der Algebra von al-Hwarizmi enthaltenen und z. B. auch von al-Karagi, al- 
Hassar und Ibn al-Banna’ gelehrten Umformung 


n 1 n — 
(19) V9 =— V3 2", 


wo z eine beliebige geeignete positive Zahl ist und q keine ganze Zahl mehr zu 
sein braucht. Mit z = 60", wo & eine natiirliche Zahl ist, finden wir dieses Ver- 
fahren fiir die Kubikwurzel schon im 9. Jahrhundert bet den Séhnen des 
Misa b. Sakir®”) ausgesprochen, die den gebrochenen Teil von q als Sexa- 
gesimalbruch voraussetzen. Hier haben wir eine der Methoden des Mittelalters, 
die Genauigkeit einer Naherungsrechnung beliebig weit zu treiben, und schon 
die Séhne des Misa betonen diese Méglichkeit. Das Verfahren besteht in dem 
fir die Praxis der dekadischen Zahlen wichtigsten Falle z = 10", wo k eine 
natiirliche Zahl ist, darin, dem Radikanden einer n-ten Wurzel k-n Nullen 
anzuhangen, um dann das Ergebnis durch 10* zu dividieren. Fiir n = 2 und 


Kine solche Uberschrift hatte etwa lauten kénnen: mudAil (ild sind‘at) al- 
abr. Schlecht iibersetzt heiBt das, besonders wenn mudAil als mada! gelesen 
wurde: initium (artis) algebrae, richtig aber: introducrio in algebram (in artem 
algebrae). 

57) Liber trium fratrum ed. Curtze, M., Acta Nova: Leopold. 49,,, Halle 1887. — 
Wie sie die Kubikwurzel aus der ganzen Zahl gq . 603" finden, fihren die Bani Misa 
nicht aus. In der lateinischen Ubersetzung des Gerhard von Cremona heiBt es 
(S. 157): inguiramus numerum cubi equalem numero partium, quas habemus, ... 


Curtze nimmt an, daB sie eine fertige Tabelle der Kuben mehrstelliger Zahlen 
benutzten. 
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n = 3 ist dieses Verfahren, das K. fiir beliebiges n lehrt, schon bei an-Nasawi, 
fiir n= 2 auch aus dem Liber Algorismi’?) bekannt. Wahrend aber diese 
Schriften die durch den Kunstgriff hinzugewonnenen Dezimalstellen der Wur- 
zel in einen Sexagesimalbruch verwandeln, la8t K. sie als Dezimalbruch be- 
stehen. Denn K. ist einer der Erfinder der Dezimalbriiche, die er auch sonst 
anwendet, so im 4. Kapitel des 5. Buches des ,,Schliissels“. Dort sind in geo- 
metrischen Aufgaben gewisse Strecken, z. B. Dreiecksseiten, als unbenannte 
ganze Zahlen yegeben, und es werden die gesuchten Strecken, die durch bei 
der Berechnung auftretende Quadratwurzeln irrational sind, naherungsweise 
als Zahlen ausgerechnet, die sich aus einer ganzen Zahl und einem Dezimal- 
bruch zusammensetzen. 


Die andere Art ist fiir n = 2 die Annaherung 


(20a) Vo= V M+r=T+s. 


wo T=a+bh+---+ +t das ganzzahlige Ergebnis der Wurzelziehung und r 
der Rest des Radikanden ist. 


Den Nenner 27 + 1 des Korrektionsgliedes bildet K., indem er zu dem zu- 
letzt dastehenden ,,Unteren“ 2(a +---+ s)+# das ,,Obere“ ¢ und dann 
noch 1 hinzufiigt. Er bemerkt richtig, daB nach der ersten dieser beiden Ad- 
ditionen das Doppelte 27 der in der Zeile des Ergebnisses stehenden Zahl 
T =a-+---+t herauskommt, und nach der Addition von 1 die Differenz 
(T + 1)?— T?. Das Gesamtergebnis gibt er im Zahlenbeispiel in der auch sonst 
bei ihm zu beobachtenden indischen Schreibweise der gemischten Zahlen. Er 


576 . 
schreibt also z. B. 5 fir 576 753 ° 
4153 


Fiir Wurzeln beliebigen Grades besitzt K. die Verallgemeinerung dieser An- 
niherung. Ist wieder T= a+ ----+t der gefundene ganzzahlige Teil der 
n-ten Wurzel und r der Rest ‘des Radikanden, so betragt, wie er sich ausdriickt, 
nach MaBgabe der ,,Korrektionsannaherung“ (tagrib istilahi) der ,,Korrek- 


tionsbruch“ (kasr istilahi) ee oe K. rechnet also nach der Formel 


(20b) = y PM +reT +a. 


Fihren wir die Bezeichnungsweise y = 2” ein, und gehéren zu z, = T und 
Z,= T +1 die Werte y, und y,, so erkennen wir fiir y= y, +r in dieser 
Forme] die lineare Interpolation 
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2 1 
t= m+" ym) =? +4yap— ar" 

Die lineare Interpolation war K. ebenso wie seinen Vorgangern unter den 
Astronomen in der Anwendung auf trigonometrische und astronomische Ta- 
bellen gelaufig. Dieselbe lineare Interpolation liegt aber auch bei dem alt- 
bekannten sogenannten doppelten falschen Ansatz vor, dem auch K. im 
, Schliissel* (Buch 5, Kap. 2) eine kurze Behandlung widmet. Allerdings wurde 
der doppelte falsche Ansatz wohl gewdhnlich oder stets nur fiir lineare Auf- 
gaben verwandt, so auch von K. 


Wie aber berechnet K. den Nenner (7 + 1)"— 7"? Ich iibersetze seine 
Angabe unter Einfiigung der Werte seines uns bekannten Zahlenbeispiels fiir 
n= 5, wobei ich die oben mit t bezeichnete Einerstelle der Wurzel als dritte 
Stelle von links c nenne. 


, Wir verfahren mit der iiber die erste rationale Stelle (7) geschriebenen ein- 
stelligen Zahl] (c = 6) so, wie wir sonst verfuhren bis zum Augenblick des Ver- 
schiebens.“ Das bedeutet: Wir bilden das Hornersche System (c, ,) und fin- 
den als Zahlen seiner Hypotenuse c,, = 2680, cy, = 2872960, cg, = 1539 906560, 
€y4 = 412694 958080. ,,Nunmehr addieren wir das, was in allen Wellen unter 
der Welle der Zahl itiber dem Trennungsstrich steht, und addieren 1 zu der 
Summe.“‘ Er bildet also, da yg = 1 ist, die Summe der Hypotenusenzahlen 


,,Das ist die gesuchte Differenz der beiden Quadrate“ (C + 1)® — C®. 
Hier liiftet also K. im Gange seines fiir beliebiges n bisher ganz rezeptartig 
mitgeteilten Verfahrens einen Augenblick den Schleier und verrat uns ohne 
Beweis, daB 


be ot tanga tees $4 nang = (T+ 1% —T™ = (a+... +t4+ 1" 
—(a+...+t)” 
ist. Dies aber entspricht unserer Formel (6a) von S. 225, wenn man f(z) = 2”, 
k =t, l= 4 setzt und (9c) von S. 228 beachtet. 
Fir das Zahlenbeispiel ist also das Gesamtergebnis die gemischte Zahl 


536 
21 . . — . . 
536 —__--_____ die K. in der indischen Weise 21 schreibt. 
414237 740281 4442377 rl 


Diesen allgemeinen Fall der ,,Korrektionsannaéherung“ behandelt K. so, 
wie er Gegenstande zu behandeln pflegt, die er von Vorgangern tibernommen 
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hat. Fiir das Abendland wurde der allgemeine Fall, scweit ich sehe, bisher 
frihestens bei dem deutschen Bearbeiter der ,,Algebra‘“’ des ,,Initius 
Algebras“ (S. 603 der Ausgabe von M. Curntze™)) und bei J. Scueuse®*) 


beobachtet. Beide kennen auch die auf (19) beruhence Verfeinerung fir 
heliebiges n. 


Die Naherungsbestimmung (20a) findet sich auch bei Nasa wis Quadrat- 
wurzelausziehung. Fiir diesen Fall der Quadratwurzel gibt ebenfalls Nasawi 
als Grund die Beziehung (7 + 1)? — 7? = 2T + 1 an. Bei der Kubikwurzel 
aber bildet dieser Perser im Zahlenbeispiel (s. oben S. 251) den Nenner des 
Naherungsbruches gleich 1+ cy, statt 1+ cy; + ¢y,. SuTER wollte diesen 
Fehler auf die schlechte Handschrift schieben*’*). Aber vorher, in der all- 


gemeinen Formulierung der Vorschrift, hat die Handschrift (s. oben S. 249) 
denselben Fehler. 


Ibn al-Banna’ und al-Qalasadi lassen bei (20a) fiir r << T im Nenner die 1 
weg, was der Newtonschen Naherungsmethode entspricht. Fiir r> 7 hat 
ibn al-Banna’ die Formel (20a), al-Qalasadi aber statt TT ‘ den Bruch 

r+i1 
2T7+2° 

Eine Fortsetzung der Annaherung durch wiederholte Anwendung einer der- 
artigen Formel finden wir fiir Quadratwurzeln nach Herons Vorgang bei 
al-Hassar, Ibn al-Banna’, al-Qalasadi einerseits und dem griechisch schreiben- 
den Ménch und spateren Bischof Barlaam**) (geboren in Calabrien, gestorben 


1348) andererseits. War eine additive Korrektur zu groB, so ist die nachste 
subtraktiv. 


Dies ist jetzt also nicht mehr eine Methodé der sukzessiven Stellenbestim- 
mung. Hier haben wir wieder ein numerisches-Anndherungsverfahren des Mit- 
telalters, bei dem sich die Genauigkeit beliebig weit treiben 148t. Man war sich 
dessen bewuBt: ,,So kannst du, sagt al-Hassar nach Surers Ubersetzung, fort- 
fahren, soweit du willst.“ Barlaam erklart, wenn man das Verfahren so oft 
wiederhole, bis das Quadrat der gefundenen GréBe sich mpd¢ aloSyow von ¢ 
nicht unterscheidet, so kénne man sie als die Wurzcl von g ansehen. 


Auf die indischen Verfeinerungen irrationaler Wurzeln gehe ich nicht ein. 
Hier sei auch eines Verfahrens gedacht, das Leonardo von Pisa fiir Quadrat- 
und Kubikwurzeln bringt. Sind z, und z, zwei gefundene, die Wurzel ein- 
schlieBende Naherungswerte, so findet er einen dritten z, durch lineare Inter- 


5%) Scuevunet, J.: De numeris et diversis rationibus etc. Leipzig 1545, fol. d, 6V. - 
Vgl. Sraicmitter, H.: Johannes Scheubel, ein deutscher Algebraiker des XVI. 
Jahrhunderts, Abh. z. Gesch. d. Math. 9, 429-69 (1899), s. 5. 465. « 

®%) Barlaami Monachi Logistica ed. J. Cuampers. Paris 1600, griech. S. 40: 
MEQPHMA 28, lat. S. 63: Propositio XX X1X. 








' 
j 
r 
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: 
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polation zwischen z, und 23, dann einen vierten z, durch lineare Interpolation 
zwischen 2; einerseits und x, oder z, andererseits, und so fort. Zur Auflésung 
beliebiger algebraischer Gleichungen lehrte spaéter Cardano®) dieses Ver- 
fahren unter der Bezeichnung regula aurea. 


Es seien von der Unbekannten im Verfahren der sukzessiven Stellenbestim- 
mung schon die Ziffern «, 8, ..., x gefunden. Dann wird die nachste Ziffer » 
nach den Bedingungen (V,) (S. 226) bestimmt. Statt nun diese Bedingungen 
besinnungslos mit den Werten » = 0, 1, ..., 9 durchzuprobieren, findet man 
bekanntlich in vielen Fallen, und so besonders bei der Wurzelausziehung, die 
nachste Korrektur / néherungsweise oder genau als den auf eine giiltige Ziffer 


zu bestimmenden Wert — i os =— ae, , der fiir die Wurzelausziehungen 
n= »n- 
4-=_ 


gleich ~~ wird. Diesen Ausdruck liefern als obere Schranke schon die 
Bernoullischen Beziehungen (1 + 2)" >1+ nz fir z>—1. 





Um die nachste Stelle 4 des Ergebnisses annahernd oder genau zu finden, 
hat man also beim Quadratwurzelziehen den bisherigen Rest g — K? des Radi- 
kanden durch das Doppelte 2 K des bisherigen Ergebnisses K auf eine giiltige 
Ziffer genau zu dividieren, beim Kubikwurzelziehen den bisherigen Rest g— K* 
des Radikanden durch das dreifache Quadrat 3 K? des bisherigen Ergebnisses K. 
Dieses unter die Newtonsche Naherungsmethode fallende, fiir die Quadrat- 
wurzelausziehung schon bei Theon von Alexandrien ausgesprochene Verfahren 
der Naherungsbestimmung der nachsten Stelle habe ich bei den indischen 
Rechnern iiberall, bei den islamischen aber merkwiirdigerweise nur in SUTERS 
Ubersetzung von al-Hassar gefunden. Hier wird so getan, als ob die Division 
die neue Ziffer stets richtig liefere. Die anderen Schriftsteller, und so ja auch 
K., pflegen entsprechend den Forderungen (V,) nur zu sagen, man solle | még- 
lichst groB so bestimmen, daB die betreffende ganze rationale Funktion von 1, 
aeren Bildung umstandlich in Worten beschrieben wird, kleiner als der vor- 
liegende Rest g — K” des Radikanden ausfallt. Wie sie den dem ganzzahligen 
Teil des Ergebnisses hinzuzufiigenden ,, Naherungsbruch“ ahnlich berechneten, 
haben vielleicht auch sie die Naherungsbestimmung der ersten Ziffer A von | 
zwar praktisch angewandt, aber zu lehren sich gescheut, da diese Bestimmungs- 
weise die Ziffer ) nicht stets genau liefert und im Anfang der Wurzelausziehung 
eine viel zu groBe Ziffer ergeben kann. 


Bei Leonardo von Pisa begegnet uns im Liber abaci (1202, 1228) diese 








*°) Cardani Opera IV, Lyon 1663, 8. 273-74. 
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Newtonsche Naherungsbestimmung von / nur im Keime fiir das Quadratwurzel- 
ziehen (Scritti ed. Boncompagni I, S. 355, Z. 7 v. u.). Ausgepragter, namlich 
als Division ausgesprochen, erscheint sie bei Quadratwurzelziehungen in der 
Practica Geometriae (1220) (II, S. 24 Z. 5 v.u., S. 22 Z. 12 v. 0., S. 23 Z.1 
v. o.). Der von Boncompagni herausgegebene Text des Liber abaci diirfte also 
in diesem Punkte die alte Fassung von 1202 unverdndert wiedergeben. 


Bei der Kubikwurzelausziehung bestimmt Leonardo, nachdem er schon den 
Naherungswert K gefunden hat, die nachste Stelle } im Einklang mit unseren 
Bedingungen (V,) so, daB, wenn g, der bis zum Stellenwert 10°‘ reichende 
Teil von q ist, 


(24) (q,— K*) —3K*1—3KP—P<3(K +)(K +1 + 10510 


wird. Auch er spricht diese seine Forderung wiederholt umstandlich in Worten 
aus und fiigt wiederholt hinzu, daB man die Ziffer 4 nur ez usitato arbitrio 
finden kénne (Lib. ab., I, S. 381 Z. 18 v. u., Pract. Geom., II, S. 150 Z. 9 v.u.). 
Ich itbersetze das etwa: ,,nach einer gewohnheitsmaBigen Entscheidung* und 
verstehe es in dem Sinne, daB man die unbestimmte (diophantische) Unglei- 
chung oder Gleichung dritten Grades (21), die durch genau eine der 10 Zahlen 
l=2-10', A= 0, 41, ..., 9 erfiillt werden soll und kann, auf Grund von 
Ubung durch geringes Probieren, und nur so, rasch lésen kénne. Es konnte 
dem geiibten Rechner nicht verborgen bleiben, da8 hierbei das Glied 3 K*! 
meist den weit itiberwiegenden Ausschlag gibt. Das ist aber nicht immer so, 


3-— 3 

und z. B. fiir Vq = )V 7999, K= a= 10 versagt bei der Bestimmung von 
l = 6 die Newtonsche N&herungsmethode gianzlich, wenn man sie nicht 
durch nahere Anweisungen erginzt. Schon das ,,nur‘‘ verbietet die Annahme, 
daB Leonardo mit ez usitato arbitrio einfach die von ihm hier gar nicht be- 
schriebene Newtonsche Methode im Auge hatte, wie ZeurHen*!) und Gram®) 
meinen. Wenn iibrigens Zeuruen (S. 12) sagt, die Bestimmung von / aus (21) 
hange von einer quadratischen Gleichung ab, so ist das nicht die Newtonsche 
Annaéherung, sondern Zeutuen hat nur F gestrichen. 


Levi ben Gerson*!) gebraucht fiir die Quadratwurzel die Newtonsche Nahe- 
rungsmethode und bemiiht sich fiir die Kubikwurzel um eine feinere Nahe- 
rungsbestimmung. Das Carmen de algorismo, der Algorismus de integris und 
Sacrobosco haben die N&herungsbestimmung von /| nicht. Wohl aber gibt 
Sacroboscos Kommentator Petrus de Dacia bei der Kubikwurzelausziehung 
ein Verfahren, das darauf hinauslauft, l—~ (q¢ — K*): 3K? durch systemati- 


*!) ZeutHen, H.-G.: Notes sur l’histoire des mathématiques. Overs. 0. d. Kong. 
Danske Vidensk. Selsk. 1893, S. 1-17. — Gram, J.-P.: Essai sur la restitution du 
calcul de Léonard de Pise -ur l’équation x* + 2 x* + 10x = 20. Ebenda S. 18-28. 











18b 
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sches Probieren auf eine giiltige Ziffer zu bestimmen. Im 15. Jahrhundert ist 


die Naherungsbestimmung der nachsten Stelle auf Newtonsche Weise ver- 
breitet.*8) 


Vieta, den ich nur in der Ausgabe van Schootens®) einsehen konnte, 
sagt (S. 165), daB8 man bei der Berechnung von V 2916 nach Bestimmung der 
ersten Stelle 5 die zweite Stelle 4 dadurch erhalt, daB an 2-5 = 10, welche 
Zahl tanquam divisor auftrete, der Rest 41[6] des Radikanden appliziert wird 
(adplicatur). Das bedeutet 41: 10 4, wie aus der Erklarung der adplicatio 
in praec. 4 der ,,In Artem Analyticen Isagoge“‘ (S. 6-7) hervorgeht. Man be- 
achte aber in praec. 7 (S. 164) der Schrift tiber die Wurzelausziehung die Be- 
merkung: .. . adplicatione inquam non omnino accurata. Nam ad ipsum quo- 
que latus adplicationem fieri subaudiendum est. 


In den beigegebenen Schemen aber bildet Vieta die ,,.Divisorensumme*: 
— ("| x-!. M) n-2. 402 m \. 40-1 
e=(t) x 108 + (5)x" 10 +...+(,"4) 10-1. 


Die nach praec. 4 von S. 227 vorzunehmende Berechnung ) ~ = kommt 


der linearen Interpolation zwischen {(K) und /(K + 10°) nahe, die wir bei 
islamischen Mathematikern zur Verbesserung des ganzzahligen Ergebnisses 
(oben S. 261-63) angewandt sahen. Es fehlt bei Vietaaur im Nenner der Sum- 
mand 10"**. (In der von TroprKe III® S. 158 gegebenen Formel ist dem Bruch 
noch der Faktor s, zu geben.) Auch die Verbesserung des ganzzahligen Ergeb- 
nisses vollzieht Vieta (S. 228) nach dieser Formel. 


9. Der binomische Lehrsatz. 


K. besitzt auch die Weiterentwicklung des Ruffini-Hornerschen Schemas 
zum binomischen Lehrsatz und damit die Wurzelausziehung nach dem Ver- 
fahren der Renaissancemathematiker. Dies zeigt uns der letzte Teil seines 
Kapitels iiber die Wurzelausziehung. Da hier erstnialig fiir die islamische 
Mathematik der binomische Lehrsatz und das Dreieck der Binomialkoeffizien- 
ten bezeugt ist, iibersetze ich diesen Teil nach dem Wortlaut der Leidener 
Handschrift. 


Zur Bestimmung der ersten Seite aus einer irrationalen Zahl (d.h. zur Aus- 
ziehung der n-ten Wurzel aus einer ganzen Zahl, die nicht n-te Potenz ist) 
gibt es ein feineres Verfahren als sie (d. h. als die vorher mitgeteilten), das wir 


sa) Anmerkung bei der Drucklegung. Vgl. Enestrém, G.: Bibl. Math. (3) 14, 
83-84 (1913-14). 

%) Vieta, Fr.: De numerosa potestatum nurarum resolutione. Opera ed. Fr. & 
Schooten, S. 163-72, Leiden 1646. 
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im folgenden Buch bringen werden, da es auf der Kenntnis der Bruchrechnungen 
beruht. Die Bestimmung der ersten Seite (Ausziehung der n-ten Wurzel) ist das 
Muster, und nach dieser (d. hh. der von K. angegebenen) Anordnung gehért es 
su dem, was wir selbst erfanden. Die Art, wie™) die Vorgdnger verfuhren, ist 
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schwer verstdndlich, besonders wenn die Grad- 
zahl (der Exponent n) und die Zahl der Stellen 
groB sind. Wir erfanden auch ein anderes Ver- 
fahren, das wir in einem anderen Lehrbrie{ 
bringen werden. Die von uns in Aussicht ge- 
stellte Tabelle, in die die Potenzen der ein- 
stelligen Einer eingesetzt sind, ist folgende:.. . 

Die sich hier anschlieBende Tabelle von =" 
fir z= 2,3,...,9 und n= 1, 2,.... 10 lass 
ich weg. K. fahrt fort: 

Anderes Verfahren zur Bestimmung des 
Unterschiedes der rationalen Potenzen (d.h. 
der Potenzen der natiirlichen Zahlen). Es 
(dieses neue Verfahren) bedarf der Kenntnis 
von Zahlen, die als Elemente (usiil) des be- 
treffenden Grades (manzila) der Potenzen be- 
zeichnet werden. Das sind die Zahlen, die in 
den Wellen zur Zeit des Verschiebens heraus- 
gekommen sind, wenn die iiber die letzte ratio- 
nale Stelle fallende einstellige Zahi 1 ist. 

Beispiel: Wir wollen die Elemente des 
Grades Quadratokubus bestimmen. Wir ent- 
werfen die Wellen wie friither und setzen in 
die Zeile des Ergebnisses 1 und ebenfalls in 
die Welle der Seite. Nun verfahren wir mit 
ihr (mit der 1), wie wir es bei der Bestim- 
mung der ersten Seite (d. h. Ausziehung der 
n-ten Wurzel) bis zu den Zeitpunkten des 
Verschiebens angaben, folgendermaBen: (Es 
folgt das nebenstehende Schema.) 


Dann kommt in der Welle der Seite 5 heraus, in der Welle des Quadrats 10. 
in der Welle des Kubus 10 und in der Welle des Quadratoquadrats 5. Diese vier 
Zahlen sind also die Elemente des Grades Quadratokubus. Jede dieser Zahlen be- 
sieht sich auf eine Welle, in die sie fiel. 

Die Zahlen, die wir bet der Bestimmung der ersten Seite des Quadratokubus 
(d. h. bei der Ausziehung der fiinften Wurzel) herausbexamen, eben diese sind 


3) Vielleicht ist ‘alaihi statt ilaihi zu lesen. 
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die Ergebnisse der Multiplikationen dieser Elemente mit dem, was in der Zeile 
des Ergebnisses bei jeder Verschiebung herausgekommen war, und mit seinen 
Potenzen. Z. B. wird das Ergebnis der Multiplikation dessen, was in der Zeile 
des Ergebnisses steht, mit der 5 im Augenblick der Verschiebung in der Welle 
der Seite stehen, ferner (das Ergebnis der Multiplikation) des Quadrats dessen, 
was in der Zeile des Ergebnisses steht, mit der 10 in der Welle des Quadrats, und 
(das Ergebnis der Multiplikation) des Kubus desselben mit der 10 in der Welle 
des Kubus, und (das Ergebnis der Multiplikation) des Quadratoquadrats des- 
selben mit der 5 in der Welle des Quadratoquadrats. Die Summe dieser (Pro- 
dukte) plus 1 ist der Unterschied zwischen dem Quadratokubus dessen, was in 
der Zeile des Ergebnisses steht, und dem Quadratokubus der um 1 gréfBeren Zahl. 
(D.h. 14+ 5K + 10K? + 10K? + 5K*= (K + 1)5— K°.) 

Wisse, daB das Element des Grades des Quadrats eine einzige Zahl ist, ném- 
lich 2, fiir den. Kubus sind es 2 Zahlen, naémlich 3, 3. Fiir jeden darauffolgenden 
Grad vermehren wir seine Zahi um 1 wegen der Zunahme der Wellen. So (ver- 
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fahren wir) durch Vermehrung der Endzahlen. Wenn wir nun je zwei unter- 
einanderstehende Zahlen der Elemente eines Grades addieren, kommt eine der 
inneren Zahlen des auf ihn folgenden Grades heraus. 

Beispiel: Die Zahl(en) des Grades des Kubus (sind) 3, 3; ihre Summe ist 6. 
Das ist also die innereZahl fiir dasQuadratoquadrat, und die Zahlen des Quadrato- 
quadrats sind 4,6, 4. Nun ist die 4 plus die 6 eine der beiden inneren Zahlen des 
Quadratokubus, d.h. 10, und die 6 plus die 4 ist die andere innere Zahl. 

Nach dieser Regel werden die Elemente bis ins Unbegrenzte erzeugt, wie aus 
der folgenden Tabelle (zu ersehen ist): (Es folgt die Tabelle von S. 269%).) 

Wollen wir nun den Unterschied zweier aufeinanderfolgender rationaler Po- 
tenzen (den Unterschied der Potenzen zweier aufeinanderfolgender natiirlicher 
Zahlen) bestimmen, so multiplizieren wir die kleinere Seite (Basis der kleineren 
Potenz) mit dem Element der Welle der Seite jener Potenz, ihr Quadrat mit dem 
Element der Weile thres Quadrats, ihren Kubus mit dem Element der Welle 
thres Kubus und so (fort), bis wir alle ihre Potenzen, die unter der gegebenen 
Potenz liegen, mit ihren Elementen multipliziert haben, addieren alles und fiigen 1 
hinzu. Dann kommt der Unterschied der Potenzen heraus. 

Beispiel: Wir suchen den Unterschied zwischen dem Quadratokubus von 4 
und dem Quadratokubus von 5. Wir zeichnen die Wellen auf, die unter dem Qua- 
dratokubus liegen, setzen in sie ihre Elemente ein, setzen die kleinere Seite, d.i. 4, 
in die Welle der Seite ein, thr Quadrat in die Welle des Quadrats, ihren Kubus in 
die Welle des Kubus und ihr Quadratoquadrat in die Welle des Quadratoquadrats , 
nachdem wir zwischen ithnen und den Elementen (je) eine Léangslinie (d. h. eine 
senkrechte Linie) gezogen haben. Dann multiplizieren wir das in jeder Welle 


19b befindliche Element mit der in ihr befindlichen Potenz und setzen die Ergebnisse 


folgendermafen in eine weitere Spalte: (Es folgt das Schema von S. 271 oben.) 

Hierauf addieren wir das, was in der Spalte der Ergebnisse steht, und fiigen 1 
hinzu. Es kommt 2101 heraus, und das ist der Unterschied zwischen dem Qua- 
dratokubus von 4 und dem Quadratokubus von 5. 

Suchen wir den Unterschied zweier nicht aufeinanderfolgender rationaler Po- 
tenzen, z. B. dem Quadratokubus von 4 und dem Quadratokubus von 7, so hdngen 
wir eine neue Spalte an, in die wir die Potenzen des Unterschiedes der beiden 
Seiten®), d. i. von 3, derart einsetzen, daB der Unterschied, d.i. 3, in die Welle 
des Quadratoquadrats fallt, sein Quadrat darunter und sein Quadratoquadrat in 
die Welle der Seite, folgendermaBen: (Es folgt das Schema von S. 271 unten.) 

Dann multiplizieren wir das, was in jeder Welle in der Spalte der Ergebnisse 
steht, mit dem, was in ihr (derselben Welle) in der Spalte der Potenzen des Unter- 
schiedes steht, und setzen die letzten Ergebnisse in eine neue Spalte. Hierauf ad- 


*) Wie bei den iibrigen Tabellen habe ich auch bei dieset, dem arithmetischen 


Dreieck von K., wegen der arabischen Schreibrichtung bei der Ubersetzung links 
und rechts vertauscht. 


*5) Handschrift: Potenzen. 
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dieren wir, was in der letzten Spalte steht und fiigen den Quadratokubus des Unter- 
schiedes, d. i. 243, hinzu. Es kommt 15783 heraus, und das ist der Unterschied 
der angegebenen Potenzen. 

Soweit die Ausfiihrungen K.s, die wir nun erlautern. 

Das feinere Verfahren, von dem er am Anfang dieser Stelle spricht, ist die 
oben (S. 261-64) behandelte, auf den Formeln (19), (20a) und (20b) be- 
ruhende Hinzufiigung eines Bruches zum ganzzahligen Teil der Wurzel. 

Der von K. in Aussicht gestellte Lehrbrief iiber ein anderes Verfahren der 
Wurzelausziehung ist meines Wissens bisher nicht aufgefunden worden. Ich 
vermute, da8 er ihn nicht mehr geschrieben hat, denn mir sind auch keine 
sonstigen, nach dem ,,Schliissel“* erschienenen Werke unseres Autors bekannt. 

Die Binomialkoeffizienten und den binomischen Lehrsatz bringt K. als ein 
anderes, also vom Hornerschen Schema abweichendes Verfahren zur Be- 
rechnung von (K + 1)*— K". Er 1a8t das Neue unmittelbar aus seiner 
Handhabung des Hornerschen Schemas bei seiner ersten Wurzelausziehungs- 


weise erwachsen. So heiBt bei ihm z. B. der Binomialkoeffizient (3) », Element 


des Grades Quadratokubus in der Welle des Kubus“ und wird nach seiner 
Beschreibung so erzeugt, wie beim Schema der Ausziehung der 5. Wurzel die 
in der Weile des Kubus vor der ersten Verschiebung stehende Zahl a,, = 10a* 
fiir a= 1. K. hat also die oben (S. 229) von uns modern dargestellte Erzeugung 
des ,,arithmetischen Dreiecks“ als Sonderfall des Hornerschen Schemas. 

Auch die Chinesen besa8en im Mittelalter nicht nur das Ruffini- Hornersche 
Verfahren zur Auflésung von algebraischen Gleichungen, sondern auch das 
Pascalsche Dreieck. Stehen bei ibnen diese beiden Gegenstande in ahnlich 
engem Zusammenhang wie wir es bei K. beobachten ? Ist das islamische und 
das chinesische Vorkommen des Pascalschen Dreiecks auch mit dem indischen 
in Verbindung zu bringen ? 


In K.s Aufstellung dieses Zahlendreiecks fehlen die Einsen (6) und ("). 


entsprechend der Herkunft diese» Schemas aus seiner Form des Ruffini- 
Hornerschen Verfahrens. Demgema&8 kann K. mit der Formel 


n n-1 n-i 

i) = (v4) + ("0)- 
die er in Worten ausspricht, nur seine ,,inneren“‘ Binomialkoeffizienten er- 
zeugen. Auch im Abendland fehlten die Einsen anfanglich. J. Scuzusets®*) 
Tafel der Binomialkoeffizienten stimmt nach einer Drehung um 90° im posi- 
tiven Drehungssinn abgesehen von der Beschriftung der Zeilen und Spalten 
mit derjenigen unserer Ubersetzung iiberein. Auch Scneuee bringt die Tafel 
der Potenzen 2” fiir z= 1, 2,..., 9 und n= 1, 2,..., 9. 

K. weiB aber ferner: Bei jeder spateren Verschiebung gilt, wenn man mit 
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K=a-+-b-+--- + k das bis dahin erhaltene Ergebnis der Wurzelauszichung 
bezeichnet, 


I, =o = (I) &, var 4,2,...,a—1. 
Er erlautert das fiir n = 5: 
5K = ky, 10 K* = kg, 10 K* = ky s, 5 K* = ky 4. 


Mit anderen Worten: Er braucht die l,=k,_,, nicht mehr nach seinem 
Hornerschen Schema zu erzeugen, sondern besitzt die Methode der 
Renaissance fiir beliebiges n. 


Ferner formuliert K. ausdriicklich die Formeln 


(22a) (K+ 1n—Kr—(t) art g (Dany. + (,"\) +4 


(22b) (K + )"—K"= ({) ant (3) K"-2724.... +(,",)Ke-! +0, 


Nachdem er zundchst am Beispiel n = 5 die Bedeutung der Glieder der 
ersten dieser beiden Formeln fiir die Wurzelausziehung gekennzeichnet hat, 
bringt er schlieBlich beide Formeln unabhingig von der Wurzelausziehung 
als Methoden zur Berechnung der Differenz gleichnamiger natiirlicher Poten- 
zen zweier aufeinanderfolgender oder nicht aufeinanderfolgeuder natiirlicher 
Zahlen K und K + 1. Man braucht also unter K und 1 jetzt nicht mehr Zahlen 
von den besonderen Formen zu verstehen, unter denen sie beim Wurzelaus- 
ziehen auftreten, sondern K und / sind beliebige positive Zahlen, die sich K. 
nach der Uberschrift dieses Abschnitts nur als natiirliche Zahlen vorstellt. 
In diesem Sinne besitzt K. den binomischen Lehrsatz, deneran dem 
Beispiel n= 5, K= 4, K +1=7 erlautert. 


Alles dies nimmt K. nicht als eigene Erfindung in Anspruch. Sein Dreieck 
der Binomialkoeffizienten bezeichnet er im Vorwort des ,,Schliissels‘‘ aus- 
driicklich neben sechs anderen Tabellen, darunter die Tafel des kleinen Ein- 
maleins, ein Schema fiir die Aufsuchung des Hauptnenners von Briichen und 
die Tafel der Sinusse, als von Vorgingern iibernommen, wihrend alle anderen 
Tabellen des Werks sein geistiges Eigentum seien. 


Was fiir ein anderes Verfahren der Wurzelausziehung mag K. fiir den ge- 
planten Lehrbrief im Auge gehabt haben? Kaum das Renaissanceverfahren 
nach dem geschlossenen Ausdruck des binomischen Lehrsatzes, das fiir jeden 
Kundigen aus den obigen Angaben im ,,Schliissel‘ iiber die andersartige Be- 
rechnung der zu verschiebenden Zahlen /, in den Wellen auf der Hand lag. 
Dieses Verfahren hatte zwar dem weniger Begabten und Geiibten an Bei- 


Mathematische Annalen. 120. 18 
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spielen vorexerziert werden kiénnen, aber in einem ,,Lehrbrief“ (risdia) pflegt 
K. Neues und Eigenes zu bringen. 


Sollte er ein Naherungsverfahren im Sinn gehabt haben, bei dem jeder 
Schritt nicht genau eine neue Dezimal- oder Sexagesimalstelle liefert, so kinnte 
er sich vielleicht Methoden zum Vorbild und Ausgangspunkt genommen ha- 
ben, wie wir sie bei Quadratwurzelausziehungen oben (S. 264-65) fiir al-Hassar, 
Ibn al-Banna’, al-Qalasadi und Barlaam, bei Quadrat- und Kubikwurzelaus- 
ziehungen fiir Leonardo von Pisa erwaihnten. Diese Methoden konnten einer- 
seits zum Newtonschen Naherungsverfahren, andererseits wenigstens bei der 
Quadratwurzel zu Kettenbriichen fiihren und brauchen ja nicht erst, wie bei 
den genannten Schriftstellern, einzusetzen, wenn die Wurzel schon bis auf die 
Finer genau bestimmt ist. 


GroBe Rechenarbeit schreckt K. ebensowenig wie Briiche. Auch beherrscht 
er die Praxis der Dezimalbriiche ebenso meisterhaft wie die der gemeinen 
Briiche und der Sexagesimalbriiche. 


Zum SchluB sci bemerkt, da8 auBer den erwihnten viele andere bisher nicht 
untersuchte arabische und persische Handschriften iiber Rechnen und Algebra 
weitere Aufschliisse iiber die hier behandelten historischen Fragen erhoffen 
lassen. Diese zur Zeit gréBtenteils unzuganglichen Handschriften schlummern 
zum Teil in Bibliotheken des Abendlandes, zum anderen Teil sind sie in sol- 
chen des Morgenlandes entweder noch ganz verborgen oder erst durch die in 
den letzten Jahrzehnten erschienenen Katalodge ans Licht gekommen: 


(Eingegangen am 6. Februar 1942.) 














Zur Theorie des nichtkommutativen Polynombereichs 
und Quotientenrings. 


Von 


Lupwic Scawakz in Gottingen. 


Einleitung. 


In der nichtkommutativen Algebra haben einige grundlegende Probleme 
noch keine Behandlung erfahren; so ist z. B. der Begriff der rationalen Funktion 
nicht geklart. Die vorliegende Arbeit will hierzu einen Beitrag liefern. 

Der Ring R der ganzrationalen Funktionen iiber einem Grundring & in den 
Unbestimmten z,, auch Polynombereich genannt, wird als ein Ring eingefiihrt, 
der gewissen Postulaten gehorcht. Der Funktionscharakter seiner Elemente 
— seine wichtigste Eigenschaft — erscheint auf die in der arithmetischen 
Theorie der algebruischen Funktionen iibliche Weise als Homomorphie. Es 
wird ein Reduktionsverfahren angegeben, das es gestattet, an einem explizit 
vorliegenden Polynom zu entscheiden, ob es ,,identisch verschwindet‘. Dabei 
ist wesentlich, daB einem Polynom unabhangig von jeder speziellen Dar- 
stellung ein ,,Grad“ zugeschrieben werden kann. Der Polynombereich erweist 
sich als nullteilerfrei, vorausgesetzt, daB der Grundring & keine Nullteiler 
besitzt. 

Zur weiteren Ausgestaltung der Theorie setzen wir den Grundring & 
als Kérper voraus. Dabei spielt eine wichtige Rolle der Euklidische Algo- 
rithmus. Dieser ]48t sich allerdings nicht mehr von einem ganz beliebigen 
Elementpaar aus in Gang setzen, immerhin kann man die wesentlichen 
Schliisse, die ‘man an ihn anzuschlieBen pflegt, doch auf den Polynom- 
bereich iibertragen. 

Von den ganzrationalen Funktionen schreiten wir zu den gebrochen ratio- 
nalen Funktionen fort. Adjungiert man zu R s&mtliche Inversen, so entsteht 
. der volle Quotientenring O von R. Der Existenzbeweis fiir ihn geht letzten 
Endes, wie hier nicht naher ausgefiihrt wird, auf eine Normierung der Elemente 
von © zuriick, die als Verallgemeinerung der Partialbruchzerlegung einer 
kommutativen rationalen Funktion aufzufassen ist. Es werden also wesentlich 
starkere Hilfsmittel zum Existenzbeweis fiir  herangezogen, als dies in der 
kommutativen Algebra notwendig und iiblich ist. Das ist von Bedeutung fiir 
die Weiterentwicklung des hier angeschnittenen Problems. Im allgemeinen 
ist © vermutlich kein Kérper. Sollte sich © in einen Kérper einbetten lassen, 
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so miiBte zu O seinerseits ein voller Quotientenring konstruiert werden kénnen, 
usf. Dies fihrt auf die hier nicht geléste Frage, ob in © dhniiche Struktur- 
satze gelten wie in Rt. Als weiteres ungeklartes Problem sei noch der Funktions- 
charakter der Elemente von © erwahnt. 

Uber die vorliegende Aufgabenstellung hinaus erscheinen mir zwei Tat- 
sachen von Interesse: einmal Satz 5, der ein Kriterium fiir die Gleichartigkeit 
von Polynomen mittels Matrizen gibt, und der nicht nur fir den Polynom- 
bereich, sondern fiir jeden nullteilerfreien Ring mit Einselement giiltig ist; 
dann eine Beziehung zwischen den Inversen gleichartiger Elemente, wie sie 
sich aus Satz 8 und dem Beweis dazu ergibt. 

Zusatz. Da iiber den Gegenstand auBer einer kurzen Mitteilung vor dem Mathe- 
matikerkongreB Tiibingen 1946 noch nichts publiziert ist, andererseits fir das Pro- 
blem anscheinend Interesse besteht, sei zur Geschichte des Problems und der vor- 
liegenden Arbeit bemerkt: Das Problem des Quotientenkérpers wurde von Emmy 
Noetuer gestellt und von mir in demselbem Umfang wie spater von One gelist. 
Die diesbeziiglichen Entwicklungen sind von H. Gericke in seiner Staatsexamens- 
arbeit dargestellt worden, der ihnen als Beispiel eines die sog. Durchschnittsbe- 
dingung verletzenden nullteile»freien Rings den Systemring des von NeumANNschen 
multiplikativ abgeschlossenen Systems anfigte mit ausfiihrlicher Begriindung der 
Nullteilerfreiheit.. Spater hat Matcev denselben Nachweis gefiihrt. Die vorliegende 
Arbeit hat ihren Ursprung in einer im Kreis von Emmy Noetuer angefertigten 
Arbeit, die als Dissertation bestimmt war. E. Noetuer, deren ich dankbar gedenke, 
hat iber sachliche Ratschlage hinaus durch ihre begrifflichen Methoden mich stark 
beeinflu8t. An ihrer Statt war H. Weyt Referent (Herciotz Korreferent), und 
nach seinem Weggang nahm H. Hasse die Funktion eines Referenten wahr. Die 
vorliegende gekiirzte Umarbeitung aus dem Jahr 1943 ist durch Ratschlage van 
per WaERDeENs geférdert worden. Allen Génannten habe ich bestens zu danken. - 


§1.. 
Konstruktion und grundlegende Eigenschaften des Polynombereichs. 


& sei ein Ring mit Einselement, das mit 1 bezeichnet werde. Es sollen im 
folgenden nur solche Unter- und Oberringe von & betrachtet werden, die 
mit & das Einselement gemeinsam haben. Wir setzen auSerdem voraus, daB 
mindestens einen Kérper enthalt; also dann auch den Kérper der rationalen 
Zahlen oder den Primkérper der Charakteristik p. Nun stellen wir uns die 
Aufgabe, einen Ring R zu konstruieren, der folgende Postulate erfiillt: 

Postulat 1. & ist Unterring von R (und das Einselement von & ist auch 
Einselement von §). 


Postulat 2. Es gibt eine Menge von Elementen z, in R, die R iiber & 


erzeugen. Jedem z, ist ein Unterkérper') 2, von & zugeordnet, mit dessen 
Elementen z, vertauschbar ist. 


*) Sprechen wir bei einem Ring von einem Unterkérper, so meinen wir einen Unter- 
ring, der obendrein Korper ist. Fir Kérper wird das kommutative Gesetz der Multi- 
plikation nicht gefordert. 
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Aus Forderung 1 und 2 folgt 


(1) R= K+ TKz,R. 


Dieser fast selbstverstandliche Tatbestand wird erganzt durch 


Postulat 3. Die Summenzerlegung (1) von § ist direkt, d. h. aus 
(2) C+ BP ita Me pO + BB ej te Pj 
folgt c=c’ und 2 Cai%e Fai = 23 «, Fj fiir alle «®). 
AuBerdem gelte 


Postulat 4. Es sei F, = 3 a, x, F,, wobei die a, bei &,-Rechtsmulti- 
i 


plikation linear unabhangig seien. F, ist dann und nur dann = 0, wenn alle 
F, = 0 sind. 


Einen Ring , der die Postulate 1 bis 4 erfiillt, nennen wir Polynombereich 
der Unbestimmten x, mit den Vertauschungskorpern 2, iiber dem Grundring &: 
R=K [...2,, B,;---]. Sind alle Q, gleich dem Primkérper 2, so sprechen 
wir von Unbestimmten ohne erginzenden Zusatz und bezeichnen dann 
mit & [...2,, ---]. . 


Wir werden einen Ring konstruieren, der die Forderungen 1 bis 4 er- 
fillt und werden zeigen, daB dieser Ring hinsichtlich der-Postulate 4 und 2 
méglichst allgemein ist; das soll heiBen: Jeder Oberring R* von &, der mit 
gewissen Elementen a an Stelle der z, die Forderungen 1 und 2 erfiillt, 
ist homomorphes Abbild von , und zwar so, daB diese Homomorphie 
durch die identische Abbildung von & auf sich und die Zuordnung z,—> 27 
hervorgebracht wird (abstrakte Fassung des Funktionscharakters der Elemente 
von §). 


Der Konstruktion schicken wir den Nachweis voraus, daB die Postulate 1 
bis 4 gegen gewisse Restklassenringbildungen unempfindlich sind: 


1. Fall. Ist ¢ ein zweiseitiges Ideal von &, += S$, und € sein Erweiterungs- 
ideal in R, so ist #&—R/C Polynombereich iiber & —/c. Unbestimmte z, 


und Vertauschungskérper 2, entstehen aus xz, und Q, ebenfalls durch Rest- 
klassenbildung. 


*) In §1 werden, abgesehen von zg, mit kleinen lateiniochen Buchstaben nur 
Elemente aus & gekennzeichnet. 
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2. Fall. Erweiterung der Vertauschungskorper. &, sei ein Oberkérper von 2, 
aus §& und € das zweiseitige Ideal, das durch die Elemente Iz, — z,/ fiir 
beliebiges 1 C &, und alle « erzeugt wird. Dann ist R =R/C Polynombereich 
iiber & = &, wobei jedoch zu den Unbestimmten Z, die Vertauschungskérper g, 
gehdren. 

Beweis im 1. Fall. Bei zweimaliger Benutzung der Zerlegung (1) ist 


(2) C=—=RceR—cR+ LKz,€=—c¢+ 2 (cx, 8 + &z,€), 
also : 

(3) C=c+ DE, 

mit 

(3') ©, = cx, R + Kz,C. 


Da die Summanden dieser Zerlegung von € in den entsprechenden Summanden 
der direkten Zerlegung (1) von R enthalten sind, ist (3) ebenfalls eine direkte 
Zerlegung. AuBerdem gilt 


c=Enk, 


a 6, =CARz,R. 


Daraus folgen die Postulate 1 bis 3. Ubrigens kann der Restklassenbereich 
&, = &, gesetzt werden, da 2, ~c=0 ist (sonst wire c= £). 

Nun sei F, = 3’ a,2, F; C €, wobei die a, unabhangig mod ¢ bei 2,-Rechts- 
multiplikation salen: dann ist F, nach (4) sogar Element des Moduls €,, 
dessen Aufbau durch (3’) gegeben ist. Nach dem folgenden Hilfssatz liegen 
dann alle F, in €. Mit ihm ist auch Postulat 4 fiir R iber & bewiesen. 

Hilfssatz 1. Es sei & ein 2,-Rechtsmodul aus §@ und ff’ ein &,-Links- 
modul aus R. Liegt F, = Sa, x, F; in #' a, R+ Kz, R', wobei die F, Elemente 
aus ®t seien, und wobei euflerdem die. a, C R unabhingig mod #’ bei 2,-Rechts- 
multiplikation seien, dann liegen die F; in Rt’. 

Dieser Hilfssatz ist eine Verallgemeinerung von Poétulat 4, das darin 
fir & = 0, R’ =R enthalten ist. Er wird angewendet fir % =—c, KR’ = C. 

Beweis. Es ist nach Voraussetzung 


24,2,F,= Bbj2.F} mod $2, R mit F/C R’. 


Fihbrt man fiir die 5; mod & eine andere Basis ein, die die a; enthalt, 
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(5) b, = S'a,1,; mod &, 
i 
1; C &,, 80 wird mit dieser erweiterten Basis a,,— die neuen F; = 0 gesetzt —, 
24,2,F, = 54,2, F; mod & 2, RK, mit F, CR’. 

Nach Postulat 4 ist dann, da die a, mod % unabhangig sind, F; = Fi, d.h. 
F, CR’, wie behauptet. 

Beweis im 2. Fall. Erweiterung der Vertauschungskérper 2, zu %, > 2, 
bedeutet Restklassenbildung nach dem zweiseitigen Ideal €, das durch gewisse 
Moduln ¢, erzeugt wird. Dabei sei c, die Gesamtheit der Elemente /z,—z,1 


mit 1¢ &,. Zum Nachweis von Postulat 3 schlie8t man genau wie im 4. Fall 
und erhalt die direkte Zerlegung 


(6) €= JE, 
mit 
(7) RAC=0, Kz, RAC =C, = Ke, R+ Kz, 6, 


also ist R/€ = R Oberring von & und erfiillt Postulat 3; Z, in K ist jedoch 
mit allen Elementen von &, vertauschbar. 
Zum Nachweis von Postulat 4 sei 


F= 2 4,%.F; = 0mod€, 
also nach (7) sogar mod ©,. Dabei seien die a, unabhangig bei &, Rechts- 
multiplikation. Nach der Definition von ©, in (7) ist 
F= J b,x, C; mod Kc, R mit CCC. 
Wenn die 5; nach 
(8) = Bah, 
mit &,-Koeffizienten J,; auf die unter Umstanden erweiterte Basis a, um- 


gerechnet werden, so wird, da man diese Koeffizienten mit z, mod &c,R 
vertauschen darf, 


F = 3 a,z,C, mod &c,K mit C, CC. 


Dac, Rein &,-Linksmodul ist, gilt diese Kongruenz, notfalls nach erneuter Er- 
weiterung der Basis a,, auch mod 3a, c,R. Gruppiert man nun die $-Faktoren 
vor z, nach den Moduln a, %, und wendet Postulat 4 an, so wird 
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a,x, (F;—C,) = 0 mod a,c, 8, 
woraus 


F,—C, = 0 oder F, C €, 
d.h. die Aussage des Postulats 4 fir R, folgt, wegen 
ac, Rv az, R= 0 (fiir a + 0). 


Das letztere beweist man su: C =a(lz,—z,l)F mit ick, liege in az,f, 
also sei = az,G. Sind al und a unabhangig bei 2,-Rechtsmultiplikation, so 
folgt F = 0; liegt 1 in 2, so ist lz,—2,1 =0; also jedenfalls C=0, was 
gezeigt werden. sollte. 


Konstruktion des Polynombereichs. Man abstrahiere in ® von der 
Addition und gehe zu einem mit & als multiplikativ abgeschlossenem (m. a.) 
System isomorphen System &,, iiber. Nun erweitern wir &,, rein multiplikativ 
durch Hinzunahme der Unbestimmten z, zu dem m.a. System &,,. Die 
Elemente von i, sind die aus den Elementen von $,, und den z, gebildeten 
Worte, deren Produkt durch Nebeneinanderschreiben definiert sei. Als einzige 
Abiinderung in einem Wort sei die Verschmelzung benachbarter Faktoren 
erlaubt, wenn beide aus §,, stammen, dbnlich wie in einem freien Produkt 
von Gruppen. In Analogie zum wohlbekannten Gruppenring bilden wir dann 
den ,,Systemring t von R,,, wobei wir als Koeffizientenkérper einen Prim- 
kérper P zugrunde legen von gleicher Charakteristik wie &. t enthalt den 
Systemring f von &,,. Die multiplikative Isomorphie von &,, und & induziert 
eine Ring-Homomorphie von f auf &, bei der das Ideal ¢ auf die Null abgebildet 
werde. € sei das Erweiterungsideal von ¢ in rt. Wir werden zeizven, daB rt ein 
Polynombereich iiber f ist mit P als gemeinsamem Vertauschungskérper der 
Unbestimmten z,. Dann ist tr/&= R, nach dem ,,1. Fall eflaubter Rest- 
klassenringbildung* Polynombereich iiber f/c = mit dem Primkérper in & 
als gemeinsamem Vertauschungskérper. Durch ,,Erweiterung der Ver- 
tauschungskérper“ kann man dann zu einem Polynombereich ® iiber & 
mit beliebigen Vertauschungskérpern 2, iibergehen. 


Von t iibertragen sich dann die Postulate 1 bis 4 auf R. AuBerdem erweist 
sich R als ,,méglichst allgemein“ in dem friiher prazisierten Sinn. Der damals 
erwahnte Ring R* wird ringhomomorph auf rt bezogen, wenn man die offenbar 
mdgliche multiplikative Homomorphie von t,, auf das durch & und die z* 
erzeugte m. a. System entsprechend ausweitet. Nach den beiden Restklassen- 
ringbildungen wird daraus aber eine Homomorphie von R auf R*, die & 
elementweise festla8t und x, und z* einander zuordnet. 
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Nun ist nur noch zu zeigen, daB auch t die Postulate 1 bis 4 erfillt. Fir 
Postulat 1 und 2 trifft dies augenscheinlich zu, ebenso fiir Postulat 3, da der 
zu (1) analogen Summenzerlegung von t eine Zerlegung der Menge der Basis- 
elemente f,, in elementfremde Teilmengen entspricht. Ebenfalls ist Postulat 4 
trivial, wenn die a; aus &,, gewahlt sind. Es sei nun 


wo die 6;C f beziiglich P unabhangig seien. Fihren wir nach (8) eine unab- 
hangige Basis a; von Elementen aus §,, ein, so folgt 


n 
Z 1,6,=0, 
j=1 


und da der Rang der Matrix (/,;) wegen der Unabhingigkeit der 6; gleich n ist, 
sind alle G,; =0, womit Postulat 4 fiir r bewiesen ist. 


Damit ist die Existenz des Polynombereichs R dargetan, der definitions- 
gem&B die Postulate 1 bis 4 erfiillt. AuBerdem erwies er sich als allgemeinster 
Ring unter denjenigen Ringen, die Postulat 1 und 2 gehorchen, was die ab- 
strakte Fassung des Funktionscharakters seiner Elemente darstellt. 

Begriff des Grades. Wie bei kommutativen Polynomen kann man jedem 
Element F+ 0 von & eindeutig eine nicht negative ganze Zahl y(F) als Grad 
zuordnen. Es ist zweckmaBig, auch fiir F =0 die Funktion y(F) einzufihren, 
und zwar unendlich vieldeutig: Es soll y(0) gleich jeder ganzen nichtnegativen 
Zahl sein kénnen. Die Definition des Grades verlauft in 3 Stufen: 

1. Fiir die ,, Terme“. Fiir die Elemente des aus % und den Unbestimmten Z, 


erzeugten m.a. Systemis, die ,,Terme“ heiB®en sollen, ist der Grad implizit 
definiert durch 


(9) y(F -G)=y(F)+7(6), 
(10) y (z,) = 1; y(@) = 0 fir a +0, C8. 


2. Fiir homogene Elemente. , (n > 0) sei der durch die Terme des Grades n 
aufgespannte Modul. Als Folge von (9) gilt itibrigens 


(11) n° Dm = On+ m- 


Die zu einem der Moduln §, gehérigen Elemente heiBen homogen. Fiir die 
Elemente von §,, sei n als Grad definiert. 
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3. Fiir nicht homogene Elemente. Es gilt : Rist direkte Summe der Moduln §, : 
(42) R= TG,. 


Die infolgedessen eindeutig bestimmte $,-Komponente eines Elements heiBe 
sein ,,homogener Bestandteil n-ten Grades‘. Die homogenen Bestandteile 
eines Elementes verschwinden bis auf endlich viele. Der Grad des homogenen 
Bestandteils héchsten Grades von F, welcher nicht verschwindet, werde als 
Grad y(F) von F definiert. 


Den Beweis dieser Tatsachen bereiten wir vor durch folgende Definition: 
Ein zweiseitiges Idea] heiBe homogen, wenn es ein nur aus homogenen Elemen- 
ten bestehendes Erzeugendensystem besitzt. 


Wird das zweiseitige Ideal © durch die Menge ¢ erzeugt, die in die Teil- 
mengen ¢,, von homogenen Elementen des Grades n zerfallt, dann ist nach (12) 


(13) C=ReR= VEC,, wobsi6,=— FT Hie G C Ge 
i+j+k=n 
also gilt 


(14) €, = Cn, 


und die Zerlegung (13) ist ebenso wie (12) direkt. Insbesondere folgt daraus: 


Liegt ein Element F in einem homogenen Ideal, so auch alle seine homogenen - 


Bestandteile. 


Bei Restklassenbildung nach einem homogenen Ideal € iibertragt sich der 
oben skizzierte Gradbegriff von R auf = R/C, wenn als Grad einer Rest- 
klasse == € das Minimum des Grades der in der betreffenden Restklasse ent- 
haltenen Elemente definiert wird. Liegt namlich in einer Restklasse + © ein 
homogenes Element F, so hat es minimalen Grad. Denn ware F;=F mod € 
und von kleinerem Grad, so wire F als homogener Bestandteil héchsten 
Grades von F—F, ( € selbst ein Element aus ©, gegen Annahme. Also decken 
sich die Begriffe ,,homogene Restklasse vom Grad n“ bzw. ,,Term in R/C“ 
mit ,,Restklasse, die ein homogenes Element vom Grad n bzw. einen Térm 


enthalt“. Daraus folgt, daB sich alle Tatsachen iiber den Grad von Rt auf R/€ 
iibertragen. 


Greifen wir nun zuriick zur Konstruktion des Polynombereichs. In r laBt 
sich offenbar der Grad nach obiger Skizze definieren. Grad eines Terms ist 
dann die Anzahl der z,-Faktoren im ,,Wort‘. Der Ubergang zu ® vollzieht 
sich durch zweimalige Restklassenbildung nach homogenen Idealen. Also 
‘hertragt sich auch der Begriff des Grades auf R. 
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_ Die Postulate 3 und 4 bilden die Grundlage eines Verfahrens zur Ent- 
scheidung, ob ein gegebenes Element = 0 ist oder nicht. 


Erste Reduktion. Nach (4) ist 


(45) F=f+JF,, 
wo f C R und F, C Ra, R. Es gilt: 


1. Ist F=0, so folgt f= 0 und alle F,=0. 


2. Ist F homogen vom Grad n> 0, so sind es auch alle F,, und auBerdem 
ist f= 0. Ist F homogen vom Grad 0, so sind alle F, = 0. 


Zweite Reduktion. Ist F,C Rz,R, d.h. von der Form 
(16) F,= 2 bjt Fj, 


so wahle man eine ,,Basis‘‘ von beziiglich 2,-Rechtsmultiplikation unab- 
hangigen Elementen a; aus $, so daB (8) besteht mit /,;C 2,. Dann ist 


F,= 2 byt F = Zahra k a 24,2, F, 
mit 
(17) F,= 21, F;. 
Es gilt: 
1. Ist F, = 0, so sind alle F; = 0. 
2. Ist F, homogen vom Grad n, so sind alle F; homogen vom Grad n—1. 
3. Ist F, vom Grad n, so sind die F; héchstens vom Grad n—1. 


Von den Gradaussagen sei die zweitletzte als Beispiel bewiesen: Ist nim- 
lich F,; der homogene Bestandteil (n—1)-ten Grades, so ist a,x, F, der 
homogene Bestandteil n-ten Grades von F,, also =F, selbst. Wegen der 
Eindeutigkeit der F; ist F, =F, w. z. b. w. 


Wendet man die zweite Reduktion auf alle die durch die erste Reduktion 
gewonnenen F,, an, so gelangt man zu endlich vielen F, ,, die héchstens vom 
Grad n—1 sind. So fortfahrend wird schlieBlich wegen des abnehmenden 
Grades die Entscheidung, ob F+0 ist, in eine Reihe von endlich vielen Ent- 


scheidungen verlagert, die Elemente aus & betreffen. 
Zum SchluB dieses Paragraphen beweisen wir noch: 
Satzi. Ist & nullteilerfrei, so auch R. 
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Beweis. Es sei FG=0, F+0, G40, y(F)=n, y(G) =m. Dies ist zum 
Widerspruch zu fiihren. Alle diese Tatsachen bleiben aber offenbar bestehen, 
wenn F und G durch ihre homogenen Bestandteile héchsten Grades ersetzt 
werden. Deshalb sollen F und G sofort als homogen vorausgesetzt werden. 


Es sei zunachst n >0. Dann ist F = 3’ F,, wo F,, homogen vom Grad n ist 
a 
und in Rz, R liegt. Wegen FG = 5’ F, G =O sind nach Postulat 3 alle F, G=0, 
a 


wahrend nicht alle F, verschwinden. Man darf also zur Herleitung des Wider- 
spruchs F + 0 als homogen vom Grad n und als in &z, R gelegen annehmen. 
Dann ist aber F = 3’a;2z,F;, wo die a; eine unabhangige Basis bilden, die F; 
i 
homogen vom Grad n—1 sind und nicht sdimtlich verschwinden. Folglich 
ist FG=3a,z,F,G =0, also alle F;G = 0, d. h. der Widerspruch 1a8t sich 
a 
bereits mit Hilfe eines homogenen Elementes F vom Grad n—1 herleiten; 
wir diirfen somit F = f in § annehmen. 
Ist m=0, so ist GCS, also f/6+ 0, da & nullteilerfrei ist: Widerspruch. 
Fir m>0 ist G= 7G, = 0, GC, C Kz, R; also sind nicht alle G, = 0, wahrend 
a 
aus /G= SD /G,=0 folgt, daB alle /G, = 0 sind. Es sei deshalb G homogen 
vom Grad m und in &z,R gelegen. Dann ist mit einer unabhangigen Basis 
b::G = 2 br G;, wo die G; nicht samtlich = Osind, dagegen {/G = S’ fb,2,G; =0; 


da die /b; ebenfalls eine unabhangige Basis bilden, folgt hieraus, da8 samt- 
liche G; verschwinden; Widerspruch. 


§ 2. 
Die Haupteigenschaften des Polynombereichs iiber einem Kérper. 


Von jetzt an werde der Grundring & des Polynombereichs als Kérper 
vorausgesetzt. Wir bezeichnen nun auch Elemente auSerhalb & mit kleinen 
lateinischen Buchstaben. Es soll zunachst der Euklidische Algorithmus ent- 
wickelt werden in dem eingeschrankten Umfang, in dem er noch giiltig ist. 


Wir beweisen dazu den ,.Verfeinerungssatz“ fiir homogene Elemente: 


Satz 2. Ist 
(1) a-h=c.d+090 


und homogen, so ist, wenn y(a) Sy(c) ist, mit passendem e:c =ae, b =ed. 


Beweis. Ist a vom Grad 0, so folgt die Behauptung durch Multiplikation 
mit a~'. Es habe a und damit auch c positiven Grad; und es sei gemaB8 Satz 1 
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a, eine &x, R-Komponente von a, die nicht verschwindet, c, die entsprechende 
Komponente von c. Dann folgt 4,5 =c,d + 0. Denkt man sich nun a, und c, 
auf eine gemeinsame unabhangige Basis g;( & gebracht, so wird 


& 85% %qj5° 9 = Lb; Xqlq3-4 + O.~ 
i j 


wobei der Grad von a,; bzw. c,; gegeniiber a bzw. c um 1 erniedrigt ist. Jeden- 
falls ist dann fiir mindestens ein j a, 5° b =¢,;-d+0; indem man so weiter- 
schlieBt, wird der Grad von a immer mehr herabgedriickt, bis er Null geworden 


ist. Dann kann b=ed geschlossen werden. Daraus folgt aed = cd +0 oder 
c= ae. 


Setzt man die GréBen a, b, c, d in (1) nun nicht mehr als homogen voraus, 
so gibt es zwar i. a. keine GréBe e, fiir die a — ce =O ist, wohl aber kann er- 
reicht werden, daB a— ce von kleinerem Grad als c ist. 


Fir y(a) < y(c) ist dies klar mit e = 0. Es sei deshalb y(a) > y(c) voraus- 
gesetzt und @ sei der homogene Bestandteil héchsten Grads von a, entsprechend 6 
derjenige von b usw. Wegen 4b = éd+ 0 gibt es nach dem Verfeinerungssatz 
eine homogene GréBe eg mit a =eg. Dann sind a, = a— ce, und d, = d— égb 
gleich 0 oder haben kleineren Grad als a bzw. d. AuBerdem gilt a,b =cd,. 
Ist diese GréBe +0 und y(a,) noch nicht unter y(c) heruntergedriickt, so 


fahre man in gleicher Weise fort. Wegen Gradverkleinerung mu8 das Ver- 
fahren schlieBlich abbrechen. 


Dieses’ ,,Divisionsverfahren“‘ kennt man sonst — etwa fiir kommutative 
ganzrationale Funktionen einer Veranderlichen — ausgehend von einem be- 
liebigen Elementpaar a, c; ebenso in der nichtkommutativen Algebra’), z. B. 
im Ring der Differentialoperatoren einer Veranderlichen, wenn auch dabei 
noch sinngem&B6 zwischen linksseitigem und rechtsseitigem Divisionsverfahren 
zu unterscheiden ist. Hier dagegen erscheint das linksseitige Divisionsverfahren 
eingeschrankt auf Elementpaare a,c, deren zugehérige Rechtshauptideale 
einen nichtverschwindenden Durchschnitt haben: 


(2) aR AcR + 0, 


was bedeutet, daB es zwei Elemente 5, d gibt, fiir die (1) gilt. Aus (1) folgt 
dann 


(1’) c-(d—eb) = (a—ce).-b. 


3) Oystern-Orne: Formale Theorie der linearen Diff.-Gl. (4. Teil), J. r. u. angew. 
Math. 167, 2214. — Weppersurn, J. H. H.: Noncommutative domains of integrity. 
J.r. u. angew. Math. 167, 129. 7 
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Geht die Division von c in a nicht auf, d.h. ist a—ce +0, so liegt, da auch 
b +0, erneut die Voraussetzung fiir das Divisionsverfahren vor, jetzt aus- 
gehend von c und a—ce, usf., d.h. die Voraussetzung (1) reicht hin, um 
von a,c beginnend den wohlbekannten Euklidischen Algorithmus in Gang 
zu setzen. Gleichzeitig geht von den GréBen d, b, d— eb, ... ein rechtsseitiger 
Euklidischer Algorithmus aus mit denselben Quotienten e, wie sie in dem 
bei a, c beginnenden linksseitigen Euklidischen Algorithmus auftreten. Fir d 
und 6 gilt 


(2’) RoARd + 0. 


Aus der Existenz des linksseitigen bzw. rechtsseitigen Euklidischen Algorith- 
mus fiir a, c bzw. b, d, der eine Folge aus (2) bzw. (2’) oder auch aus (1) ist, 
kénnen wir dann die wohlbekannten Schliisse*) ziehen, die wir in folgendem 
Satz zusammenstellen. 


Satz3. 1. Gilt (2), so ist aR+cR—=—/R; | heiBt gréBter gemeinsamer 
Linksfaktor von a und c. Gilt (2’), so ist Rb+Rd—Rr. r heiBt gréBter 
gemeinsamer Rechtsfaktor von 6 und d. 


2. Gilt (1), so sind 6,d durch a, c bis auf einen gemeinsamen Rechtsfaktor, 
a,c durch b, d bis auf einen gemeinsamen Linksfaktor eindeutig bestimmt. 


3. Gilt (4) und haben a und c keinen gemeinsamen Linksfaktor (auB8er Ein- 
heiten), ebenso b und d keinen gemeinsamen Rechtsfaktor, so haben a und d 
gleichen Grad; desgl. b und c. 


4. Unter der Voraussetzung von 3. gibt es eine zweireihige quadratische 
invertierbare Matrix A, deren erste Zeile (a,c) ‘lautet, wahrend die zweite 
Spalte von A“ wv ist (Matrixerganzungssatz). 

d 


Beweis des Matrixerganzungssatzes : 


Geht die Division von c in a auf, d. h. ist a—ce=0, so muB c: wegen der 
Faktorfremdheit von c und a Einheit sein; ebenso ist auch 5 Einheit. Die Be- 
hauptung folgt dann aus der leicht nachzurechnenden Gleichung 


a cy! _ (0—b 
(_ |) Se (tte a 
Geht c nicht in a auf, so ist das Element in (1’)==0, ebenso wie dasjenige 
in (1); dann behauptet Satz 3, 4, wenn statt (1) die Gl. (1’) zugrunde gelegt 


wird, da8 eine Matrix A, existiert, so daB A, und A;' folgende Stellenbesetzung 
aufweisen : 
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a i c a At = (: — 


Wird dies als richtig unterstellt, so folgt die Behauptung mit A =JA,Q, 


wobei 
e 1 1 O 
( = 8 wat (-3)=2 


gesetzt ist. Dann ist namlich Q = (; a und J-! = J, und man rechnet 


sofort nach, daB A und A- die richtige Stellenbesetzung aufweisen, folglich 
die Behauptung erfiillen. 

Der Satz ist also nur als richtig zu erweisen fiir die letzten-Elementpaare in 
den beiden Elementreihen der simultan ablaufenden Euklidischen Algorithmen 
a, c,a—ce... bzw. d,b,d—eb..., Da die letzten Elemente wegen der Voraus- 
setzung der Faktorfremdheit aber Einheiten sein miissen, gilt der Satz fiir 
diese letzten Elementpaare nach dem eingangs bewiesenen Spezialfall und ist 
damit allgemein bewiesen. 


Der Matrixerganzungssatz hingt eng mit dem Begriff der ,,Gleichartigkeit“ 
von Ringelementen zusammen, den wir im Anschlu8 an den folgenden Satz 
einfiihren kénnen. 


Satz4. Ist ab =cd +0, (1), und sind 


a und c¢ links 


(3) b und d rechts 


ohne gemeinsamen Faktor. 


so gilt 
(4) R/Ra ~ R/R ad. 


Besteht umgekehrt diese Isomorphie (4), so gibt es b und c, so daB (1) und (3) 
gelten. 


Beweis. Durgh den Modulisomorphismus f—/b und nachfolgende Rest- 
klassenbildung tach Rb Rd wird, R homomorph auf Rb/Rb Rd ab- 
gebildet. Dabei geht a in die Restklasse von"ab =cd, also in Null iiber, folglich 
gehen alle Elemente von {ta in Null iiber. Ist umgekehrt g der Null zugeordnet, 
so heiBt das gb =hd, woraus gC Ra folgt, d.h. R/Ra~Rd/ROARd~ Rd+ 
Rd/Rd = R/Rd; letzteres wegen (1) und (3) auf Grund von Satz 3. 1. 


Gilt umgekehrt (4), so sei bei einer Homomorphie die Restklasse 1 mod Ra 
der Restklasse b mod Rd zugeordnet, folglich a=0 mod Ra—ab=0 mod Rd, 
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d. h. es gibt ein ¢, so daB (1) gilt. Ist e mod Ra Urbild der 1 mod Rd, d. h. 
1 = eh mod Rd, so kénnen b und d keinen gemeinsamen Rechtsfaktor haben. 
Es sei fb =0 mod Rd, d.h. f mod Ra ist Urbild der Null. Wegen der Iso- 
morphie (4) bedingt das f=0 mod Ra, dann miissen aber a und ¢ ohne ge- 
meinsamen Linksfaktor sein, d. h. es gilt auch (3). 


Nunmehr definieren wir, 


Definition. Besteht fir zwei Elemente a und d eine Isomorphie (4), so 
heiBen a und d gleichartig. 


Satz 4 besagt also, daB (1) und (3) notwendig und hinreichend dafiir sind, 
daB a und d gleichartig sind. Aus dieser begrifflichen Deutung der durch (1) 
und (3) gegebenen Beziehung von a und d ergibt sich, was wir im folgenden 
brauchen, da8 diese Beziehung eine Aquivalenz ist. Aus Satz 3, 4 und Satz 4 
in Verbindung mit der Definition folgert man 


Satz 5. Sind a und d(+ 0) gleichartig, so gibt es eine zweireihige quadratische 
invertierbare Matrix A, so daB in A links oben a steht, wahrend in A- rechts 
unten d zu stehen kommt. 


Weiter gilt 
Satz 6. Die mit einem Primelement gleichartigen Elemente sind selbst prim. 


Beweis. a und d seien gleichartig, d.h. mit passendem b,c gelten (1) 
und (3), so daB a und d gleichen Grad haben. AuBerdem sei d = d,dy. 
wo d, und d, nicht Einheiten sind. Wegen ab = cd, - d, und da b und d, 
ohne gemeinsamen Rechtsfaktor sind, haben a und cd, einen gemeinsamen 
Linksfaktor, da sonst a von gleichem Grad wie d, wire. Als Primelement 
ist a selbst dieser Linksfaktor, d.h. ab, = cd,, woraus y(a)< y(d) folgte. 
Widerspruch. 


Hiernach kann die Eindeutigkeit der Primelementzerlegung’*) eines Elements 
, bis auf gleichartige“ bewiesen werden. Wir gehen hierauf nicht ein, sondern 
stellen noch einige Tatsachen fest, die im letzten § gebraucht werden. 

Fiir a+ 0 werde unter %, die Gesamtheit der Elemente v verstanden, fiir 
die mit passenden v*, a.v = v*.a gilt. 

%, ist ein Unterring von R, der die Eins enthalt. Durchlauft v den Ring &,. 
so durchlauft »*, das durch a und v eindeutig definiert wird, einen Ring B*. 
Die Zuordnung v—>v* stiftet eine Ringisomorphie von &, und B*. Ra ist 
zweiseitiges Ideal von %,, dem bei der Isomorphie v—v* das zweiseitige 
Ideal aR von BF entspricht. B,/Ra—€, hei®t Eigenring von a. Es gilt 
B,/Ra~ BP /aKR. 


*) Die Moglichkeit einer Zerlegung in endlich viele Primfaktoren folgt wie im Kom- 
mutativen aus Gradgriinden. 
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Satz 7. Ist p prim, so ist der Eigenring €, (Schief-) Korper; er hei8t dann 
Eigenkérper von p. 


Es ist zu zeigen, da8 alle Elemente von ©, auBer der Null invertierbar sind, 
daB es also zu jedem v 0 mod R paus B, einw C B, mituw=wu=1modRp 
gibt. Fir vC B, gilt mit passendem v*: p-v =v* p. Wegen v 0 mod Rp 
enthalt v p nicht als Rechtsfaktor, ebenso ist p nicht Linksfaktor von v*. 
Denn wire v*=pt, so folgte pu =ptp, v=tpCRp gegen Voraussetzung. 
Unter diesen Umstanden gibt es nach dem Matrixerganzungssatz eine inver- 
tierbare Matrix A, so daB A und A-* die Stellenbesetzung 


A= (a) = (? ie ), At = (by) =(' °) 


aufweisen. Wir beachten die Relationen 
bay Gy + bag%q3 =9, yy yg + Gggbgg = 1, 54344 + Oi94q = 1. 


Darin ist a4; = bg, =p, 43 =—v*, b,. =v. Setzt man noch a,, =, so besagt 
die erste der drei Matrixrelationen, pw =— b,, p, daB w ein Element aus &. ist. 
Die beiden anderen Relationen ergeben wv = vw =1 mod Kp. Damit ist die 
Behauptung bewiesen. 


Auf diesem Satz beruht die folgende Normjerung, die fiir den letzten § 
grundlegend ist: g bedeute ein Primelement oder die Null, und es seien endlich 
viele Elemente by, ... b;, ... bj, vorgegeben. Wir wollen ,,die b, mod (gR + ® p) 
bzgl. €,, -Rechtsmultiplikation normieren“. 


Unter M werde der Modul M=6,-B,+---+5,,-B,+qR+Rp, unter N 
der Modul % = gR + Rp verstanden. ‘m, , folglich ¢ auch M/N sind B,,-Rechts- 
moduln. Da fiir ein beliebiges cC M, c-Rp =O mod MN gilt, ist MN sogar 
B%,/Rp =E,-Rechtsmodul. Als Kérpermodul aber, der durch die endlich 
vielen Elemente 6; mod  erzeugt wird, ist I/M direkte Summe endlich 
vieler einfacher Kérpermoduln a,%,, mod MN, i=1, ..., wobei iibrigens die a; 
aus der Menge 6, gewahit werden kénnen. Mithin gelten bei passenden », ;C &,, 
die Kongruenzen 


(5) b; = B'a,-v,; mod (gh + Rp), j = so ae 


Wir fassen zusammen: Es sei p prim, q bedeute ein Primelement oder die 
Null; endlich viele 5; (j=1,...m) seien gegeben; dann gibt es n (Sm), bei 
€,-Rechtsmultiplikation mod (q+ Rp) unabhangige GréBen a; derart, dab 
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mit passendem v,; ( B, die Kongruenzen (5) gelten. Die Unabhangigkeit der a; 
bedeutet dabei, da fir », CB, ¥'a,v, = 0 mod (9 + Rp) nur dann erfullt 
i=1 


sein kann, wenn alle v,; sogar in Rp liegen. 


SchlieBlich bendtigen wir noch: 1.) Rp -~gR=qRp, wenn p und q prim 
sind, aber nicht gleichartig. 2.) Rp ~pR= By p= p%,. 


Beweis. 1. gRpCRp-vgR. Umgekehrt: Ein Element aus Rp -~ qh, 
qga=bp, liegt in g Rp, wenn p Rechtsfaktor von a oder g Linksfaktor von d ist. 
Trafe beides nicht zu, so waren p und gq gleichartig gegen Voraussetzung. 


2. pR, = BI-pCpRARp. Umgekehrt: Aus pa=bp folgt 2CB,y d. h. 
Rp PRC pB,. 


§ 3. 
Voller Quotientenring des Polynombereichs. 


In der kommutativen Algebra la8t sich der Begriff der ganzrationalen 
Funktion verallgemeinern zu dem der (gebrochen) rationalen Funktion, der 
Polynombereich also einbetten in einen Quotientenkérper. In diesem letzten 
Paragraphen soll diese Frage fiir den nichtkommutativen Polynombereich R 
angeschnitten und einer Teillésung zugefiihrt werden. Wir werden namlich 
zeigen, da® der aus R durch: Adjunktion der Inversen sdmtlicher Elemente 
von & entstehende ,,volle Quotientenring* © existiert. O ist vermutlich kein 
Koiper. Wir lassen diese Frage jedoch unentschieden, ebenso wie die Frage 
der Eindeutigkeit. Es ist jedoch auf Grund der Konstruktion unmitcelbar 
klar, da8 der von uns konstruierte Quotientenring © der allgemeinste unter 
den etwa sonst noch vorhandenen ,,spezielleren“ vollen Quotientenringen ist. 
Die Zusatzforderung gréBtméglicher Allgemeinheit bestimmt ihn bis auf 
Isomorphie eindeutig. 


Wir beweisen zunachst 


Satz 8. Es sei ©’ ein Oberring von R, der das Inverse eines Eiements a 
aus R enthalt. Ist a in R gleichartig zu dem Element 5 aus ff, so enthalt 0’ 
auch das Inverse des Elements bd. 


Beweis. Ist a gleichartig zu 5, so besteht mit a=a,,, b =b,, eine Matrix- 
gleichung A- B= B- A =E, wo die Elemente der Matrizen A =(a;,), B =(0;,) 
in R liegen. Setzen wir im Augenblick die Existenz von b-* schon voraus, so 
ergeben sich aus den in A- B=E steckenden Relationen 


(1) yy yg + Gyqbgg=0, yy yp + Gygbgg = 1 
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die Gleichungen 


bygbsa = — Aj} G49, 455 = Ggg + yy dy9b35 


und daraus 
(1’) b-} = by) = gg — yy 07} Aye. 


Ohne die Existenz von b-? vorauszusetzen, schlieBen wir, die rechte Seite 
der Formel (1’) gleich 6’ gesetzt, auf Grund der Relationen (1) 


b’ b =D’ bag = (gg bag + gy yp) — yy Oy} (043549 + M9599) = 1. 


Ebenso, nur mit Hilfe zweier Relationen aus B- A =E, erkennt man b.b’ =1, 
d.h. 5’ ist invers zu b und liegt in ©’. Damit ist Satz 8 bewiesen. 


Definition. Ein Oberring von ®, der die Inversen simtlicher Elemente 
von ® umfa8t und von ihnen iiber R erzeugt wird, heiBe voller Quotienten- 
ring von &. 


Nun durchlaufe p,, p, ... p,--- ein volistandiges System ungleichartiger 
Primelemente von §R, d.h. ein beliebiges Primelement aus R sei zu einem 
und nur einem p, gleichartig. Dann wird nach Satz 8 ein voller Quotienten- 
ring ©/ von ® bereits durch die Inversen p;' iiber R erzeugt. 


Im folgenden sei das vollstandige System ungleichartiger Primelemente p, 
fest gewahlt und alle vorkommenden Primelemente p,q ... aus ihm genommen. 
Wir ordnen jedem p, eine Unbestimmte P, zu und bilden den Polynom- 
bereich G=R[... P,...] mit dem Primkérper P aus R als gemeinsamem 
Vertauschungsk6rper fiir alle P,. Durch Zufiigung der Relationen p, P,—1 =0, 
P,p,—1=0, oder, was dasselbe bedeutet, durch Restklassenbildung nach 
dem durch die p,P,—1 und P,p,—1 erzeugten zweiseitigen Ideal © 
erhalt man einen vollen Quotientenring © = G/é dann und nur dann, wenn R 
durch die neven Relationen in seiner Struktur nicht beeintrachtigt wird. 
d. h. wenn 


(2) CAR=0 


ist. Dies ist zu zeigen. 
©, sei die Gesamtheit der Elemente mit einem Grad </ in den P,. Es ist 


(3) R= S,C 6, C.--6,C S4,--- CS, 


wobei © die Vereinigungsmenge der ©, ist. Ebenso wie © durch die ©. 
schépfen wir © durch gewisse Moduln ©, aus: 
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(4) 0=€,¢C€,c...C€,C@., C..-. 
Dabei ist ©, rekursiv definiert durch die Formel 

(4') ©, =€,6,,+6,6,, far i>1. 
€, baut sich folgendermaBen auf: 


6) G=LD,, D,=RD, mit D = Y (vo P— Pvo*) RK + (Pp—1)R. 
p v 


Dabei sind die Summen » iiber alle p aus dem System der p,, bzw. iiber alle 
v C &,, zu erstrecken. Offenbar ist 


(6) €,c 6. 


Ebenso findet man leicht, daB €=6€,S ist und auBerdem, daB € Ver- 
einigungsmenge der ©, ist. Wir behaupten fiir 1] >0 


(7) G10 S = €. 


In dem Nachweis dieser Tatsache wird die Hauptschwierigkeit liegen. Zuvor 
wollen wir zeigen, daB daraus 


(8) CA S,=¢,, 


fiir 1=0 also die Behauptung (2) folgt. 

Ein CCEAG, liegt in einem €,,(20). m sei méglichst klein gewahlt. 
Aus m >1 +1 ergiabe sich nach (7) CC €,, AG,,_, =©,,_, gegen die Minimal- 
eigenschaft von m. Also ist m< 1, €~ S, C ©, und wegen (6) = €,. 

Um eine vollstandige Induktion zu erméglichen, mu8 der Nachweis von (7) 
mit dem Beweis von 


(9) C,4.1509S,41+5) = 9€,.,+€,+ (¢Q—1)S6, 


gekoppelt werden, wo qg ein Primelement aus dem System der p,, Q die g zu- 
geordnete Unbestimmte bedeutet. Indem wir g=0 zulassen — unter gq@—1 
dann die Null verstanden — begreifen wir in (9) auch (7) ein. Da der links 
stehende Modul den rechts stehenden umfa8t, geniigt es, das Enthaltensein 
zu zeigen. 

Wir schicken einige Hilfssaétze voraus. Wir erinnern an die Definition von 
2,, und Dj, in (5). 

Hilfssatz 2. 1. D, und D) =R (p P—1)R sind R-Doppelmoduln, D,, ist 
R-Rechts-. aber nur ¥,-Linksmodul. 
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2. D> D, > D> RpD. 
3. B*(pP—1)R C(pP—1) R + pD,. 


Beweis. 1. D, und D, sind nach Definition R-Doppelmoduln, auBerdem 
ist klar, daB D, R- Rechtsmodul ist. Es seien v, w Elemente aus &,. Dann ist 


w(vP—Pv*) = (wv P— Pw* v*) — (w P— Pw*) v*; 


w(Pp—1) = (w P— Pw*)p+(Pp—1)w, 


d.h. aber: D, ist B,-Linksmodul. 
2. D,)D,, nach Definition in (5). D, ) D, folgt aus 


a(pP—1) = (ap P— Ppa) + (Pp—\l)a. 
SchlieBlich mu8 noch pD, C D,, bewiesen werden. Dies ergibt sich aus 
p(v P— Pv*) = v*(p P—1) — (p P—1)v*; p(Pp—1) = (pP—1)p. 


3. v*(pP—1) = (pP—1)v* + p(vuP— Pv*). 


Hilfssatz 3. Es durchlaufe a, eine €,-Rechtsbasis von R/gR +Rp; 
1, v; eine P-Basis von €, = B,/Rp; 6,p eine P-Basis von Rp/Rp > gh. 
Dann durchlauft a,, a, 0;, ba? eine P-Basis von R/gR. - 

Bemerkung. Bei den GrdBen a,, v;, b,, die noch von p abhangen, ist der 
Index p unterdriickt. Sie bilden die Basen von Kérpermoduln. Ihre Existenz 
ist gesichert, wenn §R woblgeordnet werden kann. Die folgenden Uberlegungen 
gelten jedoch auch ohne eine solche Einschrankung. Es kommt namlich 
darauf an, endlich viele Elemente eines solchen Moduls durch eine gemeinsame 
Basis mit Rechtskoeffizienten aus dem betreffenden’ Kérper darzustellen. 
Dazu reichen endlich viele BasisgréBen aus. Obwohl die darzustellenden 
GréBen nicht von vornherein alle zur Auswahl einer geeigneten Basis zur Ver- 
fiigung stehen, ist es doch stets méglich, eine vorhandene Basis so zu er- 
ganzen, da8 mit ihr auch neu auftretende GréBen dargestellt werden kénnen. 


Beweis. R/gR+Rp ist direkte Summe der a,€,, besitzt demnach die 
Basis a,, a, v;. Die Restklassen von gR +R p/qR wenden ‘durch R p mod g RAR p 
dargestellt, also ist 6, p auch Basis von gR +R p/qh. 


Hilfssatz 4. Unter den Voraussetzungen von Hilfssatz 3 ist 
(10) a,*(Pp—|), a; +(v; P—Pv7), b,* (pP—1), 


wozu im Fall g=p noch p P—41 tritt, ein Erzeugendensystem von D, / ¢®,,. 
als %-Rechtsmodul aufgefaBt. 
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Beweis. Es ist R= _)'a,B,+Rp+qR. Multipliziert man diese Modul- 
gleichung rechts mit D,,, so erhalt man nach Hilfssatz 2D, =—RD, = a, D, + 
Di +¢D,. Da 1,v,; eine P-Basis von B,/Rp durchlauft, gilt fir oC B, mit 
GréBen oo, e, CP und uC® 


v = pot 2'0;0; + UP; V* = Po + LV; -p; + pu; 
v P— Po* =X (v, P — Po;) p;--(Pp—!) u+u (p P—4). 


Demnach ist a,(Pp—1), a,(v,;P— Pv) ein Erzeugendensystem von D,/D, 
+ qD,- Um ein Erzeugendensystem fiir D, +qD,/qD, zu gewinnen, unter- 
scheiden wir zwei Fille: 

1. Fir g=+p ist nach der SchluBbemerkung des vorigen Paragraphen 
RpavnqgR=qRp, weil g und p ungleichartig sind. Dies bleibt bestehen fiir 
q=0. Da bp P-Basis von Rp/Rp rq ist, so ist b, P-Basis von R/gR. 
b,(p P—A) Erzeugendensystem von D)/qD, und damit von D, +9D,/q2,. 

2. Fir g=p ist Rp \pR= BF p, b, also Basis von R/VF und b,(p P—1) 
Erzeugendensystem von D,/Bs (p P—1)®; nach Hilfssatz 2, 3 erzeugen also 
b,(pP—1) und (p P—1) den Modul Di +pD, mod p®,. Damit ist Hilfs- 
satz 4 bewiesen. 

Hilfssatz 5. Ein Element C aus R PG, laBt sich mod (D,€,+9€,,, +) 
in der Form C= 3’a, PC; mit C, C ©, darstellen. 

Beweis. Nach Hilfssatz 3 ist 


C= a, PC, + La,v,PC;+ Yb, p PC, mod (gC,,, +6) 
mit C). C;;, Cy C ©; folglich 
C= Sa,P-(C; + Lovj7 C,;) + Dd 4,(v, P—Pvj)C,;+ 
> >, (p P—1) Cy mod (gE,,, +). 
Da die beiden letzten Summen in D,¢, liegen, ist mit C; C ©, 


(14) C= La, PC, mod (D,6,+96,,,+€). 


Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zum Beweis der Behauptung (9) 
liber. Sie ist richtig fir 1 = —1, wenn ©_, = 0, €_, = 0 gerechnet werden: 
G rq So => q&>, da C, = 0 ist. 

Es sei nun />0 und die Behauptung fiir kleinere / als das betrachtete als 
richtig angenommen. Ein Element C ( €,, , sei gegeben. Dann ist 
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(12) C= SC, mod G,, 
Pp 


wobei fiir jedes C,, nach (4) und (5) 

(13) C,=C,+C, mit C,CRPC,, C,C DS, 
ist. Nach Hilfssatz 5 darf C, in der Form 

(14) C,= La, PC; mod (gE, ,., +€,) mit C,C C, 


angenommen werden, wenn wir die in den Teilmodul D, ©, der Kongruenz (11) 
eingehenden GrdBen zu C, schlagen. Fir C, CD, ©, finden wir nach Hilfssatz 4 


Cy = Ya,(Pp—s) A,+ La, (v; P—Pv}) Aj; +, (p P—1) B, + 


(15 : @ 
(tS) 6, (p P—1) B mod (gG,,,+,) mit A;, A,;, B,, BC S,. 


Dabei ist das Symbol a, ,, folgendermafen definiert : 


o,, = 1 fir g =p und =0 sonst. 


Insgesamt ist somit 


(16) C, = La, PC, + Sa,(Pp—t) A; +24, (v; P—Pv}) Aj; 
+b, (p P—1) B,+0,,(p P—1) B mod (96, , + ©) 
mit den unter (14) und (15) angegebenen Nebenbedingungen. 
Nunmehr liege C in dem Modul ¢©,,, + ©,; dann auch alle C,; also wird, 
wenn wir noch beachten, da8 der mit o,,, behaftete Ausdruck in ¢6,,,+ 6, 
liegt, 


(17,) A, ;, = B, =C,+pA,— Lv; A,;=0 mod ©,_,; 
also auch 
(473) C,+ pA, =0 mod G,_,, 


d.h. C,C pS,+6,,06, nach Induktionsvoraussetzung (: pC, +€,_, 
+(pP—1)6,_,. Mit passenden Groen 


(18) C; CG, DCG y 
erhalt man also 


(19) C;= pC, + (p P—1) D; mod ©,_,. 
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Fiihren wir (17,) und (19) in (16) ein, so ist nach kurzer Zischenrechnung 
(20) C, =La,(Pp—1) (C,+A,+ PD) +o,,(pP—1) B mod (gE,,,+€). 


Betrachten wir auch diese Kongruenz mod (¢6,, , + ©,), so sieht man, dab 
p(C, + A,+ PD,) und damit C;+A,;+ PD, in S,_, liegen folglich 


(21) C, =6,,(pP—1)B mod (q€,,,+€) 


nur fir p=g nicht Null ist, 


, 


und da a, , 
(22) C = (qQ@—1)B mod (g€,,, + ©), 
d.h., da C beliebig aus ©,., ~(¢S,,,;+ ©, gewahit war. 
G1 A09Si41 + Sp) C 9G. +E, 4+-(9OE—N E,. 
Das Umgekehrte ist evident, damit ist die Behauptung (9), folglich auch (7) 


(8) und (2) erwiesen. (2) war aber notwendig und hinreichend fiir die Existenz 
des vollen Quotientenrings. 


(Eingegangen am 1.Oktober 1943.) 








Uber die Aquivalenz indefiniter mit definiten 
isoperimetrischen Variationsproblemen. 


Von 


WiLeELM DaMKOHLER in Jena. 


Einleitung. In einer vorangehenden Arbeit") wurde die Aquivalenztheorie 
indefiniter mit definiten Variationsproblemen dargestellt, soweit sie den Fall 
des durch Zusatzbedingungen nicht gebundenen ,,freien“* und des Lagrange- 
schen Variationsproblems mit Differentialgleichungen bzw. -ungleichungen als 
Nebenbedingungen betrifft. Die dort befolgte Methode soll in vorliegender Arbeit 
auf den Fall des isoperimetrischen Problems iibertragen werden. Da aber beim 
freien bzw. Lagrangeschen Problem der natiirliche Ausgangspunkt der Betrach- 
tungen das einzelne ,,erlaubte‘‘ Linienelement z der Integrationskurve ist und 
dem entsprechend der Begriff des ,,ZulaissigkeitsmaBes* einer Kurve vor- 
herrscht, startet die Theorie des isoperimetrischen Problems zweckmAabBiger- 
weise von den ,,Nebenbedingungen“ fe, (z, )dt aus. Dadurch riickt hier 
der Begriff des ,,Definitheitscharakters“ in den Vordergrund. So erklaren sich 
die Unterschiede in der 4uBeren Erscheinungsform der erhaltenen Satze. 

§ 1. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. In einem Gebiet 8 des Raumes 
der x = (2, %, ... %,) sei fiir alle Richtungen — = (€,,&», ... &,) eime Funk- 
tion F (x, &) gegeben, die in den & positiv homogen erster Ordnung ist, d. h. 
F (z,h€) =h. F (x, &), h > 0, erfiillt, und die Eigenschaft hat, daB fiir alle 
rektifizierbaren Kurvenbégen (= Wege) y in % die Integrale fr (x, x) dt exi- 

Y 





stieren. |&| bezeichne den Betrag des Vektors &, d. h. |€| = Ve +e +B. 
Fiir |& | = 1 sei F (z,&) im kleinen nach oben beschrankt. In © sei ferner 
eine Kurvenklasse & mit folgenden Eigenschaften gegeben: 1. Zwischen je 
zwei Punkten x, und z, aus © gibt es in & eine Kurve y, welche von z, nach 
%, fihrt. 2. Sind y, und-y, zwei mit Durchlaufungssinn versehene Kurven 
aus & und fallt der Endpunkt von y, mit dem Anfangspunkt von y, zusam- 
men, so liegt auch die Zusammensetzung y, + yz, = Y3 in &. 3. Zu jedem 
Punktepaare (z,, z,) aus 8 gibt es in & eine orientierte von x, nach 2, fiihrende 





1) Damxéuter-Hopr: Uber einige Eigenschaften von Kurvenintegralen und iiber 
die Aquivalenz von indefiniten mit definiten Variationsproblemen. Math. Ann. 120 
(1947) 8. 12—20. 
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Kurve C, ,,, deren Lange |C,.,| zum Sehnenabstand | z,—2,| ihrer 
beiden Endpunkte in einem nach oben gleichmaSig beschrankten Verhaltnis 


\Cxxl < K steht. Dann gilt folgendes 


|2— 2a] 
Lemma. Sind fiir irgendwelche Wege y der Klasse 8, die von dem festen 
x 
Punkt x, nach dem festen Punkt 2, fiihren, die Integral | F (z,z) dt nach 
x 
Y 
unten gleichmaBig beschrdnkt, so gibt es eine stetige eindeutige, im kleinen Lip- 
schitz-beschrankte Funktion f{ (x) derart, da fiir jedes Punktepaar (z,, x,) und 
jeden zwischen ihm verlaufenden Weg y aus & 


Xe 
(1.1) J F (a, x) dt + f (x_) —f (x,) > 0 


ist. 
Beweis. Wir setzen 


Xe 
(4.2) u. (x, Z,) = untere Grenze if _F (x, 2) dt 
vce x 
Y 


auf der Gesamtheit aller rektifizierbaren Wege y aus &, welche von z, nach 
2, fihren. Fiir das feste vorgegebene Punktepaar (2,, 24) sei u (x,, Z_) endlich. 
Ist (xg, Z,) ein beliebiges Punktepaar, so hat man 


ea, Xs 7x4 Xe 
(4.3) f Par Fat+ | Patt [ F dt >w (x, 2). 
1 xy . 


xX x xX 


Nun halten wir die Wege, welche innerhalb & z, mit z, und ebenso z, mit z, 
verbinden, fest, variieren aber die Wege zwischen z, und z, in &. Dann folgt 
aus (1.3) die Endlichkeit von pu (x5, z,). Ebenso folgt aus der Definitions- 
gleichung (1.2) die Ungleichung 


(1.4) (x, Z3) <p (2, Z_) + w (Ze, Z)- 
Wahlen wir nun innerhalb $ einen Punkt z, beliebig aus und setzen 
(1.5) f(z) =p (2, 2), 


so hat die so definierte Funktion f (x) wegen (1.2) und (1.4) die Eigenschaft 


x . 
(1.6) {) —f ty) <u (nan) < [ F (x,, x) dt 


x 


Y 
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fiir jeden der Klasse & angehérigen Weg y zwischen z, und 4. In Verbindung 
mit der Eigenschaft 3. der Klasse & folgt hieraus das behauptete Lemma. 


§ 2. Nun sei R der Raum der x = (2,, 23, ... z,). In einem Gebiete & des 
Raumes § seien m + 1 Funktionen 


(2.4) F (2,8) Gy (z,&) (a’ = 4,2, ... m) 
gegeben, die dort fiir alle Richtungen — = (€,, &; .-.&,) definiert seien, in 


den & positiv homogen erster Ordnung sind und die Eigenschaft haben, daB 
fiir jeden rektifizierbaren Weg y aus @ die Integrale 


(2.2) f Fe, z) dt, f Gy, (x, 2) dt 
Y Y 


alle existieren. Fiir |& | = 4 seien F (x, &) und die G,, (x, &) im kleinen nach 
oben beschrankt. Es bezeichne ferner I (y,,) = T' (y;, yg, --- Y¥,) im Raume 
der y,, eine konvexe Funktion ,,mit Mittelpunkt‘*), welche die Bedingungen 


1.TYy,)>0 , Py.) =0 nur fir y, = y, = ys =--- =y, =9 
T (hy) =h-T yy) fiir h > 0 (pos. Homogenitat) 
(2.3); 2. T(—y,) = (+ y,) (Spiegelsymmetrie in bezug auf den 
Nullpunkt y, = yg =- - - =Y¥m = 9) 
| 3. Puy + vy) <T (uy) + T (vo, 





erfiillt. Wir nennen ,,Definitheitscharakter“‘ y der Funktion F (z, 2) beziiglich 
der Nebenbedingungen G,, (x, z) die 


$ F(z, 2) dt 


en = 
(2.4) untere Geese = § Gx te, ii x 
c 


auf der Menge aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven c des Bereiches £%. 
Dann gilt der 


Satz 1. Die notwendige und hinréichende Bedingung dafiir, dag es eine ein- 
deutige stetige und im kleinen . Lipschitz*beschrinkte Funktion f (x|y,,) des 
Punktes x aus © und der m Parameter y,, gibt, so daB fiir alle Wege y zwischen 
den Punkten x, und 2, welche den m Nebenbedingungen 


*) Die definierenden Relationen (2, 3) haben zur Folge, daB die Flachen I'(ya’) = 
const. im Raume. der yg eine homothetische Schar konvexer Flachen um ihren 
Symmetriepunkt-Mittelpunkt als Ahnlichkeitszentrum darstellen. 
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Xs 
(2.5) J G,(z,z)dt=L,, (a’ = 1,2, ... m) 
7 si 
geniigen, die Ungleichungen 
| 
(2.6) [2 Pex dae + fay | Le) fle |0) 20 
™ 


Y 


erfiillt sind, besteht darin, daB der Definitheitscharakter y der Funktion F (x, x) 
beziiglich der Nebenbedingungen G.,,, (x, x) endlich ist. 


Beweis: 1. Die Bedingung ist hinreichend: Wir kénnen uns hierbei ohne 
Verlust an Allgemeinheit auf den Fall 7% < 0 beschranken, da F(z, z) fir y >0 
selbst schon einem positiv semidefiniten Variationsproblem gleichwertig ist, 
also (2.6) ohne Riicksicht auf irgendwelche Gleichungen (2.5) mit einem von 
den Parametern y,, freien f (x) gilt. Wir fihren einen Hilfsraum § ein, indem 
wir iiber dem Raum ® der 2,, zg, ... x, orthogonal einen Raum ¥) der y,, = 
(Yi, Ya -+ + Ym) errichten und den Punkten von die Koordinaten z* = (z, y,,) 
geben. Jedem Wege y des Raumes & der x ordnen wir einen Weg y* des Hilfs- 
raymes § zu durch die Vorschrift 


(2.7) Yor = Gy (x, 2) 


und: daB die Projektion von y* auf R die Kurve ¥ liefern soll. Die so in durch 
(2.7) bestimmten Linienelemente z* = (z,¥,,) sollen ,,erlaubt’ heiBen. 
@ (z*, 2*) sei die charakteristische Funktion dieser erlaubten Linienelemente 
in §, d. h. = 1 fiir die erlaubten, und = 0 fiir die verbotenen Richtungen z*. 
Wie leicht einzusehen, hat ¢ bei festgehaltener Richtung z* in allen Punkten z* 
mit derselben R-Projektion den nimlichen Wert. Als Kurvenklasse & (§ 1) 
wird in © festgesetzt:-Jede Kurve y aus & besteht aus endlich vielen zusam- 
menhangenden Teilbégen,- deren Linienelemente entweder im Sinne von (2. 7) 
alle erlaubt sind, oder aber die vollstandig in dem zu ® orthogonalen Teilraum 
¥) verlaufen. Als Funktion betrachten wir in $ den Ausdruck 


(2.8) F* = F (x, 2) — x - (i— 9 (x*, 2*))- Ty.) - 


Fiir jede geschlossene Kurve ¢ aus & mit der (ebenfalls geschlossenen) Projek- 
tion c auf den Grundraum §& der z ist aber 


f Fedt= $ F(z, 2) dt—y. f T' (y,) dt > 
(2.9) e ; é 


> § Par— x. (§ cyan 
c c 





Aquivalenz isoperimetrischer Variationszrobleme. 301 


denn man kann ohne Anderung des Integralwertes ¢ dahingehend abandern, 
da8 man von einem willkirlich auf einem erlaubten Linienelement der Kurve 
¢ gewahiten Anfangepunkt aus zuerst alle erlaubten Linienelemente der Kurve ¢ 
aneinanderreiht - das gibt einen Teilbogen c* - und dann daran die Kurve ¢ 
ansetzt, die durch Aneinanderreihen aller noch iibriggebliebenen dem Ortho- 
gonairaum ¥) angehdrigen Linienelemente entsteht. Auf c* ist p = 1, also liefert 
nur der erste Summand (2.8) einen Beitrag zum Integral. Auf ¢ ist F =0 
und @ = 0, also tragt nur der zweite Summand aus (2.8) etwas zum Integral 
(2.9) bei. Die Konvexitat (2, 3) von T (y,,) hat aber 


froraee r(g Gu at) 


zur Folge, und auBerdem war 7 < 0 vorausgesetzt. - Also gilt wegen (2.4) 
fiir alle Kurven ¢ aus & in § 


F*>0. 


ri t@s 


Nach dem Lemma des § 1 existiert daher eine eindeutige-stetige und im kleinen 
Lipschitz-beschrankte Funktion f(z*) in §, mit welcher fiir jeden von 2f 
nach 2} fiihrenden Weg 7 aus & die Ungleichung 


(2.10) f° F* dt + f (x3) —f (xj) >0 


Y 


besteht; denn die Lipschitzseschranktheit der Funktion f (z*) ist sicher- 
gestellt, weil es in unserer Kurvenklasse & eine der Eigenschaft 3. (§ 1) genii- 
gende Kurve C,, ,, wirklich gibt. Cz, ,, gewinnt man etwa dadurch, dab 
man iiber der geradlinigen Sehne y zwischen den Punkten 2,, x, (= den Pro- 
jektionen der Punkte zf, 2} aus auf R) gemaB (2.7) die in z{ beginnende 
Kurve y* konstruiert, und sie itiber z, langs der’ Projektionsgeraden in den 
Punkt z$ hinein fortfiihrt. - Nimmt man nunmehr im Gebiete @ des Raumes 
R irgend zwei Punkte z, und z, und verbindet sie durch einen beliebigen (2. 5) 
erfiillenden Weg, so entspricht ihm im Hilfsraum  gema6 (2.7) eine Kurve y*, 
die vom Punkte zf = (2,,y,,=0) zum Punkte 2} = (z,,y,, = L,,) fihrt 
und ausschlieBlich aus lauter erlaubten Linienelementen besteht. Macht man 
dazu noch in f(z*) =f (z|y,-) die beiden Variablenreihen der z und y,, 
sichtbar und beachtet, da fiir die erlaubten Linienelemente F* = F ist, so 
ist (2.10) mit der Aussage (2.6) des Satzes 1. identisch. 
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2. Die Bedingung ist notwendig: Aus (2. 6) folgt fiir jede geschlossene Kurve c 
aus @ 


$ F dt I (| $ Ge de) —4(24| 0) 
c = c > 0, 


P ($ Ge a) ts F ($ Gu ae) . 





- 99m 


(2.44) 


worin 2, ein beliebiger auf c gewahlter Anfangs-Endpunkt der geschlossenen 
Kurve c ist. Da f (x | y,,) in beiden Variablenreihen der x und y,, Lipschitz- 
beschrankt ist, so ist das zweite Glied links in (2. 11) absolut genommen gleich- 
maBig beschrankt fiir alle Kurvenc. Daraus folgt die Endlichkeit des Definjt- 
heitscharakters y. 


Anmerkung 1. Die Beweisfiihrung la8t erkennen, da8 die Funktion f (z | y,,) 
des Satzes 1. iiber (2.6) hinaus noch die weitere Ungleichung 


(2.12) [PF cadet faalhe + L0 —f(a,|h,) > 0 


x 
y 


fur jeden Satz von m beliebigen Konstanten h,, erfiillt. Man braucht namlich 
hierzu bloB zu beachten, da8 im Hilfsraum § die der Kurve y zugeordnete 
Hilfskurve y* statt zwischen dem Punktepaar z¥ = (z,,y,, = 9), 73 = (22, 
yy =L,) ebensogut als zwischen dem Punktepaar z; =(z,, y,, =h,,), 
zy = (xq, y,, = h, + L,) verlaufend angesetzt werden darf. 


Anmerkung 2. Will man auf der rechten Seite der Ungleichungen (2.6) an 
Stelle der Null einen Ausdruck der Form 


x 
m-f \a| dt 
x 
Y 


stehen haben, so hat man nur F (z, z) durch F (z, z) —m|z|zu ersetzen 
und hierin fiir m die obere Grenze derjenigen Zahlen zu nehmen, fiir welche der 
mit der Funktion F--m|z| bestimmte Definitheitscharakter endlich ausfallt. 


§ 3. Es soll nun der Defihitheitscharakter y in Zusammenhang gebracht 
werden mit dem Verhalten des Integrals f F (zx, z) dt auf Kurven y, die ,,iiber- 


Y 


wiegend™ die Nebenbedingungen 


(3.4) f Gotz, z)dt—L,=0 
Y 
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erfiillen. Dieses ,,iiberwiegend‘‘ wird durch den Begriff des ZulassigkeitsmaBes 
der Kurve y scharfer erfaBt. Es sei H (xz, &) > 0 eine in den & = (€,, Es, ... ©) 
von der ersten Ordnung positiv homogene Funktion (H (z, h- &) = h. H (zx, &). 
h> 0) des Punktes + = (2,, Zq, ... Z,,) aus G, fiir welche fiir alle rektifizier- 


baren Kurven y die Integrale f H (z, x) dt existieren. Als Zuldssigkeitsmaf der 
Y 


Kurve y hinsichtlich der Bedingungen (3.1) definieren wir dann den Wert des 
Quotienten 


f Hat 





3.2 s L.) = —— Z ° 
as le) f Hat+ P (J Gudt— Le) 
Y Y 


Es ist immer 0 < z (y | L,,) < 1. z(y| Z,,) nahezu = 1 bedeutet das ,,iiber- 
wiegende“ Erfiilltsein der Gleichung (3. 1) im Verhaltnis zu der durch f H dt ge- 
Y 


messenen ,,Gesamtlange“ der Kurve y. Die Briicke zwischen dem Definitheits- 
charakter y und dem Zuladssigkeitsma8 z (y | L,,) bildet der Begriff der ,,Riick- 
kehrchance“’. Darunter verstehen wir die obere Grenze der ZulassigkeitsmaBe 
z(c | 0) auf der Gesamtheit aller geschlossenen rektifizierbaren Kurven ¢ aus 
@. Ahnlich wie das ZulassigkeitsmaB z (y | L,,) ein MaB fir das , tiberwiegende“ 
Erfiilltsein der Bedingungen (3.1) auf der einzelnen Kurve y darstellt, ist die 
Riickkehrchance ein MaB dafiir, wie gut iiberhaupt auf geschlossenen Kurven ¢ 
aus & gleichzeitig alle absoluten Betrage $ G,, dt | im Verhaltnis zu der ,,Ge- 
c 





samtlange‘ $ H dt zu Null gemacht werden kénnen. Ist die Riickkehrchance 
c 


<1, so hei®t das, daB eine solche beliebig weitgehende Anndherung an die 
Null nicht méglich ist. - Dann gilt der 


Satz 2. Ist die Riickkehrchance $< 1, so ist fiir jedes Variationsproblem 
F (x, 2) mit auf der Menge aller geschlossenen Kurven ¢ aus © gleichmaBig nach 
unten beschrankten Integralquotienten 

$ Fat 
c 


$ Hat 
c 





(3.3) 


der Definitheitscharakter y endlich. Ist dagegen die Riickkehrchance = 1, so laft 
sich solches nur fiir den Fall behaupten, da F (x, z) iiber (3.3) hinaus noch die 
Bedingung erfiillt, daB fiir alle geschlossenen Kurven ¢ mit ZuldssigkeitsmaB 
2 (¢ | 0) > 9 die Integrale $ F dt > 0 sind. 








304 WitHetm DamMKOuLER: 


Beweis. Es sei $ die im Satz genannte Zahl und c eine geschlossene Kurve 
aus & mit z(¢|0) <9 und $ F dt < 0. Hierfiir ist 
c 


$ Fads " yre 


. ¢ 
(3-4) r ($ G4") 27-3 $ Hat 
c c 





wegen (3.3) nach unten gleichmaBig beschrankt. 


Eine Erweiterung des vorigen Satzes 3. fiir den Fall der Riickkehrchance = 1 
bedeutet der 


Satz 3. Ist die Riickkehrchance = 1, und sind wieder die Integralquotienten 
(3.3) alle nach unten gleichmaBig beschrankt, dann ist der Definitheitscharakter y 
des Variationsproblems F (x, z) hinsichtlich der Nebenbedingungen G,, (x, 2) 
endlich, scfern es ein Variationsproblem M (x, <) derart gibt, da fiir alle ge- 
schlossenen Kurven ¢ aus & mit ZuldssiykeitsmaB z (c | 0) > 9 


1. die Integralquotienten 


$ M(x, z) dt 
(3.5) r (Fe ay) 
nach oben beschrankt sind und 
2. die Integrale 
(3.6) $ (F + M) dt >0 


ausfallen. 


Beweis. Fiir Kurven ¢ mit ZulassigkeitsmaB z (c | 0) > 9 ist wegen (3.6) 


$ F dt $ Mdt 
> ¢ 


nach (3.5) nach unten gleichmaBig beschrankt. Fiir die tibrigen Kurven c folgt 
soleches aus Formel (3, 4). 


Den Ubergang vom Studium des Integrals f F dt iiber geschlossene Kurven 
¢ zu dem iiber offene Kurven y bildet der 
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Satz 4. Gibt es in @ ein Punktepaar x,, x, und einen Konstantensatz L,, 
derart, daf fiir alle Wege y von x, nach x, mit Zuldssigkeitsmaf z (y | L,,) > 9 


Xs 
die Integrale i} F dt nach unten gleichmaBig beschrankt sind, so ist fiir alle 


bot 
Y 
geschlossenen Kurven ¢ aus & mit z (c | 0) > 9 auch ¢ F dt > 0; umgekehrt zieht 
c 


$ F dt > 0 fiir alle geschlossenen Kurven c aus © mit ZuldssigkeitsmaB z(¢|0) >% 
c 


nach sich, da fiir jedén Konstantensatz L,, und jeden Weg y zwischen irgend- 
welchen Punkten x,, x, aus & mit ZuldssigkeitsmaB z (y | L,,) > 9 +¢,¢> 0, 


Xs 
die Integrale { F dt nach unten gleichmaBig beschrankt sind. 
x 
Y 


Beweis. 1. Es sei ¢y eine geschlossene Kurve aus & mit z (¢, | 0) > 9, 2 
ein beliebiger Punkt auf ihr. Wir verbinden z, durch einen Weg « mit Zp, Zp 
durch einen Weg 6 mit z. Wir setzen y, = a + n-Cy + 6 mit n-malig durch- 
laufenem c,. L,, sei der Konstantensatz der Voraussetzung. Dann ist (man 
beachte die Ungleichung (2. 3), fiir T' (y,,)!) 


fHdtin-GHa 





Z (Yn | Le) = fae re Puls —jerai + “fs Hde+ r(¢ we 


lim, 2 (Yn | L_) > z (t9|0) > o. 


Also sind fiir hinreichend groBe n > no, wegen z (y,, | Ly.) > % die Integrale 


fFdt=f[Fdt+n.4Fdt nach unten gleichmaBig beschrinkt. Daraus 
Yn a+p te 


folgt $ F dt > 0. 
Ce 


2. Es sei L,, ein Konstantensatz und {y,} eine Folge rektifizierbarer Kurven- 
bégen von z, nach z, mit einem Zuldssigkeitsma8 z (y, | L,,) > 9 + ¢,¢> 0, 
wofiir aber entgegen der Behauptung des Satzes statt dessen 


Xe 
(3.7) lim f F dt =—©o 


n-co x 
Ya 


erfiillt ware. Wir verbinden x, mit z, durch einen mit n nicht veranderlichen 


Weg «. Die Kurven y,, + « =, sind gesch!ossen und haben das Zuldssigkeits- 
maB 
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| Nasheed Soc 


Yn 


—I9= [Jari ues Toe ai) |+ [ f4eerT (le —J Ge ay) ~ 





r (Ze + [Gaat) 


[faar+r (te + + Judi) + [feet T te foward) | 


> (+e) — 





Da fiir jeden rektifizierbaren Weg y das Integral f F dt existiert, so folgt aus 
: Y 

der Hypothese (3.7) das unendliche Anwachsen der Bogenlangen der y,, und 

damit auch der Integrale J H dt—co fiir n +o. Also ist lim z (¢, |0) > +e; 


d.h. aber: Fir hinreichend groBe n > ny ist wegen der Voraussetzungen des 
Satzes 4. 


$ Fdt=[Fdt+f[ Fado 


im Widerspruch zur Hypothese (3.7). 
Lue Verbindung dieses Satzes 4. mit dem Satze 3. fiihrt schlieBlich zu 


Satz 5. Es sei 1. M (x, zx) ein Variationsproblem mit der Eigenschaft, dap 
fiir alle geschlossenen Kurven ¢ aus © mit Zuldssigkeitsmaf z (¢ | 0) > die 
Integralquotienten 


3.8 pe AES 

~— r tia ~ 

nach oben gleichmaBig beschrankt sind. Es sei 2. x,, xq ein festes Punktepaar aus 

@ und L,, ein solcher Konstantensatz, da fiir alle von x, nach 2, fiihrenden 
Xa 

Wege y mit Zuldssigkeitsmaf z (y | L,,.) > die Integrale i} (F + M)dt 


x 
Y 
nach unten gleichmdfig beschrankt sind. Dann ist der Definitheitscharakter y von 
F (x, z) beziiglich der Nebenbedingungen G,, (x, z) endlich. 


Beweis. Wegen Satz 4. ist fiir alle geschlossenen Kurven ¢ aus @ mit Zu- 
lassigkeitsmaB z(c | 0) > 9% 


§ (F + M) dt >0; 


daraus folgt mittels des Satzes 3. der Satz 5. 


(Eingegangen am 14. November 1943.) 
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Vorbemerkungen. 


1. Die vorliegende Arbeit setzt die Kenntnis anderer einschlagiger Verdffent- 
lichungen, insbesondere ‘auch derjenigen des Verf., nicht voraus. 


Ihre Ausfiihrungen gelten, soweit eine ausdriickliche Einschrankung oder 
Erweiterung nicht vorliegt, gleichzeitig fiir den euklidischen und hyperbolischen 
Raum von n Dimensionen. Dabei ist in letzterem die Lingeneinheit stets so 
gewahit, da8 das Kriimmungsma8 gleich —1 wird. Ebenso ist auch im § 1 
Abschnitt XII, der den spharischen Raum einbezieht, seine Langeneinheit so 
gewahit, daB das Kriimmungsma8 gleich +1 wird. Dann wird der n-dimen- 
sionale spharische Raum durch die Oberflache der (m + 1)-dimensionalen 
euklidischen Einheitskugel dargestellt. Die stereographische Projektion dieser 
Oberflache auf den durch den unendlich fernen Punkt erganzten euklidischen 
Raum von n Dimensionen soll kurz als das stereographische Modell des sphari- 
schen Raumes bezeichnet werden. 


Das Integral wird in dieser Arbeit durchweg im Lesescueschen Sinn ver- 
standen. 


Eine Punktmenge wird im hyperbolischen bzw. spharischen Raum als meb- 
bar bezeichnet, wenn sie im euklidischen Modell § 12 II des hyperbolischen 


ne 
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bzw. im stereographischen des spharischen Raumes durch eine meBbare 
Punktmenge reprasentiert wird. Das hyperbolische bzw. spharische Ma8 der 
Punktmenge wird dann definiert durch das iiber ihren Reprasentanten in den 
betreffenden Modellen erstreckte Lebesgue-Integral der MaBfunktion des 
Volumelements, d. h. des Faktors, der zum euklidischen Volumelement hinzu- 
tritt,.um das hyperbolische bzw. sphérische auszumachen. DaB diese Defini- 
tionen bei Ersetzung des gewahlten Modells durch eines der anderen iiblichen 
eine invariante Bedeutung haben, ist offenbar. 


Vermdge dieser Definitionen iibertragen sich auch die bekannten Satze, laut 
welchen die Komplementaérmenge einer meBbaren Punktmenge, d. h. die Ge- 
samtheit der ihr nicht zugehérigen Punkte, meBbar ist, und ebenso die Ver- 
einigungsmenge und der Durchschnitt von endlich oder abzdhlbar unendlich 
vielen me8baren Punktmengen meBbar sind, vom euklidischen auf den hyper- 
bolischen und spharischen Raum. Ebenso auch die Satze 


(1) m(U + B) = m(A) + m(B), 
(2) m(&4— B) = m(A) — m(B). 


Dabei bedeuten das Symbol m das Ma8 und & und 8 meBbare Punktmengen 
von endlichem Ma8. In (1) sind ferner & und 8 als punktfremd vorausgesetzt, 
und bedeutet U + B ihre Vereinigungsmenge, welche, wie oben festgestellt, 
ebenfalls meBbar ist; in (2) wird 8 als in & enthalten vorausgesetzt, und be- 
deutet & — B die durch Herausnahme von 8 aus & hervorgehende Punkt- 
menge, welche als Durchschnitt von & mit der Komplementérmenge von 6 
ebenfalls meBbar ist. 


Il. In der Folge wird mehrfach auf die nachstehenden Satze zuriickgegriffen, 
welche im euklidischen Raum als Fundamentalsdtze der MaBtheorie allgemein 
bekannt sind und hier gleich in ihrer, tibrigens trivialen, Verallgemeinerung 
auf den hyperbolischen und sphdrischen Raum bewiesen werden sollen: 

Es sei fiir v = 1, 2, ... $, eine unendliche Folge me$barer Punktmengen, 
deren jede in der folgenden eingeschachtelt ist, und ’ ihre Vereinigungsmenge. 
Dann ist 8’ meBbar, und es gilt, wenn m(%’) endlich ist, 


(3) lim m(B,) = m (B)2). 


Beweis. DaB ’ meBbar ist, ergibt sich aus den unter I gemachten Feststel- 
lungen. Es bezeichne nun F im hyperbolischen und spharischen Fall die MaB- 


1) Auf den leichten Beweis dafiir, daB im Falle des Unendlichwerdens von m (¥’) 
m(,) mit v tiber alle Grenzen wachst, kann hier verzichtet werden, da davon kein 
Gebrauch gemacht wird. 
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funktion des Volumelements bei den genannten Modellen, wahrend im eukli- 
dischen Fall F gleich 1 zu setzen ist. Dann ist F eine stetige Funktion des 
Ortes. Es bezeichne ferner 9, diejenige in ’ definierte Funktion, welche in f, 
gleich 1 und in %’ — §, gleich 0 ist. Dann ist in 


(4) 95%, [%r4: <1, limo, =1 
und mithin 

(5) 09<9,F <F, lim 9, F =F; 
ferner ist 

(6) m(B,) = J 9, Fdt, m(¥') = f Fa, 


wobei dt im hyperbolischen und spharischen Fall das Volumelement der ge- 
nannten euklidischen Modelle, im euklidischen Fall natiirlich das Volum- 
element des Raumes selbst bedeutet. Aus (5) und (6) folgt bei Beriicksichti- 
gung der vorausgesetzten Endlichkeit des letzten Integrals (6) gema8 dem 
Fundamentalsatz iiber die Vertauschbarkeit des Limeszeichens mit dem Le- 
besgueschen Integralzeichen die zu beweisende Gleichung (3). 

Es sei fiir vy = 1, 2, ... $B, eine unendliche Folge meBbarer Punktmengen, 
deren jede in der vorhergehenden eingeschachtelt ist, und ¥”’ ihr Durchschnitt . 
Dann ist % meBbar und, wenn m (;) endlich ist, 


7) lim _m (B,) =m (B"). 


Beweis. DaB ¥” meBbar ist, folgt aus den unter I gemachten Feststellun- 
gen. Bei Beriicksichtigung eben dieser Feststellungen gelten fiir die Folge 
($, — ¥,) die Voraussetzungen des vorigen Satzes, und da ihre Vereinigungs- 
menge (%, — ¥’’) ist, so folgt aus (3) 


lim m (B,— B,) = m (B, — B") 
und wegen (2) 
Aim (mm (581) — m (B,)) = m (81) — m (B"), 


woraus sich die zu beweisende Gleichung (7) ergibt. 

Es sei fiir jeden Wert des offenen Intervalls « < t< $8 eine meBbare Punkt- 
menge § (t) definiert, wobei auch « — oo und 8 +00 bedeuten kann, und es 
sei fiir t’’ << t P(t’) in P(t’) enthalten. Es sei ferner $* die Vereinigungsmenge 
und $** der Durchschnitt aller Punktmengen § (t). Dann sind $* und $** 
ebenfalls meBbar, und es gilt, wenn m ($*) endlich ist, 
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(8) lim m (PB () = m (B*), 
und wenn fir einen Wert t, m((t,)) endlich ist, 
(9) lim m(B(t)) = m (P**). 


Beweis. Durchlauft t,, v= 1, 2, ..., eime unendliche Folge von Werten 
des Parameters t, fiir welche a< t, < 8, t, <t,,,, t, > 8 gilt, so ist die Ver- 
einigungsmenge aller B(t,) mit $* identisch, und es sind fiir die Folge $(t,) 
die Voraussetzungen des ersten Satzes erfiillt. Mithin ist 8* meBbar, und es 
wilt, wenn m (B*) endlich ist, gemaB (3) 


lim m(B (t,)) = m (B*). 


Da das fiir jede derartige Folge t, der Fall ist, so ergibt sich in bekannter Weise 
‘lie zu beweisende Gleichung (8). 


Durchlauft andererseits t,, v= 1, 2, ..., eine unendliche Folge, fiir welche 
a<t,< ty, t, >t, ,,, t, >a gilt, so ist der Durchschnitt aller B(t,) mit $** 
identisch, und es sind fiir die Folge $(t,) die Voraussetzungen des zweiten 
Satzes erfiillt. Mithin ist 8** meBbar, und es gilt, da die Endlichkeit von 


m (8 (t,)) wegen t, < t) durch die Voraussetzung der Endlichkeit von m ($ (t,)) 
gesichert ist, gemaB (7) 


lim m(B(t,)) = m (B**). 


Ja das fiir jede derartige Folge der Fall ist, so folgt die allein noch zu bewei- 
sende Gl. (9). 

Es ist noch hinzuzufiigen, daB die in diesen Satzen aufgetretene Voraus- 
setzung der Endlichkeit des MaBes gewisser Punktmengen beim spharischen 
Raum natiirlich in Fortfall kommt, da bei diesem das Gesamtvolumen end- 
lich ist. 


III. Das Volumen wird in der vorliegenden Arbeit durchweg durch das Ma8 
definiert. Nun sind in der Folge die Punktmengen, von deren Volumen iiber- 
haupt die Rede ist, beschrankt und abgeschlossen oder gehen durch Heraus- 
nahme einer beschrinkten, abgeschlossenen Punktmenge aus einer anderen 
ebensolchen hervor. Sie sind also, wie daraus zunachst fiir den euklidischen 
Raum unmittelbar hervorgeht, meBbar. Sie sind es aber gem&8 den unter | 
eingefihrten Definitionen auch im hyperbolischen und spharischen Raum. 
Denn eine abgeschlossene Punktmenge des letzteren wird im stereographischen 
Modell ebenfalls durch eine solche reprasentiert, und einer beschrankten, ab- 
veschlossenen Punktmenge des hyperbolischen Raumes entspricht im Modell 
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§ 12 II eine ebensolche. Daher ist das Volumen, soweit es tiberhaupt zur Er- 
wahnung gelangt, bestimmt definiert. 

IV. Der leitende Gesichtspunkt, unter welchem in der vorliegenden Arbeit 
die Methoden gewahlt, die Ergebnisse formuliert sind, ist die Erhaltung der 
Invarianz gegeniiber dem Wechsel zwischen der euklidischen, hyperbolischen 
. und sphaérischen Geometrie. Daher sind auch die Abweichungen, welche der 
spharische Raum fordert, wie in einer anschlieBenden Arbeit ausgefiihrt wer- 
den wird, im wesentlichen nur topologisch bedingt*). 


$1. Der Brunn-Minkowskische Satz und sein Spiegeltheorem. 


I. Es sei im n-dimensionalen euklidischen oder hyperbolischen Raum & eine 
beschrankte, abgeschlossene, nicht leere Punktmenge Man bezeichne fiir h > 0 
mit &, ihren ,,Parallelkérper im Abstande h“*, d.h. die Punktmenge, welche 
definiert wird: 

a) als die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche von mindestens einem Punkte 
von & um nicht mehr als h entfernt sind; 


oder mit anderen Worten 


b) als die Gesamtheit der Mittelpunkte der n-dimensionalen Vollkugeln vom 
Radius h, die zu & nicht punktfremd sind; 
oder mit wieder anderen Worten 


c) als die Vereinigungsmenge der n-dimensionalen Vollkugeln vom Radius h. 
deren Mittelpunkt & durchlauft. 

Dabei wird hier wie in der Folge unter der cindimensionalen Vollkugel vom 
Radius A und mit dem Mittelpunkt M natiirlich die durch ihre beiden End- 
punkte abgeschlossene Strecke von der Linge 2h verstanden, deren Mittel- 
punkt M ist. 

Aus der Definition ergibt sich unmittelbar, da® auch &, beschrankt und ab- 
geschlossen ist. 

II. Als Gegenstiick zu dem so definierten Parallelkérper stellt sich unter den- 
selben Voraussetzungen iiber & die Punktmenge dar, welche fiir h > 0 defi- 
niert wird : 





*) Ennarp Scumipt: Die Brunn-Minkowskische Ungleichung und ihr Spiegelbild 
sowie die isoperimetrische Eigenschaft der Kugel in der euklidischen und nicht- 
euklidischen Geometrie. I. Math. Nachr. 1, 81—157 (1948). Diese Arbeit, welche 
viel spater dem Druck iibergeben, infolge der Zeitumstande schon vor der gegen- 
wartigen erschienen ist, bringt eine neue, allen drei Geometrien gemeinsame Be- 
weisfiihrung, welche aber von der vorliegenden bei Verzicht auf die Einbeziehung 
des spharischen Raumes an Durchsichtigkeit iibertroffen werden diirfte. 











312 Eraarpd Scumipt: § 1, Ill 


a) als die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche von allen Punkten von 8 um 
nicht mehr als h entfernt sind; 


oder mit anderen Worten 


b) als die Gesamtheit der Mittelpunkte der n-dimensionalen Vollkugeln vom 
Radius h, welche & enthalten; 


oder mit wieder anderen Worten 
c) als der Durchschnitt aller n-dimensionalen Vollkugeln vom Radius h, deren 
Mittelpunkt & durchlduft. 


Diese Punktmenge werde mit &™ bezeichnet. Sie ist offenbar beschrankt 
und wegen c) als der Durchschnitt abgeschlossener Punktmengen auch ab- 
geschlossen. Ebenso unmittelbar ergibt sich aus den Definitionen, da8 aus £’ 
enthalten in & 


(4) Rj, enthalten in &, und & enthalten in #’” 
folgt und aus h'’ << h 
(2) &,,, enthalten in &,, und &” enthalten in 2”. 


Man bezeichne mit dem Symbol V das n-dimensionale Volumen der ein- 
geklammerten Punktmenge, so daB also V(#), V(%,) V(#™) die Volumina 
von &, &, und &” bedeuten, wobei an die in den Vorbemerkungen III ver- 
einbarte Definition dieses Begriffs erinnert werden darf. Die Radien der mit 
diesen Punktmengen volumgleichen Vollkugeln seien r, r,, und r™. 


Dann ergibt sich zunachst aus der Definition b), daB die Punktmenge & 
fiir r > h leer ist; denn in diesem Falle kann & in keiner Vollkugel vom Ra- 
dius Ah enthalten sein. Aber auch fiir r< Ah kann & natiirlich leer sein, so 
z. B., wenn & zwei Punkte enthalt, deren Entfernung 2h iiberschreitet. 


Ill. Zunachst gilt fiir h > 0 


(3) lim V(S,) = V(S), und mithin (4) limr, =r. 


Da namlich fiir h” <h' &,, in &,, enthalten und V($,) endlich ist, so kon- 
vergiert gemaB der Gl. (9! der Vorbemerkungen V (S,,) gegen das Volumen des 
Durchschnitts aller &,, h > 0, welcher wegen der Abgeschlossenheit von & 
mit & identisch ist. 
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Von zentraler Bedeutung ist der in der euklidischen Geometrie unter dem 
Namen des ,,Brunn-Minkowskischen“: bekannte Satz?) : 
Es ist 


(5) hmorth. 


Und zwar greift hier das Gleichheitszeichen nur dann Platz, wenn & eine n-dimen- 
sionale Vollkugel ist, und mithin der Parallelkérper &, von der konzentrischen 
n-dimensionalen Vollkugel mit dem um h verlangerten Radius gebildet wird, 
wobei fiir r = 0 die erstere Vollkugel sich auf ihren Mittelpunkt reduziert. 

Im § 6 wird diese Ungleichung fiir die euklidische und hyperbolische Geo- 
metrie bewiesen, wahrend der Beweis fiir die Behauptung, daB das Gleich- 
heitszeichen nur von der Volikugel erreicht wird, im § 11 folgt. 

IV. Ein bemerkenswertes Gegenstiick zum Brunn-Minkowskischen bildet der 
folgende Satz, der als das ,,Spiegeltheorem‘‘ des Brunn-Minkowskischen Satzes 
bezeichnet werden kann: 

Es ist, wenn &™ nicht leer ist, 


(6) 1) <h—r, 


Und zwar greift auch hier das Gleichheitszeichen nur dann Platz, wenn & eine 
n-dimensionale Vollkugel ist, und mithin ®” von der konzentrischen Vollkugel 
mit dem Radius h —r gebildet wird, wobei, wenn die Radien r oder h —r 


verschwinden, die betreffenden Vollkugeln sich auf ihren Mittelpunkt redu- 
zieren. 


Endlich ist noch zu bemerken, da8, wie aus dem letzten Absatz von II her- 
vorgeht, die Voraussetzung, daB & nicht leer ist, gewahrleistet, daB® die 
rechte Seite der Ungleichung (6) nicht negativ wird. 

Der Beweis fiir die Ungleichung (6) wird im § 5 gegeben, wahrend der Be- 


weis fiir die Behauptung, da8 das Gleichheitszeichen nur von der Vollkugel 
erreicht wird, im § 8 folgt. 


3) In der euklidischen Geometrie gehért die BkunN-MinkowskiscHeE Ungleichung 
fir konvexe Kérper zum klassischen Bestand. DaB sie auch ohne die Voraus- 
setzung der Konvexitat giiltig bleibt, ist eine wichtige, unter kurzer Beweisangabe 
publizierte Entdeckung von Lusternik. Vgl. Lusternix: Die Brunn-Minkowski- 
sche Ungleichung fiir beliebige meBbare Mengen. C. R. Acad. Sci. URSS. 198531, 
55—58. Der erste ohne Symmetrisierung bis zur Feststellung der Kugel als der 
einzigen Extremalpunktmenge vollstandig durchgefiihrte Beweis ist von DincHas, 
ein besonders einfacher von DincHas gemeinsam mit dem Verf. veréffentlicht 
worden. Vgl. Dincuas: Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im 
n-dimensionalen Raum. Sber. Akad. Wiss., Wien, Math.-naturw. KI. Ila 149, 
399-432 (1940); ALeExanDER DincuHas und Eruarp Scumipt: Einfacher Beweis 
der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im n-dimensionalen euklidischen Raum. 
Abh. Preu8. Akad. Wiss., math.-naturw. KI. 1948, Nr. 7. 
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V. Als unmittelbare Konsequenz des Spiegeltheorems erweist sich der Satz: 
Es seid das Maximum der Entfernung zwischen zwei Puni:ien von 8. Dann ist 


(7) 2r<d. 


Dabei gilt das Gleichheitszeichen nur fiir die n-dimensiona:e Vollkugel*). 
Beweis. Aus der Voraussetzung folgt unmittelbar, daB & in ®® ent- 

halten und mithin 

(8) ‘e- 

ist. Andererseits ist gem&8 (6) 

(9) MOM <d—r, 

wobei das Gleichheitszeichen nur fiir die n-dimensionale Vol..uzel vom Radius 

r gilt. Aus diesen Feststellungen ergeben sich die zu beweisenden Behauptungen. 
VI. Ebenso leicht entspringt aus dem Spiegeltheorem der Satz: 


Es seien 8, und 8, zwei beschrankte, abgeschlossene, nicht leere Punktmengen 
und r, und r, die Radien der mit ihnen volumgleichen n-dimensionalen Voii- 
kugeln. Es bezeichne endlich D (U, 8) die obere Grenze der Entfernung zwischen 
je einem Punkte der beiden beliebigen nicht leeren Punktmengen U und &, also 
im Falle der Beschranktheit und Abgeschlossenheit dieser beiden Punktmengen 
ihre Mazximaldistanz. Dann ist 


(10) r+re < D(R,, RK). 


Und zwar wird das Gleichheitszeichen nur von einem Paar konzentrischer n-di- 
mensionaler Vollkugeln erreicht, wobei, wenn r, oder r, verschwinden, die be- 
treffenden Vollkugeln sich auf ihren Mittelpunkt reduzieren. 

Beweis. Man setze 


D(&,, %,) =d. 


Aus der Voraussetzung folgt dann unmittelbar, daB s, in % enthalten und 
mithin 


(14) rer 
ist. Andererseits ist gemaB (6) 


(12) 1D) <d—n,. 


*) Dieser Satz ist fiir den euklidischen Raum bekannt. Er riihrt von Bieberbach 
her. Vgl. Bieversacu: Uber eine Extremaleigenschaft des Kreises. Jber. Deutsche 
Math.-Verein. 24, 247—250 (1915). 
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Aus (14) und (12) folgt die zu beweisende Ungleichung (10). Dabei fordert das 
Gleichheitszeichen in (10) auch dasjenige in (11) und (12) und das letztere ge- 
ma&8 dem Spiegeltheorem die Vollkugelgestalt von &,; dasselbe ergibt sich bei 
Vertauschung der Indizes auch fiir %,. DaB endlich das Gleichheitszeichen nur 
dann wirklich eintritt, wenn diese beiden Vollkugeln konzentrisch sind, bedarf 
als offenbare Einsicht keines Beweises. 

VII. Ebenso wie der Satz VI als Korisequenz des Spiegeltheorems her- 
geleitet worden ist, folgt dieses auch aus dem Satze VI. Denn setzt man fiir &, 
und fir ®, RK”, wobei R” voraussetzungsgemaB nicht leer ist, so wird 


D(&,, KX.) a D(&, K”) =h, 
und die Ungleichung (10) ergibt, 
(13) r+MQQch, 


wobei das Gleichheitszeichen fordert, daB & eine n-dimensionale Vollkugel 
ist, w. z. b. w. 

Auch der Satz V kann unmittelbar aus dem Satz VI gewonnen werden - 
und zwar als Spezialfall, indem man &, mit &, identifiziert. 


VIII. Ebenso wie der Satz VI dem Spiegeltheorem an die Seite gestellt 
worden ist, gehért zur Brunn-Minkowskischen Ungleichung die folgende Ab- 
wandlung: 

Man bezeichne mit §(%, 8) die untere Grenze der Entfernung zwischen je 
einem Punkt der beiden beliebigen nicht leeren Punktmengen & und &. 
Ferner bezeichne man die Komplementairmenge einer Punktmenge §, d. h. 
die Gesamtheit der nicht in 8 enthaltenen Raumpunkte, mit §. 


Es seien nun &, und &, beschrankt und abgeschlossen, %, nicht leer und in &, 
enthalten. Dann ist 


(14) 'g— ry > 3(8,, R.), 


wobei r, und r, wie oben die Radien der mit &, und &, volumgleichen Voll- 
kugeln bedeuten. 


Beweis. Man setze 
(15) 3(,, R,) = é. 


Ist dann 8 = 0, so ist die Behauptung selbstverstindlich. Es sei also 3 > 0. 
Dann ist offenbar jeder Punkt, der von &, um wenizer als 3 entfernt ist, nicht 
in ®, enthalten und gehért mithin zu &,, und da jeder Punkt, der von &, genau 
die Entfernung 8. hat, Haufungspunkt von solchen Punkten ist, deren Ent- 
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fernung von &, kleiner als 8 ist, so sichert die Abgeschlossenheit von &,, daB 
auch die Punkte in der Entfernung 8 von &, zu &, gehéren. Zunichst gilt also 
die triviale Bemerkung: Es ist 


(16) R,, enthalten in &,. 
Mithin ist auch 
Tye Sle, 
wobei r,, den Radius der mit &,, volumgleichen n-dimensionalen Volikugel 
bedeutet. GemaB der Brunn-Minkowskischen Ungleichung ist nun 
(17) My + 8, 


und aus den beiden letzten Ungleichungen folgt die zu beweisende. 


IX. Ebenso wie die Ungleichung (14) als Konsequenz der Brunn-Minkow- 
skischen hergeleitet worden ist, folgt auch die letztere aus der ersteren. Denn 
setzt man in (14) fiir %, & und fiir R, &,,, so wird offenbar 


(18) 8 (R,, K) = 3 (&, K,) =h, 
und die Ungleichung (14) ergibt 
(19) mhm—r>h, 


d. h. die herzuleitende Brunn-Minkowskische Ungleichung. 


Endlich sei noch bemerkt, da8, wenn die nicht leere Punktmenge &, nicht 
in &, enthalten ist, 


(20) 8 (®,, K,) = 0 


wird ; denn dann sind &, und &, nicht punktfremd. 


X. Es gelten die nachstehenden Punktmengenrelationen, von denen iibri- 
gens in der Folge nur von der ersten Gebrauch gemacht werden wird: 
Es ist 


(21) (8), = Mir 


Diese Behauptung flieBt so unmittelbar aus der Definition, dab der Beweis 
sich eriibrigt. 


Fiir h < 1 ist 
(22) (2) = a. 


Beweis. Ist M Mittelpunkt einer Kugel vom Radius |—h, welche & ent- 
halt, so ist M auch Mittelpunkt einer Kugel vom Radius 1, welche &, enthalt, 
und umgekehrt. Gema8 der Definition I1b) folgt hieraus die Behauptung. 
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Es ist, wenn & nicht leer ist, 


(23) (®), enthalten in 9+”), 


Beweis. Ist P ein Punkt der ersteren Punktmenge, so gibt es gemaB der 
Definition Ia) einen Punkt Q, so dab 


(24) PO <h 


ist, und Q zu R gehdrt. Da Q zu KX” gehért, so ist gemaB IIb) & in der n- 
dimensionalen Vollkugel mit dem Mittelpunkt Q und dem Radius / enthalten, 
und da diese wegen (24) von der n-dimensionalen Volikugel mit dem Mittel- 
punkt P und dem Radius / + h iiberdeckt wird. so wird von letzterer auch & 
iiberdeckt, woraus gemaB IIb) folgt, daB P zu &+” gehért, w. z. b. w. 


Wenn & nicht leer und | > h ist, so ist 


(25) &;_,, enthalten in (2). 


Beweis. Es sei P ein Punkt von &,_,. Dann gibt es gemaB Ia) in & einen 
Punkt Q, so daB 


(26) PO <I—h 


ist. GemaB IIc) wird ®” von der n-dimensionalen Vollkugel mit dem Mitel: 
punkt Q und dem Radius h iiberdeckt, und da diese wegen (26) wiederum von 
der n-dimensionalen Vollkugel mit dem Mittelpynkt P und dem Radius ! iiber- 
deckt wird, so wird von letzterer auch &” iiberdeckt, woraus gema8 IIb) 
folgt, daB P zu (&™) gehort, w. z. b. w. 


Es sei #” nicht leer. Dann ist 
(27) & enthalten in (™)™ . 


Denn jeder Punkt von & igt von jedem Punkt von % um nicht mehr als 
h entfernt. 


Die genaue Bestimmung der Punktmenge (%)™ wird sich aus den Ent- 
wicklungen einer anschlieBenden kleinen Arbeit durch Differenzierung des 
Begriffs der Konvexitat von selbst ergeben. ° 


XI. Aus (21) und (3) folgt fiir h > h* 

8) i, CR) — (CB) ,) = PR 
Ebenso gilt auch fiir h > h* 

(29) jim, V(2™) = V(X). 
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Beweis. Da firh”<h’ 8” in 2 enthalten und V (#”) endlich ist, 
so ist gemaB der Gleichung (9) der Vorbemerkungen 


(30) jim, V (2) = V (2), 


wobei D den Durchschnitt aller Punktmengen &™ fiir h > h* bedeutet. Nun 
ist dieser, wie sogleich gezeigt werden soll, mit ®“”) identisch. Zunachst ist 
nimlich &*) offenbar in allen Punktmengen &” fiir h> h* enthalten und 
mithin auch in D. Ist andererseits P ein Punkt, der nicht in &”) liegt, so 
gibt es gema4B Ila) in R einen PunktQ, so daB PQ > A* ausfallt, und daher gibt 
es auch ein h’ > h*, so daB PQ > hi’ ist, und mithin P nicht in ®” uhd 
folglich auch nicht in D liegt. Damit ist die Identitat von D mit K“”) fest- 
gestellt und folglich durch (30) auch (29) bewiesen, w. z. b. w. 


Wie (28) und (29) zeigen, sind die Volumina V (8) und V (%) als Funk- 
tionen von h nach vorne stetig. Sie sind aber auch nach hinten stetig, d. h. es 
gelten die Gleichungen (28) und (29) auch beim Grenziibergang unter der Be- 
schrankung 0 < h < h*5). 


Beweis. Es bezeichne fiir 0< h< h* B®, die Vereinigungsmenge aller &,, 
und %8* die Vereinigungsmenge aller ®. Dann enthalt &,., da es alle &,, 
enthalt, auch %,; ebenso enthalt ®”°) %8*. Dabei besteht (&,. — W,) aus 
der Gesamtheit derjenigen Punkte, deren Entfernung von & genau h* be- 
tragt, und ist mithin abgeschlossen. Ebenso besteht (&*) — %*) aus der 
Gesamtheit derjenigen Punkte, deren Maximaldistanz von & genau h* betragt, 
und ist mithin gleichfalls abgeschlossen. Da fiir h’’< h’ &,. in &,, und Ker" 
in &*” enthalten ist, und %, und %* als Teilmengen von &,. und %*) ein 
endliches Volumen besitzen, so hat man gem&8 der Gleichung (8) der Vor- 
bemerkungen fiir 0< h< h* 


jim, V (&,) = V (B,), jim, V (8) = V (B*). 
Da ferner, wie aus den Vorbemerkungen unter I (1), (2) und III hervorgeht, 


V (S,.) = V (,) + V(,. — B,), V(R"”) = V (W*) + Vi" — Be) 


ist, so fordert der zu fiihrende Beweis lediglich noch den Nachweis, da8 


5) Von diesem Satze und seinem auf den tiefliegenden Satz (32) gegriindeten Beweis 
wird, abgesehen von der Gl. (46), welche selbst in die vorliegende Arbeit nicht mehr 
eingreift, und der unwesentlichen Erganzung § 10 V, in der Folge kein Gebrauch 
gemacht. 
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(34) V (&,. — B,) = 0%. V(ee—- mr) =—0 


ist. Dieser soll nunmehr erbracht werden. 


Wir ziehen den folgenden Fundamentalsatz’) aus der allgemeinen MaBtheorie 
heran: 


Es sei im n-dimensionalen euklidischen Raum fiir jeden Punkt P die me8- 
bare Funktion F (P) definiert, und es sei ihr Integral iiber jede meBbare Punkt- 
menge von endlichem MaB endlich. Man bezeichne die n-dimensionale Voll- 
kugel mit dem Mittelpunkt Q und dem Radius r mit &, (Q, r) und ihr Volumen 
mit J, (r). Dann gilt bis auf eine Punktmenge vom MaBe Null fiir jeden Raum- 
punkt Q 


f F(P)aP 
. (2,9) 7 
(32) lim ~~ = F(Q), 


wobei d P das n-dimensionale euklidische Volumelement bedeutet. 


Als unmittelbare Konsequenzen dieses Theorems erweisen sich die nach- 
stehenden Satze: 


a) Es sei im n-dimensionalen euklidischen Raum 8 eine meBbare Punkt- 
menge und § ihre mithin auch meSbare Komplementaérpunktmenge, d.h. 
die Gesamtheit der nicht zu $ gehérenden Raumpunkte. Es _bezeichne 
¥ R, (Q, r) den Durchschnitt von ¥ mit der Vollkugel &, (@, r). Man setze 


, _m(BROQr) _ se m(BRQ,) _ 
(33) lim sup 4-3 0(Q), lim inf Fe tr) U (Q) 


und bezeichne O (Q) und U (Q) als die obere und untere Dichte der Punktmenge 
¥ im Punkte Q. 


Dann gilt bis auf eine Punktmenge vom MaBe Null fiir jeden Punkt @ des 
Raumes: Wenn er zu § gehort, 





*) Der Rand von &p:° ist offenbar in (%,* — %,) enthalten, aber nicht umgekehrt. 
Die obige Behauptung enthalt also auch den Satz, daB der Rand von &,+ das MaB 
Null besitzt. Dieser Satz ist, wie man bei Beriicksichtigung der Abgeschlossenheit 
des Randes leicht sieht, in der euklidischen Geometrie damit gleichbedeutend, daB 
der auBere Jordansche Inhalt des Randes verschwindet, oder, was wiederum das- 
selbe bedeutet, daB der Jordansche Inhalt der Punktmenge &y+ bestimmt ist. Das 
ist der Satz von Fer1x Beurenp, der schon von A. Dincuas |.c. Anm.2 S. 400 
herangezogen worden ist. Vgl. Benrenp, Ferix, Bemerkungen zur Inhaltstheorie, 
Math. Ann. 111, 289-292 (1935). 

7) Siehe CaratHEopory, Vorlesungen tiber reelle Funktionen, Leipzig 1918, § 446, 
Satz (3), S. 497. 
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(34) 0 (Q) = U (Q) = 4, 
und wenn er zu 8 gehdrt, 


(35) 0 (Q) = U(Q) =0. 


Beweis. Man definiere die Funktion F (P) in den zu $ gehdrigen Punkten 
durch 1 und in den zu § gehérenden durch 0. Dann ist die Funktion meSbar 
und ihr Integral iiber jede meBbare Punktmenge von endlichem MaBe endlich. 
namlich gleich dem MaBe des Durchschnitts dieser Punktmenge mit 8. Ins- 
besondere ist daher 


(36) J F (P)aP = m(BR(Q,n), 
&, (Q, r) 


und es folgen mithin die zu beweisenden Behauptungen (34), (35) aus (32). 


b) Bleibt die untere Dichte einer meBbaren Punktmenge in jedem ihrer 
Punkte unterhalb 1, so ist ihr Ma8 gleich Null. Denn da in diesem Falle die 
Punktmenge nur aus solchen Punkten besteht, fiir welche die Gleichungen (34) 
nicht erfiillt sind, so folgt die Behauptung aus dem vorigen Satze. 


Es sei nun im n-dimensionalen euklidischen oder hyperbolischen Raum 
P ein Punkt der Punktmenge (&,.— %&,). Da diese, wie eben festgestellt, 
aus den von & um h* entfernten Punkten besteht, so gibt es in % einen Punkt 
Q, sodaB QP =h* ist. Aus demselben Grunde enthalt (%,.— %,) keinen 
von Q um weniger als h* entfernten Punkt und ist daher ganz in dem AuBern 
der n-dimensionalen Vollkugel mit dem Mittelpunkt Q@ und dem Radius h* 
enthalten, das durch Hinzuziehung ihrer durch P gehenden Oberflache abzu- 
schlieBen ist. 


Es sei jetzt P ein Punkt der Punktmenge (%*) — %8*). Da diese, wie oben 

‘ festgestellt, aus denjenigen Punkten besteht, deren Maximaldistanz von & 

genau gleich h* ist, so gibt es wiederum in & einen Punkt Q, so daB QP = h* 

ist. Aus demselben Grunde enthalt (#°) — %8*) keinen von Q um mehr als 

h* entfernten Punkt und wird daher von der n-dimensionalen Vollkugel, deren 

Mittelpunkt Q und deren Radius h* ist, und auf deren Oberflache mithin P 
liegt, ganz iiberdeckt. 


Es besteht also fiir.beide Punktmengen (,. — %&,) und (#“*) —. %*) der 
Sachverhalt, daB jeder ihrer Punkte auf der Oberflache einer n-dimensionalen 
Vollkugel von nicht verschwindendem Radius liegt, deren durch Hinzuziehung 
der Oberflache abgeschlossenes AuBeres oder Inneres die Punktmenge iiber- 
deckt. Da eine n-dimensionale Vollkugel von nicht verschwindendem Radius 
des hyperbolischen Raumes im euklidischen Modell § 12 II ebenfalls durch 
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eine solche dargestellt wird, so iibertragt sich der obige Sachverhalt im hyper- 
bolischen Fall auf die Reprasentanten der beiden Punktmengen in dem genann- 
ten euklidischen Modell. 


Nun ist im n-dimensionalen euklidischen Raum die obere ebenso wie die 
untere Dichte sowohl derjenigen Punktmenge, welche aus dem gesamten 
abgeschlossenen Innern, als auch derjenigen, welche aus dem gesamten ab- 
geschlossenen AuBern einer n-dimensionalen Vollkugel von nicht verschwin- 
dendem Radius besteht, in einem Punkte ihrer Oberfliche offenbar gleich }. 
Es kann daher die obere ebenso wie die untere Dichte der beiden Punktmengen 
(&,« — B®.) und (&“*)— 98°) im euklidischen Falle in keinem ihrer Punkte 
den Wert 4 iiberschreiten, und dasselbe gilt im hyperbolischen Fall fiir die 
Reprasentanten der beiden Punktmengen in dem genannten euklidischen Mo- 
dell. Gem&8B dem Satze b) folgt hieraus im euklidischen Fall unmittelbar die 
zu beweisende Behauptung, daB die beiden Punktmengen das MaB Null be- 
sitzen. Im hyperbolischen Fall folgt das zundchst nur fiir ihre Reprasentanten 
im euklidischen Modell und hieraus auf Grund der in den Vorbemerkungen 
unter I festgesetzten Definitionen auch. fiir den hyperbolischen Raum, wax 
allein noch zu beweisen war. 


XII. An dieser Stelle sei ein Ausblick in die spharische Geometrie gestattet, 
welche im iibrigen, wie in den Vorbemerkungen erwahnt, als Gegenstand einer 
nachfolgenden Arbeit in der vorliegenden auBer Betracht bleibt. 


Im n-dimensionalen sphirischen Raum vom Kriimmungsma®B 1, wie er sich 
auf der Oberflache der (n + 1)-dimensionalen euklidischen Einheitskugel 
darstellt, gibt es keine Entfernung, welche x iiberschreitet, und es kann daher 
der Radius einer Vollkugel ebenfalls x nicht iiberschreiten. Bei der Uber- 
tragung der oben dargelegten Satze auf diese Geometrie ist daher die Ein- 
schrankung geboten, daB die mit h, d, D(&,, %_), 3(R,, ®,), ... bezeichneten 
Grenzdistanzen im offenen Intervall zwischen 0 und x liegen und ebenso bei 
der Brunn-Minkowskischen Ungleichung auch die GréBe r + h. Ferner ist bei 
den gegebenen Punktmengen die Voraussetzung hinzuzufiigen, daB sie nicht 
den ganzen Raum ausfiillen. Unter solchen Vorbehalten wird die Ubertragung 
in der anschlieBenden Arbeit durchgefiihrt werden. , 


~ Dabei iiberrascht die spharische Geometrie durch den nachstehenden un- 
mittelbaren Zusammenhang zwischen den Punktmengen &, und %, der 
schon an dieser Stelle bewiesen werden soll. 


Es sei R eine abgeschlossene Punktmenge, die weder leer ist noch den ganzen 
Raum ausfillt, und &’ die natiirlich ebenfalls abgeschlossene Menge ihrer Gegen- 
punkte. Es sei P ein fester Raumpunkt, Q der laufende Punkt von &, Q’ sein 
Gegenpunkt, also der laufende Punkt von &’. Dann ist 


Mathematische Annalen. 120. 21 
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(37) PQ+ PQ =n. 


Nimmt mithin die Distanz PQ im Punkte Q* ihr Minimum an, so nimmt die 
Distanz P@ im Punkte Q*’ ihr Maximum an, und diese beiden Extrema er- 
ganzen sich zu x. Bezeichnet man also entsprechend der Bezeichnungsweise 
von VIII mit 8(P, &) die Minimaldistanz zwischen dem Punkte P und der 


Punktmenge & und entsprechend VI mit D(P, &’) die Maximaldistanz zwi- 
schen P und &’, so ist 


(38) 3 (P, &) + D(P, &) =x. 


Jaher zerfallt der Raum in drei punktfremde Teilmengen ¥,. %. %, der- 
gestalt, daB 


in 8, 3(P,R)<h, D(P,&') > x—h 
(38) in £, 8(P,R)>h, D(P,R)<xr—h 

in $8, 3(P, R) =h, D(P, &) =x—h 
ist. B, ist dabei abgeschlossen, und man hat die Punktmengengleichungen : 
(39) &, = 8, +8,, C°"=—B+R,, S= P+ B+ Bs. 


wobei S den spharischen Gesamtraum bezeichnet. Folglich ist gemaB den Vor- 
bemerkungen I und III 


(40) V(S,) = V (PB) + VB). V(K'e-™) = VP) + VR). 


(41) V(S) = V(B,) + V(P) + V(B,). 
(42) V(R,) + V(#'*-”) = V(S) + V(R,) 
und wegen 


(43) V(8’™"") = V(X), 


(44) V(&,) + V(K*@-™) = V (GS) + -V (Rs). 


Nun behalt dic im vorigen Abschnitt in Gestalt der ersten Gleichung (34) 
yemachte Feststeilung, daB die Gesamtheit derjenigen Punkte, welche von & 
eine bestimmte, nicht verschwindende Entfernung besitzen, vom Volumen 
Null ist, auch fiir die spharische Geometrie Giiltigkeit; denn der oben durch- 
vefiihrte Beweis bleibt auch fiir diesen Fall bestehen, wobei nur als euklidi- 
sches Modell das stereographische heranzuziehen ist. Es werden namlich sowohl 
das Innere als auch das AuBere einer sphirischen Vollkugel von nicht ver- 
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schwindendem Radius < x dann durch das Innere oder AuBere einer euklidi- 
schen Vollkugel von nicht verschwindendem Radius oder durch einen von 
einer Ebene begrenzten Halbraum reprasentiert. 


Daher verschwindet V (%,). und man erhalt 


4 


(45) V (&,) + V(R?—”) = V (S). 


Da, wenn die Volumina zweier Vollkugeln sich zum Volumen des spharischen 


Gesamtraumes erganzen, ihre Radien sich zu x erganzen, so folgt aus der letzten 
Gleichung 


(46) r+teM=rn. 


Diese Gleichung zeigt, da8 in der spharischen Geometrie der Brunn-Minkowski- 
sche Satz und sein Spiegeltheorem unmittelbar auseinander hervorgehen. 


XIII. Man hezeichnet auch in der hyperbolischen Geometrie eine Punkt- 
menge als konvex, wenn die Zugehdérigkeit zweier Punkte auch diejenige der 
Strecke zwischen ihnen nach sich zieht. Dabei sind im hyperbolischen wie im 
euklidischen Raum die leere und die aus einem einzigen Punkt bestehende 
Punktmenge als konvex zu betrachten, was im Sinne der Definition konsequent 
ist, und bei der Formulierung einiger Satze Ausnahmen erspart. 


Man stelle nun den n-dimensionalen hyperbolischen Raum durch das be- 
kannte, das Innere der n-dimensionalen euklidischen Einheitskugel aus- 
fiillende Kleinsche Modell dar, bei welchem die hyperbolischen Geraden und . 
Ebenen der verschiedenen Dimensionenzahlen durch den in das Innere der 
Einheitskugel fallenden Teil der euklidischen Geraden und Ebenen derselben 
Dimensionenzahl reprasentiert werden. Dann werden die beschrinkten, ab- 
zeschlossenen Punktmengen des hyperbolischen Raums durch die abgeschlos- 
senen des euklidischen Modells dargestellt und die abgeschlossenen Punkt- 
mengen des hyperbolischen Raums durch die relativ abgeschlossenen des 
Modells, d. h. diejenigen Punktmengen, welche alle ihre dem Modell angehdéri- 
gen Haufungspunkte enthalten. Ferner erkennt man, da8 die konvexen Punkt- 
mengen des hyperbolischen Raumes durch die konvexen Punktmengen des 
euklidischen Modells dargestellt werden - und zwar dergestalt, daB die Rand- 
punkte und Stiitzebenen im hyperbolischen Raum durch die Randpunkte und 
Stiitzebenen im euklidischen Modell reprasentiert werden. Daraus folgt durch 
Ubertragung aus der euklidischen Geometrie, da8 auch im hyperbolischen 
Raum durch jeden Randpunkt einer abgeschlossenen, konvexen Punktmenge 
mindestens eine Stiitzebene geht, da® es zu jedem der Punktmenge nicht an- 
gehérenden Punkte eine Stiitzebene gibt, welche ihn von der Punktmenge 
trennt, und daB daher die Punktmenge, wenn sie nicht leer ist oder den ganzen 


se" 
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Raum ausfiillt, mit dem Durchschnitt aller ihrer, von den Stiitzebenen be- 
grenzten, abgeschlossenen Stiitzhalbraume identisch ist. Ebenso folgt durch 
Ubertragung aus der euklidischen Geometrie, daB auch in der hyperboli- 
schen Ebene der Rand einer nicht leeren, beschrankten, abgeschlossenen, kon- 
vexen Punktmenge, welche nicht auf einer Geraden liegt, d. h. nicht aus einem 
einzigen Punkte oder einer Strecke besteht, von einer stetigen einfach ge- 
schlossenen Kurve gebildet wird, welche héchstens. abzdhlbar viele Punkie 
mit mehr als einer Stiitzgeraden aufweist. 


Ist nun im hyperbolischen Raum eine Vollkugel gegeben, so kann ihr Mittel- 
punkt durch eine hyperbolische Bewegung in den Mittelpunkt der das obige 
Kleinsche Modell bildenden euklidischen Einheitskugel versetzt werden. Aus 
Symmetriegriinden wird dann die hyperbolische Vollkugel durch eine eukli- 
dische reprasentiert, und da die Vollkugel im euklidischen Raum konvex ist, 
so folgt aus den oben gemachten Feststellungen, da8 auch im hyperbolischen 
Raum die Vollkugel konvex ist. 


XIV. Aus der Definition des vorigen Abschnitts geht unmittelbar hervor. 
da8 im euklidischen oder hyperbolischen Raum der Durchschnitt einer end- 
lichen oder unendlichen Gesamtheit abgeschlossener, konvexer Punktmengen 
ebenfalls abgeschlossen und konvex ist. 


Insbesondere ist also auch der Durchschnitt von endlich oder unendlich vielen 
Volikugeln und abgeschlossenen von einer Ebene begrenzten Halbraumen ab- 
geschlossen und konvex. 


Bezeichnet man daher den Durchschnitt aller abgeschlossenen, von einer 
Ebene begrenzten Halbraume, welche eine beliebige nicht leere Punktmenge 
& enthalten, wenn es iiberhaupt solche Halbraume gibt, mit #, so ist & zunachst 
ebenfalls abgeschlossen und konvex und enthalt &. Es sei nun & eine abge- 
schlossene, konvexe Punktmenge, welche & enthalt. Dann ist, wie im vorigen 
Abschnitt bewiesen, &’, wenn &’ nicht den ganzen Raum ausfiillt, mit dem 
Durchschnitt aller von einer Stiitzebene begrenzten, abgeschlossenen Stiitz- 
halbraume von &’ identisch. Da diese a fortiori auch & iiberdecken, so ist & 
definitionsm4Big in jedem dieser Halbraume und mithin auch in ihrem Durch- 
schnitt &’ enthalten. % wird somit von jeder abgeschlossenen, konvexen & ent- 
haltenden Punktmenge iiberdeckt, und da, wie eben gezeigt, & selbst eine 
solche Punktmenge ist, so kann St auch als der Durchschnitt aller abgeschlosse- 
nen, konvexen & enthaltenden Punktmengen definiert werden, und es ist daher 
berechtigt, & als die kleinste & enthaltende, abgeschlossene, konvexe Punkt- 
menge zu bezeichnen. Gibt es aber iiberhaupt keinen ebenen begrenzten Halb- 
raum, welcher & enthilt, so bildet der -Gesamtraum die einzige & enthaltende, 
atg+schlossene, konvexe Punktmenge. Denn jede andere & enthaltende, abge- 
schlossene, konvexe Punktmenge besitzt Randpunkte und ist daher in den 
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von den Stiitzebenen dieser Randpunkte begrenzten abgeschlossenen Stiitz- 
halbraumen enthalten. 

Da die Gesamtheit der % enthaltenden konvexen Punktmengen mit der Ge- 
saitheit der & enthaltenden identisch ist, und da jede Vollkugel, wie im vori- 
gen Abschnitt gezcigt, konvex ist, so ist auch die Gesamtheit der & enthalten- 
den n-dimensionalen Vollkugeln vom Radius h mit der Gesamtheit der & ent- 
haltenden identisch, und daraus folgt gema8 der Definition II _b), daB bei be- 
schranktem, abgeschlossenem, nicht leerem & &” mit i zusammenfallt. 
Andererseits ist ®@ gem&B der Definition II c) als der Durchschnitt einer 
Gesamtheit von Vollkugeln, wie oben festgestellt, konvex. Damit haben wir 
den Satz: 

Bei beschranktem, abgeschlossenem, nicht leerem & ist die Punktmenge x”) 
konvex, und es gilt die Punktmengengleichung 


(47) K™ — HM, 


wobei & den kleinsten abgeschlossenen, konvexen Kérper bedeutet, welcher & ent- 
halt. 


XV. Es seien &, und &, zwei beschrankte, abgeschlossene Punktmengen. 
Dann ist 


(48) D (&,, %_) = D (Ry, R,)- 
Beweis. Man setze 

(49) D (&;, %) =d. 

Zunachst ist, da &, in &, und &, in &, enthalten ist, 

(50) D (&,, %) < D (&,, 3). 


Da andererseits S, in %, enthalten ist und letztere Punktmenge gemaB I 
abgeschlossen und gem&8 dem SchluBsatz des vorigen Abschnitts konvex ist, 
so folgt aus der Definition von %,, daB auch &, in &, enthalten ist. Da ferner 
gemaB (47) R® mit R@ identisch ist, so ist K, auch in {. enthalten, d.h. 
es ist 


(51) D (&,, &) < d. 


Aus (50) und (51) folgt wegen (49) die zu beweisende Behauptung (48). 


XVI. Es sei im n-dimensionalen Raum § eine beschrankte, abgeschlossene 
Punktmenge und P ein Randpunkt von ihr. Man bezeichne eine n-dimensionale 
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Kugel als ,,Stiitzkugel’’ von & im Punkte P, wenn & von der Vollkugel iiber- 
deckt wird, und P auf ihrer Oberflache liegt. Ist nun M der Mittelpunkt einer 
n-dimensionalen Stiitzkugel von & im Punkte P, deren Radius A ist, so sind 
diejenigen Punkte der von P nach M weisenden Halbgeraden, welche jenseits 
\/ liegen, um mehr als h von dem zu & gehérenden Punkte P entfernt und ge- 
héren daher gema8 der Definition II a) nicht zu &. Da gemaB II b) M zu 
xv” gehdrt, so ist M ein Randpunkt von &. Ist andererseits M der Mittel- 
punkt einer n-dimensionalen Vollkugel vom Radius h, welche & iiberdeckt, 
wahrend kein Punkt von & auf ihrer Oberflache liegt, so gilt das wegen der 
Abgeschlossenheit von & auch fiir alle Punkte einer gewissen Umgebung von 
7. GemaB II b) ist daher MV ein innerer Punkt von &. Damit haben wir den 
Satz: 

Die Mittelpunkte der n-dimensionalen Stiitzkugeln vom Radius A, einer 
beschrankten, abgeschlossenen, nicht leeren Punktmenge & umranden den 
heschrankten, abgeschlossenen, konvexen Kérper &, dessen Volumen durch 
las Spiegeltheorem zum Brunr-Minkowskischen Satz eingeschrankt wird. 


§ 2. Die Rotationssymmetrisierung. 


I. Es sei & eine beschrankte, abgeschlossene, nicht leere Punktmenge im 
n-dimensionalen euklidischen oder hyperbolischen Raum, wobei n > 2 vor- 
ausgesetzt wird. Man bezeichne mit E eine (n — 1)-dimensionale Ebene und mit 
u den auf beiden Seiten der Ebene mit entgegengesetztem Vorzeichen zu messen- 
den Abstand von ihr. 


Als die gewéhnliche senkrechte Projektion eines Punktes auf die Ebene E 
hezeichnen wir den Schnittpunkt der Ebene mit der durch den Punkt gehen- 
len Senkrechten zu ihr. Man bezeichne ferner mit & (t) den Schnitt von & 
mit der Abstandsflache u = t, welche in der euklidischen Geometrie natiir- 
lich mit einer Parallelebene identisch ist, und mit § (t) die gewdhnliche senk- 
rechte Projektion von § (t) auf E. Da die Beschranktheit und Abgeschlossen- 
heit von & auch diejenige von & (¢) und mithin auch von § (¢) sicherstellt, so 
ist das (n —1)-dimensionale MaB oder gemaB der in den Vorbemerkungen an- 
yenommenen Bezeichnungsweise das (mn —1)-diniensionale Volumen von § (t) 
hestimmt definiert und werde mit v (§ (t)) bezeichnet. 


Unter diesen Voraussetzungen gilt der folgende Hilfssatz: v (8) ist als 
Funktion von ¢ nach oben halbstetig. 


Beweis. Es bezeichne §,,(t) den auf E definierten Parallelkérper im_Ab- 
stande h zu § (t). Dann ist zundchst gemaB § 1 (3) 


(1) lim » (8, ()) = o(B(9). 


hv 
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Es 148t sich also bei gegebenem ¢ zu einem gegebenen 3> 0 ein h > 0 so he- 
stimmen, daB 


(2) ‘v(B,@) < o(B@) +8 


wird. Die Gesamtheit derjenigen Punkte auf E, welche von  (¢) um minde- 
stens h entfernt sind, werde mit ) (t) bezeichnet, wihrend diejenige Punkt- 
menge auf der Abstandsflache u = t, deren gewohnliche senkrechte Projektion 
auf E fj (¢) ist, mit %),(¢) bezeichnet werde. Dann ist im n-dimensionalen 
Raum S; (t) eine auf der Abstandsflache u = t ausgebreitete abgeschlossene. 
unbeschrankte Punktmenge, welche zu & punktfremd ist und mithin, da & 
beschrinkt und abgeschlossen ist, einen Minimalabstand d > 0 von 8 besitzt 


Es sei nun 


(3) \e*#—t| <d. 


Gabe es dann in &(t*) einen Punkt P*, dessen Projektion Il* aaf E in B, 
enthalten ist, und bezeichnet man mit P** denjenigen Punkt der Abstands- 
fliche u = t, dessen Projektion auf E I1* ist, so hatten P* und P** dieselbe 
gewohnliche senkrechte Projektion auf E; es wire mithin P*P** = | t*—+t | 
und folglich wegen (3) P* P** < d, wihrend P* in R und P** in 8, (t) ent- 
halten ist - im Widerspruch zur Definition von d. Daraus folgt, daB die Pro- 
jektion § (¢*) von S& (¢*) auf E zu $8) (t) punktfremd und mithin in P,,(¢) 
enthalten ist. Daher ist 


(4) v(B(e*)) < o(B, 0) 
und wegen (2) 
(5) v (B(t*)) < v(B) + 8. 


Es gibt. also bei gegebenem ¢ zu jedem 3 > 0 ein d > 0, so daB (5) durch (3) 
gesichert ist, w. z. b. w. 


Il. Es sei fir n > 2 im n-dimensionalen euklidischen oder hyperbolischen 
Raum § eine beschrinkte, abgeschlossene, nicht leere Punktmenge, E eine 
(n—1)-dimensionale Ebene und g eine Gerade, welche die Ebene im Punkte 
O senkrecht schneidet. 


Man bilde die Punktmenge &* nach der folgenden Vorschrift: 


Unter Beibehaltung der unter I| erklarten Bezeichnungsweise bestehe auf 
jeder Abstandsflache u = t, welche mindestens einen Punkt von & enthalt. 
der mit &* (t) zu bezeichnende Schnitt mit &* aus derjenigen Punktmenge. 
deren gewdhniiche senkrechte, mit $* (t) zu bezeichnende Projektion auf E die 
(n—1)-dimensionale Vollkugel mit dem Mittelpunkt O und dem Volumen 
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v(# (¢)) ist. Dabei reduziert sich also, wenn bei nicht leerem £ (t) dieses Vo- 
lumen verschwindet, die Projektionsvollkugel auf ihren Mittelpunkt O und 
mithin &* (t) auf den Schnittpunkt der Abstandsflache u == ¢ mit der Geraden 
g. Bei leerem &(t) soll dagegen auch $* (t) leer sein. Fiir 2 = 2 ist die (n —1)- 
dimensionale Vollkugel, aus welcher $* (¢) besteht, wie kaum mehr wieder- 
holt zu werden braucht, natiirlich eine Strecke. 


Eine solche Konstruktion soll als Symmetrisierung an der Geraden g auf 
der Basis der Ebene E bezeichnet werden. In der euklidischcn Geometrie ist 
&*, wenn die Gerade g festgehalten wird, von der Wahl der zu ihr senkrechten 
Ebene E offenbar unabhangig. Die Konstruktion wird daher in der euklidischen 
Geometrie nur als Symmetrisierung an der Geraden g bezeichnet. Ferner 
leuchtet ein, daB in beiden Geometrien bei Ersetzung der Geraden g durch 
eine andere Senkrechte zu E die Punktmenge S* in eine kongruente iibergeht. 
Die Gestalt von &* ist daher nur von der Wahl der Ebene E abhangig, in der 
euklidischen Geometrie sogar nur von ihrer Normalenrichtung. 


Ill. Die durch Symmetrisierung von & erzeugte Punktmenge £* ist eben- 
falls beschrankt, abgeschlossen und nicht leer. 

Beweis. Da8 &* beschrankt und nicht leer ist, bedarf keines Beweises. Es 
handelt sich also lediglich um den Nachweis der Abgeschlossenheit von £*, 
der jetzt gefiihrt werden soll. 


Das Volumen der m-dimensionalen Vollkugel vom Radius p werde mit J,, (9) 
bezeichnet, so daB also dieses Symbol in der euklidischen und in der hyper- 
bolischen Geometrie verschiedene Funktionen bedeutet. Ist dann p(t) der 
Radius der (n—1)-dimensionalen Vollkugel vom Volumen v (Bd), so wird 
o(t) durch die Gleichung 


(6) Jn-1(e@) = vo (BM) 


bestimmt. 


Es sei nun P*, vy = 1,2, ... eine unendliche gegen den Punkt P konver- 
gierende Folge von Punkten, welche &* angehéren. Was wir zu beweisen haben, 
ist, daB dann auch der Punkt P zu &* gehér’. Die Abstande der Punkte P* 
und P von der Ebene E seien u* und & und ihre gewohnlichen senkrechten 
Projektionen auf E I* und fl. Dann hat man 


(7) P¥—+P, (8) uta, (9) T*—Tfl. 


Da der Schnitt der Abstandsflache u = u* mit &* den Punkt E} enthalt, so 
ist auch ihr Schnitt mit &, d.h. die Punktmenge & (u*) nach der Symmetri- 
sierungsvorschrift nicht leer. Wahlt man nun auf jeder Punktmenge & (u*) 
einen Punkt aus, so haben diese Punkte wegen der Beschranktheit von & 
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mindestens einen Haéufungspunkt, der wegen (8) auf der Abstandsflache u = i 
liegt und wegen der Abgeschlossenheit von & zu & gehdrt. Also ist & (i) nicht 
leer. Nach der Symmetrisierungsvorschrift ist daher auch &* (%) nicht leer und 
besteht mindestens aus dem Schnittpunkt der Abstandsfliche u = & mit der 
Geraden g. 


Nun ist gema8 dem Hilfssatz I die Funktion (uv § (¢)) nach oben halbstetig 
und mithin wegen (8) 


(10) lim sup o(® (u>)) < o(B(@), 
und hieraus folgt wegen (6) 


(11) lim sup pe (u>) < p (a). 


vo 


Andererseits sichert die Symmetrisierungsvorschrift die Ungleichung 





(12) OTS < p wi). 


Da endlich wegen (9) 





(13) 0 


= 
=* 
‘3 
i) 
= 


gilt, so folgt aus (13), (12), (44) 
(14) OTl <p (a). 


Verschwindet hier die rechte Seite, so fallt {1 mit O zusammen und mithin P 
in den Schnittpunkt der Abstandsfliche u = & mit der Geraden g, welcher, 
wie oben festgestellt, jedenfalls in &* enthalten ist. Verschwindet aber die 
rechte Seite nicht, so folgt dic Zugehdrigkeit von P zu &* vermége (14) un- 
mittelbar aus der Erzeugungsvorschrift von &*. Damit ist der zu fihrende 
Beweis erbracht. 


IV. Unter Beibehaltung der Bezeichnungsweise des vorigen Abschnitts 
erhalt man, wie im Anhang § 12 (35) hergeleitet wird, fiir das Linienelement im 
n-dimensionalen hyperbolischen Raum 


(415) ds* = du® + cosh*® u do? 
und im euklidischen 
(15’) ds* = du? + dot, 


wobei in beiden Formelni do die gewohnliche senkrechte Projektion des Linien- 
elements auf die (n—1)-dimensionale Ebene E bedeutet. Aus dieser Gestalt 
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der Linienelemente ergeben sich fiir das n-dimensionale Volumelement im 
hyperbolischen und euklidischen Raum die Formeln 


(16) eosh"—'u dudIl und dudfl, 


wobei d II das durch die gewohnliche senkrechte Projektion bestimmte (n —-1)- 
dimensionale Volumelement auf E bedeutet. Man bestimme nun hieraus das 
Volumen von & im hyperbolischen Raum, indem man das Volumelement (16) 
zuerst bei festem u iiber die (n — 1)-dimensionale Ebene E integriert und sodann 
iiber «. Man erhalt 


3 
(17) V (8) = f cosh"—*u v(B(u)) du, 


wobei « das Minimum und $ das Maximum von u in & bedeuten, und die Funk- 


tion v(P(u)), wie unter I festgestellt, nach oben halbstetig ist. Ebenso erhalt 
man im euklidischen Raum 


- 
(18) V (%) =f o(B(u)) du. 


Da die Funktion »( (u)) und die Grenzen « und § bei der Symmetrisierung 
ungeandert bleiben, so gilt das auch fiir das Volumen, d. h. es wird 


(19) V (@*) = V(®). 


Ferner ist &* offenbar eine Rotationspunktmenge um die Achse g, d. h. 
fiir x > 3 eine Punktmenge, welche bei allen Rotationen um g oder mit anderen 
Worten bei allen Bewegungen, welche die Punkte von g fest lassen, in sich 
iibergeht, wahrend fiir nm = 2 jede in bezug auf die Achse symmetrische 
Punktmenge als Rotationspunktmenge gelten soll. 


§ 3. Der Einflu8 der Symmetrisierung auf die extremen Distanzen 
zweier Punktmengen. 


T. Es sei x > 2, und es seien unter der Bezeichnungsweise des vorigen Para- 
graphen P, und P, zwei Punkte, II, und I], ihre gewdhnlichen senkrechten 
Projektionen auf die (n—1)-dimensionale Ebene E und u, und u, ihre Ab- 
stinde von E. Es seien Q, und Q, ein zweites Punktepaar mit denselben Ab- 
stiinden u, und mg von E und derselben Entfernung zwischen ihren gewohn- 
lichen senkrechten Projektionen auf £. Dann kann man durch eine Bewegung. 
hei welcher E in sich selbst iibergeht': und mithin die Abstande u, und u, un- 
geiindert bleiben. die gewihnlichen senkrechten Projektionen von P, und P, 
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in diejenigen von Q, und Q, iiberfiihren, wodurch P, mit Q, und P, mit Q, zur 
Deckung gelangen. Daraus folgt, daB die Entfernung P, P, eine Funktion der 
drei Variablen u,, u, und IT, TI, ist. Man setze dementsprechend 


(1) I 1 ] ;= ® (uy, Ug, IT; IT) ’ 


wobei ® in der euklidischen und hyperbolischen Geometrie natiirlich eine ver- 
schiedene Funktion bedeutet. In der euklidischen Geometrie ist offenbar 


@) © (uy, tug, TT) = + V (uy—uy)* + ThT®. 


Fiir die hyperbolische Geometrie finden sich die Formeln, durch welche die 
Funktion’® gegeben wird, im Anhang § 12 (31) hergeleitet. Ihre Anfiihrung 
hier kann unterbleiben, da in der Folge nur von der Eigenschaft der Funktion 
® Gebrauch gemacht wird, daB sie stetig ist und bei festem u, und u, mit 
wachsendem TT, TI, eigentlich monoton wachst - ein Sachverhalt, der geome- 
trisch evident ist und sich natiirlich auch aus den zitierten Formeln ablesen 
1aBt. 

Il. Wir machen nunmehr die Voraussetzung, daB n > 2 ist und daB die 
unter § 1 (10) aufgestellte Ungleichung 


(3) ry + re < D(R,, R) 


im (n—1)-dimensionalen Raum Giiltigkeit hat, wobei &, und &, als beschrankt, 
abgeschlossen und nicht leer vorausgesetzt werden. 


Es seien im n-dimensionalen Raum entsprechend der bisherigen Bezeich- 
nungsweise &* und RF durch Symmetrisierung der beschrankten, abge- 
schlosseuca, aicht leeren Punktmengen &, und &, an der Geraden g auf der 
Basis der Ebene E hervorgegangen. Dann sind gema8 § 2 III auch &* und 
&* beschrinkt, abgeschlossen und.nicht leer. Es seien ferner 8, (t), 8 (t), 
RT (t), RF (t) die Schnitte von &,, R,, KT, KF mit der Abstandsfliche u = t, 
¥, (), B.(), KF , KF () die gewshnlichen senkrechten-Projektionen dieser 
Schnitte auf E.und p, (¢) und 0, (t) die Radien der mit §, (¢) und §, (¢) volum- 
gleichen (n—1)-dimensionalen Vollkugeln. Dann ist nach der Symmetrisie- 
rungsvorschrift Sf (t) und damit auch $f (t) dann und nur dann nicht leer, 
wenn &, (t) und damit auch §, (¢) nicht leer sind, und dasselbe gilt fiir die mit 
dem Index 2 gekennzeichneten Punktmengen. 


Es seien nun Sf (a) und 8 (b) und damit auch $f (a) und $f} (6) nicht 


leer. Dann sind auch §, (a) und RB, (b) nicht leer. Die Voraussetzung (3) ergibt 
daher 
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(4) P1(a) + pg(b) < D(P, (a), B,(d)). 


Da ferner $f (a) und PF (b) (m—1)-dimensionale Vollkugeln sind, deren Mittel- 
punkt in den Schnittpunkt O von g mit E falit, und deren Radien op, (a) und 
92 (b) sind, so erhalt man offenbar 


(5) D (PF (a), BF (>)) = e1(a) + 2 (0). 
Aus (4) und (5) ergibt sich 
(6) D(®, (a), By(b)) > D (PF (a), Pz ()). 


Andererseits folgt aus (1) bei Beriicksichtigung des dort festgestellten mono- 
tonen Charakters von ® als Funktion des letzten Argumentes 


(7) D(S, (a), &(b)) = ® (a, b, D(B, (a), Be (d))), 
(8) D(S¥ (a), KF (b)) = O(a, b, D(PF (a), PF ())) 
und mithin wegen (6) 

(9) D(8, (a), %_()) > D(R* (a), 3 (d)). 

Daher gilt a fortiori 

(10) D (&,, &) > D(RF (a), KF (b)). 


Da somit diese Ungleichung fiir alle Wertepaare a, b bewiesen ist, fiir welche 
keiner der beiden Schnitte &f (a), KF (b) leer ist, so folgt 


(14) D(S&, %) > D(K*, KF). 


Dieses Resultat ist zundchst unter der Voraussetzung hergeleitet worden, da8 
die Ungleichung § 1 (10) fiir n — 1 Dimensionen gilt. Da diese Ungleichung zu- 
sammen mit der Ungleichung des Spiegeltheorems zum Brunn-Minkowskischen 
Satz im §5 durch Induktion allgemein bewiesen werden wird, so stellt die 
Ungleichung (11) einen allgemeingiiltigen Satz.dar, dessen Beweis allerdings 
erst im § 5 vollendet sein wird. 


Ill. Wir setzen in diesem Abschnitt voraus, daB n > 2 ist und daB die 
unter § 1 (14) aufgestellte Ungleichung 


(12) rg —ry > 8 (Rj, Ry) 


im («---1)-dimensionalen Raum giiltig ist, wobei &, und S, als beschrankt 
und abgeschlossen, &, als nicht leer und in &, enthalten vorausgesetzt wird. 





§ 3, Ill Der Brunn-Minkowskische Satz und sein Spiegeltheorem. 333 


Zunachst folgt aus der Symmetrisierungsvorschrift, daB auch &* in Sf 
enthalten ist. 

Unter Beibehaltung der Bezeichnungsweise des vorigen Abschnitts be- 
zeichne man im n-dimensionalen Raum die Komplementaérmengen der be- 
schrankten, abgeschlossenen Punktmenge S, und der mithin ebenfalls be- 
schrinkten, abgeschlossenen Punktmenge &¥ mit &, und K¥, ihre Schnitte 
mit der Abstandsfliche u =t mit &, (t) und 3% (t) und deren gewéhnliche 
senkrechte Projektionen auf E. mit 8, (t) und 3B¥ (t). Dann sind in dem (n — 1)- 
dimensionalen auf E ausgebreiteten Raum §, (f) und $f (t) die Komplemen- 
tarmengen von $,(t) und $$ (2). 

Es sei nun S* (a) und damit auch $* (a) nicht leer. Nach der Symmetri- 
sierungsvorschrift ist dann auch §, (a) und damit auch §, (a) nicht leer. Wird 
®, (a) von 8, (b) tiberdeckt, so ist gemaB der Voraussetzung (12) 


(43) 3(B, (a), Bs (b)) < e2(b) — p, (a), 


wahrend, wenn $,(a) von ¥,(b) nicht iiberdeckt wird, insbesondere auch, 
wenn , (5) leer ist, natiirligh wie schon unter § 1 (20) festgestellt- 


(14) 3 (B,(a), B,(d)) = 0 


wird. Im ersteren Falle ist p,(a@) < p2(b), und es wird daher, da $f (a) und 
¥F (b) konzentrische (nm — 1)-dimensionale Vollkugeln mit den Radien p, (a) und 
92(b) sind offenbar 


(45) 8 (PF (a), BE ()) = po (b) — 9, (a) 


und mithin wegen (13) 


(16) 5 (Bi. (a), Balb)) < 8 (BE (a), BF (0), 
welche Ungleichung auch im zweiten Fall bestehenbleibt, weil dann wegen 
(14) die linke Seite verschwindet. 


Andererseits folgt aus (1) bei Beriicksichtigung der dort festgestellten Ste- | 
tigkeit und Monotonie von ® als Funktion des letzten Argumentes 


(17) 8 (8, (a), Ky (b)) = (a, b, 8 (Bi (a), B.(0)), 
(18) 8 (KF (a), RF (b)) = © (a, b, 3 (BF (a), PF (0) 


und hieraus wegen (16) 


(19) 8 (®, (a), Hy (b)) < 3 (KF (@), KF (0). 
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Daher gilt a fortiori 


(20) 3(M,, R,) < 3 (KF (a), KF (d)). 


Da somit diese Ungleichung fiir alle Werte von 6 und fiir jeden Wert von a 
gilt, fir welchen &f (a) nicht leer ist, und da 3(Sf, ¥) durch die untere 
Grenze von 3(S? (a), 5¥ (b)) fiir alle diese Wertepaare a, 6 gegeben ist, so er- 
halt man 


(24) 3(R,, Ky.) < 3(KF, F¥). 


Dieses Resultat ist zundchst unter der Voraussetzung hergeleitet worden, daB 
die Ungleichung (12) fiir n—1 Dimensionen gilt. Da letztere gemeinsam mit der 
Brunn-Minkowskischen im §6 durch Induktion allgemein bewiesen werden 
wird, so stellt die Ungleichung (21) einen allgemeingiiltigen Satz dar, dessen 
Beweis allerdings erst im § 6 vollendet sein wird. 


§ 4. Die Koordinatensysteme. 


Es sei wie in den beiden vorigen Paragraphen fiir n > 2 im n-dimensionalen 
euklidischen oder hyperbolischen Raum E eine (n—1)-dimensionale Ebene, 
welche die Gerade g im Punkte O senkrecht schneidet. Man kann dann wie 
oben die Lage eines willkiirlichen Punktes P bestimmen durch seine gewéhn- 
liche senkrechte Projektion [1 auf ‘E und seinen nach beiden Seiten von E mit 
entgegengesetztem Vorzeichen zu messenden Abstand u von E. ; 

Man kann aber auch die Lage des willkiirlichen Punktes P in folgender Weise 
bestimmen: Es sei G die gewdhnliche senkrechte Projektion des Punktes P 
auf die Gerade g, d. h. der Schnittpunkt der Geraden mit der'zu ihr senkrech- 
ten durch P gehenden (n—1)-dimensionalen Ebene und y der auf der Geraden 
nach beiden Seiten von O mit entgegengesetztem Vorzeichen zu messende Alt 
stand des Punktes G von O. Es sei ferner A die durch die Abstandskurve zu 
g bewirkte Projektion von P auf E, d. h. der Schnittpunkt von E mit der durch 
P gehenden Abstandskurve zu g. Dann ist die Lage von P auch durch die 
beiden Projektionen A und G bestimmt und ebenso auch durch die Projektion 
A und den Abstand y. In der euklidischen Geometrie fallen die Projektionen A 
und II und die Abstande y und u zusammen. 

Man fiihre jeden Punkt P in einen Punkt P’ so iiber, daB die Projektion A 
fest bleibt, wahrend der zu P’ gehdérende Abstand y’ aus y durch Addition 
einer Konstanten hervorgeht. Dann entspricht dieser Transformation offenbar 
eine Bewegung, bei welcher die Gerade g und jede ihrer Abstandskurven und 
folglich auch jede g enthaltende zweidimensionale Ebene eine Verschiebung 
in sich erleiden, und mithin jeder Punkt langs seiner Abstandskurve zu g fort- 
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gleitet. Sind daher P, und P, zwei Punkte mit den Projektionen A, und Ag und 
den Abstanden y, und y,, und P{ und P zwei weitere Punkte mit denselben 
Projektionen A, und A, und den Abstanden y{ und y}4, so la8t sich, wenn 
1%: — Yi = Ye — Y1 ist, das erstere Punktepaar in das letztere durch eine solche 
Verschiebung iiberfiihren. Daraus folgt, daB bei festem A, und A, die Ent- 
fernung P; Pz nur von der Differenz y, — y, abhangt - und zwar, da bei der 
Spiegelung an E A, und A, fest bleiben, wihrend y, und ebenso y, das Vor- 
zeichen wechseln, nur von dem absoluten Betrage dieser Differenz. 

Andererseits gibt es zu jeder Bewegung der (n — 1)-dimensionalen Ebene in 
sich, bei welcher O fest bleibt, eine Rotation um die Gerade g, bei welcher 
diese Bewegung stattfindet. Man erhalt sie, indem man die Projektion A dieser 
Bewegung entsprechend transformiert und y fest 148t. Es seien nun P, und 
P, zwei Punkte mit den Béstimmungsstiicken A,, Ag, y;, Yg und P, und P, 
zwei Punkte mit den Bestimmungsstiicken Aj, Aj, y;, Yq; e8 sei ferner 


(1) Y, = Yo Ys = Y OA, = OA,, OA, = OA,, ATA, = A,A,- 


Dann kann man durch eine Bewegung von E in sich, bei welcher O fest bleibt 
und erforderlichenfalls noch durch eine Spiegelung an einer (n — 1)-dimensio- 
nalen g enthaltenden Ebene, bei welcher Spiegelung E ebenfalls in sich selbst 
iibergeht, und y, und y, fest bleiben, A, in Aj und A, in Aj tiberfiihren. Bei 
der entsprechenden Rotation um g und derselben -gventuell erforderlichen 
Spiegelung kommen dann P, mit P; und P, mit P, zur Deckung. 

Aus diesen Feststellungen geht hervor, da8 die Entfernung P, P, eine Funk- 
tion der vier Argumente 0A,, OA, A, As, | Y2—1| ist. Man setze dement- 
sprechend 


(2) P,P, =¥ (OA,, OAz, Ay As | ¥2—%1 |); 


wobei ¥ in der euklidischen und hyperbolischen Geometrie eine verschiedene 
Funktion bedeutet, und wegen 


6,62 = |¥2—"1 | 
die Gleichung auch in “er Gestalt 
(3) P,P, = (0A, OAz, Ay Ay GG.) 


geschrieben werden kann. Da der Wert von ‘Y bei verschwindendem vierten 
Argument gleich demjenigen Wert ist, den ‘Y annimmt, wenn G, und G, mit 
O und mithin P, mit A, und P, mit A, zusammenfallen, so folgt noch 


(4) ¥ (A. OAy, A, Az, 9) = Ay Ap. 
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In der euklidischen Geometrie ist offenbar 
(5) Y (OA,, OA;, A,Ay, G,G,) = + VA,A,* + GG. 


Die Funktion hangt also in diesem Falle von den beiden ersten Argumenten 
gar nicht ab. Fiir die hyperbolische Geometrie finden wir die Formeln, durch 
wilche die Funktion Y gegeben wird, im Anhang § 12 (49) hergeleitet. Ihre 
Anfiihrung kann hier unterbleiben, da in der Folge nur von der Eigenschaft 
der Funktion ‘¥ Gebrauch gemacht wird, daB sie stetig ist und bei festen drei 
erstcn Argumenten mit wachsendem vierten Argumente eigentlich monoton 
wichst — ein Sachverhalt, der geometrisch evident ist und sich natiirlich auch 
aus den zitierten Formeln ablesen ]48t. Aus dieser Monotonie folgt bei Beriick - 
sichtigung von (4) 


(6)  (OA,, Ag, A, Ay, G,G,) = ¥ (OA;, OAy, AyAy, 0) = AyAy 


und mithin 
(7) P,P, = Ay Ag. 


Il. Wir wollen jetzt zwei Identitaten ableiten, von welchen in der Folge Ge- 
brauch gemacht werden wird. 


Man bezeichne die Funktionen, welche in dem rechtwinkligen Dreieck mit 
der Hypothenuse c und dem Winkel « die Lange der diesem gegeniiberliegenden 
und der anliegenden Kathete angeben, mit 


(8) a {c, a} und b {c, a}, 


so daB also diese Symbole in der euklidischen und hyperbolischen Geometrie 
verschiedene Funktionen bedeuten. Definiert man ferner 


(Y) a{c,0} = 0, afc, + =c, b{c,0} =e, bc, zt =0, 


so bleiben die Funktionen fiir c > 0,0 <a < : stetig. Es seien nun in der Be- 


zeichnungsweise des vorigen Abschnitts die beiden Punkte P, und P, so ge- 
legen, daB O auf der Strecke P, P, liegt, und es seien wie oben G, und G, die 
gewohnlichen senkrechten Projektionen von P, und P, auf g. Man setze 


(10) & P,0G, =«. 
Dann ist auch 


(11) < P,0G, = a. 
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Setzt man ferner 


(12) OP, = a, OP, = cy, 

so wird 

(13) PYPp= 4 +% 

und bei passender Vorzeichenfestsetzung der Koordinate y 

(14) y= OG = —b{e,, a}, ¥p—= OTy = fc, a}. 


Bezeichnen ferner wie oben A, und A, die durch die Abstandskurven zu g 
bewirkten Projektionen von P, und P, auf E, so hat man 


(15) OA, = GiPi = af{c,,a}, OAs = GyPz = a{cy, a}, 
(16) Ay Az = OA; + OAy = a {c,, a} + a {c,, a}. 
Die Einfithrung von (15), (16), (13), (14) in (2) ergibt 
(17) cy +¢,= F(a{c,, a}, af{cy,a}, a{c,, a} + afcy,a}, b{c,,a} +b fc, a}). 


Liegt dagegen P, auf der Strecke O P,, so kann man (10), (11), (12) un- 
geandert lassen. Statt (13) erhalt man 


(18) P; P: = €g—c&, 

statt (14) 

(19) Yi = Ofc, a}, Ye = d{cy, a}, 

die Gleichungen (15) bleiben ungedndert, statt (16) erhalt man 
(20) Ay Ag = OA, — OA; = a {cg, a} — a {e,, a}, 


und es ergibt sich so aus (2) die fiir c, >c, geltende Identitat 
(21) cg—c, = ¥(a{e,, a}, a{cy, a}, a{cy,a}—a{c,,a}, b{cy,a}—b{c,, a}). 


III. Fiir das Linienelement im hyperbolischen Raum erhdlt man endlich, 
wie im Anhang § 12 (50) hergeleitet wird, in dem durch die Projektion A und 
den Abstand y bestimmten Punkte 


(22) ds? = cosh* OA dy? + dst, 


wobei dS die durch die Abstandskurven zu g bewirkte Projektion des Linien- 
elements auf E bedeutet. Fiir das Linienelement im euklidischen Raum gilt 
natirlich 


(23) dst = dy? + aS. 
Mathematieche Annajen, }20, 22 
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§ 5. Beweis der Ungleichung des Spiegeltheorems im euklidischen 
und hyperbolischen Raum. 


I. Der Satz § 1 VI gilt fiir den eindimensionalen Raum. 


Beweis. Man wahle im eindimensionalen Raum als Koordinate den nach 
beiden Seiten mit entgegengesetztem Vorzeichen zu messenden Abstand von 
einem festen Punkt. Die Koordinaten der beiden duBersten Punkte von &, 
seien a, und b, > a,, von &, a, und b, > ay. Dann hat man 


(4) V (8) < 6, — ay, V (8) < by — ay, 

(2) D (8, &,) > | by — a, |, D (Ry, Ky) > | by — a |, 

(3) | by — a, | + | by — aq | > (by — ay) + (0, — 4g) = (0, — ay) + (bg — 3). 

Die Einfiihrung von (1) und (2) in (3) ergibt 

2D (&;, ®) > |by— a, | + |b; —ag| > (b; — 4) + 

+ (bg —4@,) > V (&,) + V (&) 

(4) D (8, %) > $ (V (&,)+ V (S,)). 

Nun ist im eindimensionalen Raum die Vollkugel eine Strecke, und es ist mithin 
V (&,) = 2r,, V (&,) = 2r,. 

Man erhalt somit 

(5) rr +1rg< D (R, &). 


Dabei fordert das Gleichheitszeichen in den beiden gleichbedeutenden Un- 
gleichungen (4) und (5) die Gleichheitszeichen in (1), (2), (3). Da &, und &, ab- 
geschlossen sind, so sichert das Gleichheitszeichen in (1), daB &, und &, 
Strecken sind, welche von den Punkten a,, b, und a,, b, begrenzt werden. Aus 
den Gleichheitszeichen in (2) folgt | b, — a, | = | }, — a, | und aus den Gleich- 
heitszeichen in (3) }b, — a, | == b, — a, |b, —ay| = 6, — a,. 

Mithin erhalt man b, — a, = 6, — a, und folglich 





+b, _ a+b, 
tee a 


Das Gleichheitszeichen in (5) gilt also dann und nur dann, wenn , und &, 
konzentrische Strecken, d.h. konzentrische eindimensionale Vollkugeln sind. 
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Damit ist der Satz § 1 VI fiir den eindimensionalen Raum in allen seinen 
Behauptungen bewiesen. GemaB § 1 VII ist somit auch der als das S piegeltheo- 
rem des Brunn-Minkowskischen Satzes bezeichnete Satz §11V fiir den ein- 
dimensionalen Raum in allen seinen Behauptungen bewiesen. 

Noch trivialer ist die Giiltigkeit des Satzes § 1 VI im n-dimensionalen Raum 
fiir den Fall, da8 r, oder r, verschwindet. Da namlich &, in allen n-dimensio- 
nalen Volikugeln vom Radius D (,, &,) enthalten ist, deren Mittelpunkt &, 
angehdrt, und $&, voraussetzungsgem&B nicht leer ist, so ist 


(6) le < D (&,, &;), 


wobei das Gleichheitszeichen nur dann eintritt, wenn S, aus einem einzigen 
Punkte besteht, wihrend 8, eine n-dimensionale Vollkugel um diesen Punkt 
als Mittelpunkt bildet. Damit sind alle Behauptungen des Satzes § 1 VI fiir den 
Fall r, = 0 bewiesen, und dariiber hinaus ist festgestellt, daB aus r, > 0 


(7) ra<.D (&,, &s) 
folgt und ebenso natiirlich auch aus r, > 0 
(7’) r,< D(&,, &). 


II. Wir wollen nunmehr zundchst nur die den Kern des Satzes § 1 VI bil- 
dende Ungleichung 


(8) Ty +7, < D(S,, 8) 


fiir alle Dimensionenzahlen durch Induktion beweisen und setzen demgemaB 
voraus, daB n > 2 ist, und daB die Ungleichung im (nm — 1)-dimensionalen 
Raum gilt. 

Mit dem Beweise der Ungleichung (8) ist dann, wie aus der unter § 1 VII 
ausgefiihrten Begriindung hervorgeht, auch fiir die den Kern des Spiegeltheo- 
rems zum Brunn-Minkowskischen Satz bildende Ungleichung 


(9) MM ch—r, 


welche unter der Voraussetzung gilt, da8 ®” nicht leer ist, der Beweis er- 
bracht. 

DaB endlich in der ersten dieser Ungleichungen das Gleichheitszeichen Platz 
greift, wenn &, und $, konzentrische n-dimensionale Vollkugeln sind, und in 
der zweiten, wenn § eine solche bildet, bedarf als evidente Einsicht keines Be- 
weises, wihrend die Behauptung des Satzes § 1 VI und des Spiegeltheorems, 
da8 das Gleichheitszeichen nur in diesen Fallen erreicht wird, im § 8 den Be- 
weis findet. 


22° 
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Wir diirfen beim Beweise der Ungleichung (8) die Voraussetzungen 
(10) r>0, > 0 


machen. Denn anderenfalls ist, wie am Schlusse von I gezeigt, der Satz § 1 VI 
in allen seinen Behauptungen giiltig. Durch diese Voraussetzungen sind dann 
gema4B (7), (7’) auch die Ungleichungen 


(11) n< D (&,, 8K), 'e< D (&,, R,) 


sichergestellt. 


III. Wir halten die Bezeichnungsweise der §§ 2, 3, 4 fest. 


Der Schnitt der Rotationspunktmengen Rf und Sf, welche durch Symme- 
trisierung von &, und &, an der Geraden g auf der Basis der (n—1)-dimensio-~ 
nalen Ebene E hervorgehen, mit einer anderen zu g senkrechten (n—1)-dimen- 
sionalen Ebene braucht nun keineswegs-eine (n—1)-dimensionale Vollkugel zu 
sein, er braucht nicht einmal zusammenhingend zu sein; man ist lediglich 
dessen gewiB, daB seine Begrenzung von den Oberflachen konzentrischer (n—1)- 
dimensionaler Kugeln gebildet. wird, deren Mittelpunkt in den Schnittpunkt 
von g mit der Ebene fallt. Wir wollen aber jetzt zeigen, daB die durch die Ab- 
standskurven zu g bewirkte Gesamtprojektion jeder der beiden Punktmengen 
SK¥* und SKF auf E eine (n—1)-dimensionale Vollkugel ist. Da namlich Rf ge- 
maB § 2 III beschrankt, abgeschlossen und nicht leer ist, so gibt es in &f 
Punkte, deren Entfernung von der Achse g das Maximum erreicht. Es sei R, 
diese Maximalentfernung, P, ein Punkt von Sf, in welchem sie erreicht wird, 
Il, seine gewdhnliche senkrechte Projektion auf E und u, der mit Vorzeichen 
versehene Abstand des Punktes P, von E. Dann gehdrt also I, der Punktmenge 
$f (u,) an, und da diese nach der Symmetrisierungsvorschrift eine (nm —1)-di- 
mcnsionale Vollkugel mit dem Mittelpunkt Oist, so gehort auch die ganze Strecke 
11,0 zu €*(u,). Die auf der Abstandsflache u = u, verlaufende, in P, be- 
ginnende und in ihrem Schnittpunkt mit g endigende Kurve, deren gewdhn- 
liche senkrechte Projektion auf E von der Strecke [1,0 gebildet wird, gehdrt 
also ganz zu &*. Mithin gibt es in jeder R, nicht iibersteigenden Entfernung 
von der Achse g Punkte, die in &f enthalten sind. Daraus folgt auf Grund der 
Rotationssymmetrie von &f um diese Achse, da8 die durch die Abstands- 
kurven zu g bewirkte Gesamtprojektion von &f auf E von der (n—1)-dimen- 
sionalen Vollkugel mit dem Radius R, und dem Mittelpunkt O gebildet wird. 
Ebenso wird auch die durch die Abstandskurven zu g bewirkte Gesamtprojek- 
tion von &f auf E von einer (n—1)-dimensionalen Vollkugel mit dem Radius 
R, und dem Mittelpunkt O gebildet. In der euklidischen Geometrie bilden 
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diese Vollkugeln auch die gewdhnliche senkrechte Gesamtprojektion von 
K¥ und KF auf E. 


Es seien nun A, und A, zwei auf den Oberflachen.dieser beiden konzentri- 
schen (n—1)-dimensionalen Vollkugeln einander diametral gegeniiberliegende 
Punkte und P, und P, Punkte von Sf und Sf, deren durch die Abstands- 
kurven zu g bewirkten Projektionen auf E A, und A, sind. Dann ist zundchst 


(12) A, A, = R, + RP, 
und wegen § 4 (7) 


(13) P,P, > AA,- 

Da endlich definitionsgemaB 

(14) P,P, < D(Sf, 83) 
ist, so folgt 

(15) R, + Ry < D (8%, Mf), 


und da wegen der vorausgesetzten Giiltigkeit der Ungleichung (8) im (n—4)- 
dimensionalen Raum gemaB § 3 (11) 


(16) D (FP, RZ) < D (Kz,.K) 
ist, so folgt 
(17) R, + Ry < D(R,, %). 


Da endlich gema8 der Voraussetzung (10) die Volumina von &, und &, beide 
nicht verschwinden, so verschwinden auch diejenigen von &* und S¥ nicht, 
und es ist folglich 


(18) R,>0, R,>0, 

woraus wegen (17) noch 

(19) Ry < D (K,, &), Rye< D (K,, R,) 
folgt. 


IV, Es sei A ein Punkt auf E; man bezeichne mit &f[A] den Schnitt von 
Xf mit der durch A gehenden Abstandskurve zu g und mit W*([A] die ge- 
wohnliche senkrechte Projektion von S%¥ [A] auf g. Die entsprechenden Punkt- 
mengen fiir ®¥ mégen durch den Index 2 kenntlich gemacht werden. Dabei 
hangen wegen der Rotationssymmetrie von &f und SF die auf der Achse - 
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g gelegenen Punktmengen Wf [A] und Wf [A] nur von der Entfernung 0A 
ab. Ihre linearen MaBe sind daher Funktionen von t, wobei 


(20) *=0A 


gesetzt ist; sie mégen mit wf (t) und w(t) bezeichnet werden. Es bezeichnen 
&* » den Schnitt von &* mit einer festen, zweidimensionalen von der Ro- 
tationsachse g begrenzten Meridianhalbe bene und A einen Punkt auf der Halb- 
geraden, in welcher E von der Meridianhalbebene geschnitten wird. Beschrankt 
man dann die Betrachtung auf die die Meridianhalbebene enthaltende zwei- 
dimensionale Vollebene, so stellt Rf[A] den Durchschnitt der beschrankten, 
abgeschlossenen, nicht leeren Punktmenge S} » mit der auf einer festen Seite 
der Geraden g im Abstande t+ verlaufenden Abstandskurve von ihr dar und 
WF [A] die gewohnliche senkrechte Projektion dieses Durchschnitts auf g. Ge- 
maB8 dem Hilfssatz § 2 I fiir n. = 2 ist daher das lineare Ma8 wf (x) der Punkt- 
menge Qf [A] als Funktion vont nach oben halbstetig. Dasselbe gilt natiirlich 
fir die Funktion w(t). 


Wie oben festgestellt, ist WP [A] dann und nur dann nicht leer, wenn 
(21) 7<R, 
ist, und %83[A) dann und nur dann nicht leer, wenn 
(22) tc Rh, 
ist. 
Es seien nun t, und t, zwei beliebig vorgegebene GréBen in den Intervallen 
(23) 0<7,<R,, 0<%< Ay. 


Man wihle auf E die Punkte A, und A, so, daB O auf der Strecke A, A, liegt, 
und daB 


(24) OA, =%, OA, =% 
wird. Dann ist 
(25) Ai Az = + Te: 


Es sei jetzt P, ein Punkt von &f[A,] und P, ein Punkt von 8} [Aq], und es 
seien G, und G, die gewohnlichen senkrechten Projektionen vor P, und P, auf 
g- Dann ist gemaB § 4 (3) bei Einfiihrung von (24) und (25) 


(26) P,P, = b (t, Te Ty + Te G:C.) . 
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Durchlauft hier P, die Punktmenge &?[A,) und P, S$[A,), so durchlauft 
G, BWE[A,] und G, WF[A,), wobei alle diese vier Punktmengen auf Grund 
der Voraussetzungen (23) gem&8 der an (21), (22) gekniipften Feststellungen 
nicht leer ‘sind. Aus der in § 4 festgestellten Monotonie von ¥ als Funktion 
des vierten Argumentes folgt daher 


(27) D(RP[Ay), REL Ag) =F (4, t,t, +49, D (WY [Aj], WFLA). 


Da die Punktmengen Wf [A,] und 2} [A,] auf einer Geraden liegen, so ist ge- 
maB (4) 





(28) D (*[A,), BY [A,) > fo) + fs) 


Daraus folgt 





29) DMA, LAD > (st 4 +1 EME 
Endlich ist definitionsgema8 

(30) D (87 [Ay], 83 [Ag]) < D (Kf, 83) 

und mithin wegen (16) 

(31) D (STA), 8} [Ag]) < D(S,, 8). 


Aus (29) und (31) ergibt sich als Resultat die unter den Voraussetzungen 
0<1, < Ry, 0 << R, giiltige Ungleichung 





(32) D (Sy, &) > (yyy % + ey) D+ we I) 


V. Man bestimme jetzt bei Beriicksichtigung dessen, da8 gema8 (18) A, und 
R, nicht verschwinden, Ri und Ay durch die Gleichungen 


(33) a{R,rA}=R, a{RyrA}=—Ry O<ACF, 


wobei die Symbole auf der linken Seite unter § 4 (8) erklart sind. Durch diese 
Gleichungen werden Rj und Ry als Funktionen von  definiert, welche mit 
fallendem A monoton und stetig iiber alle Grenzen wachsen. Daher wachst 
auch Ri + Aj mit fallendem A monoton und stetig iiber alle Grenzen. Da fir 


h== A, =R,, Ry =A, und mithin A, + Ry = R, + Ry wird, so folgt 
aus (17), da8 A auf eine und nur eine Weise so bestimmt werden kann, daB 


(34) | «RL + RL = D(8,, &) 
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wird. Fortan bezeichne A diesen Wert, so da8 also die Gleichungen (33), (34) 
gelten. Ferner folgt bei Beriicksichtigung von (18) 


(35) OS RL SR, <D(&, %), O< Ry < Ri < D(M, &). 
Man setze jetzt 
(36) 7 =a{Ri,a}, 2 =a{Ry,a}, OSacn. 


Dann sind die Ungleichungen 0 <1, < Ry, 0 <<, < Ry durch (33) gesichert, 
und es gilt daher gemaB (32) 


(37) D(&,, %,) > 
> ¥ (a(R.c}, a {Ra}, 2 (Ri, 9} + 0 {Ryyo}, M2 Mnal * 05 (olRe al) 





Andererseits ist gema8 der Identitat § 4 (17) 
R,, +R, =¥ (a(R, 0}, a (Riz0}, a{R,,a} + a {Ryya}, b{R,, a} + b4R, a). 


Aus den letzten beiden Relationen folgt, da die linken Seiten gemaB (34) 
iibereinstimmen, und ¥ als Funktion des vierten Argumentes eigentlich mono- 
ton ist, die entscheidende Abschatzung 


ae) w (a{R;, al) +2 +9 : (a{ Ry, a) < b{R,, a} + b{Ri, a. 


VI. Aus den Darstellungen § 4 (22), (23) des Linienelements im hyper- 
bolischen und euklidischen Raum ergeben sich fiir des n-dimensionale Volum- 
element in diesen beiden Raumen die Formeln 


(39) cosh OA dy dA und dy dA, 


wobei dA das durch die Projektion !angs der Abstandskurven zu g bestimmte 
(n—1)-dimensionale Volumelement auf E bedeutet. Man bestimme nun durch 
Integration des Volumelements (39) das Volumen von &¥ im hyperbolischen 
Raum, indem man zunachst den Projektionspunkt A auf der Ebene E fest- 
halt, und auf der Geraden g nach y integriert, wobei y das von der Punktmenge 
WF [A] gebildete Gebiet durchlduft; sodann fihre man die Integration iiber 
den laufenden Punkt A der Ebene E aus, der dabei die auf dieser ausgebreitete 
(n—1)-dimensionale Vollkugel mit dem Mittelpunkt O und dem Radius R, 
_uberstreicht. Man erhalt so 


V (8%) = f cosh OAdA f av. 
‘UA<R, ® [A] 
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Da hier das innere Integral gleich dem linearen MaB von WF [A] ist, das, wie 
unter IV eingefiihrt, durch die Funktion wf (0A) ausgedriickt wird, so er- 
gibt sich 
(40) V (8%) = [ wt @A) cosh OAGA. 

OA =< RF; 


Ebenso erhalt man im euklidischen Raum 


(44) vist) = f wf Oda. 
OA <P; } 


Dabei ist, wie unter IV festgestellt, in beiden integpelen w* eine nach oben 
halbstetige Funktion ihrer Argumentes. 


Man setze nun 


da J,,, ( 
(42) <pw = 1 (0) 


wobei J,, (p) wie unter § 2 JII das Volumen der m-dimensionalen Volikugel 
vom Radius p angibt. Dann gibt, wie im Anhang § 12 (55) hergeleitet wird, 
J! (p) fiir m > 2 die Oberflache dieser Kugel an, und es wird im hyperboli- 
schen Raum, wie im Anhang § 12 (53), (63) hergeleitet wird, 

(43) Ji (p) =mE,, sinh™—* p 

und im euklidischen 


(44) Ji, (pe) = mE, p™—"', 


wobei E,, in beiden Formeln das Volumen der m-dimensionalen euklidischen 
Einheitskugel bedeutet, und diese beiden Formeln auch fiir m = 1 giiltig blei- 
ben, indem in beiden wegen J, (p) = 2p J' (p) = 2 wird.- 

Fiihrt man daher fiir n > 3 in (40) und (41) die Integration zuerst iiber die 
Oberflache der (n—1)-dimensionalen Kugel OA: = + aus und integriert nachher 
liber t, so erhalt man im hyperbolischen Raum 


R, 
(45) V (87) = (n—1) E,—sJ wi (ct) sinh"—* + cosh t dt 
und im euklidischen 


R, E 
(46) V (8%) = (n—4) E,_,f wf (x) <"—2 dr, 
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welche beiden Formeln auch fiir n = 2 giiltig bleiben, da dann E,_, = 2 wird. 
Man mache jetzt in beiden Integralen die Substitutior 


(47) «=a {Ri, a}, 


wobei Rj durch (33) und (34) definiert ist und gem&B (35) nicht verschwindet, 
wahrend dem Intervall 0 <<+ < RA, wegen (33) das Intervall 0 < « <A ent- 


spricht. Die Gleichung (47) ist in der hyperbolischen Geometrie gleichbedeutend 
mit der Gleichung 


(48) sinh + = sinh Rj sin a 
und in der euklidischen mit der Gleichung 

(49) <= Ri sina. 

Man hat daher in der hyperbolischen Geometrie 

(50) cosh $* = sinh Rj cos « 
und in der euklidischen 

(5) S* = Ri cosa. 


Die Substitution ergibt in der hyperbolischen Geometrie 


a 
(52) V (Sf) = (n—1t) E,_, sinh*"—* Ri fur (a {Rj, a}) sin"—* « cosa da 
0 


und in der euklidischen 
Aa 

(63) V (Sf) = (n—4) E,_, Ri*—* [ wt (a {Rj, a}) sin"—* « cosa da. 
0 


Nun ist in der hyperbolischen Geometrie gemaB (43) 
(54) sinh"—* Ry = —— Ji, (Ri) 
und in der euklidischen gem&B (44) 

(55) Ry" = —— Ji, (Ri). 


Man erhalt daher die fiir beide Geometrien gleichlautende Gleichung 


a 
(56) jane a oa | w* (a {RF}, «}) sin"-* « cosa da, 


) 


wobei /, wegen (35) nicht verschwinden kann. 
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Bildet man die entsprechende Gleichung fiir &}, addiert die beiden Glei- 
chungen und schatzt dann auf der rechten Seite den Integranden mittels (38) 
ab, so ergibt sich 


V (8%) V (3) 


CD Tag * Try = 





A 
2-4 En—1 Je {R!,a} +6{R,a}) sin"-* « cos ada, 


0 


< 


und hieraus folgt, da gem&8 (33) 0<<A = = ist, bei Beriicksichtigung dessen, 
. daB V (Xf) = V (&,) und V (KF) = V (8,) ist, a fortiori 


(58) 


VR) | VR) — 2n— Ens ~— 
TriRD Fey SE | 8 Rina a cosada + 
0 
bd 
2(n —1) En , - n—@ 
aa fe {Ry, a} sin™—*a cosa da. 


Die Integrationen auf der rechten Seite lassen sich nun durch Klarstellung ihrer 
geometrischen Bedeutung leicht ausfiihren. Es bezeichne némlich 8, die 
n-dimensionale Vollkugel mit dem Radius R, und dem Mittelpunkt O, und es 
mégen die Punktmengen &, [A], %8,[A] und die Funktion w, (r) fiir %, ebenso 
definiert sein wie die Punktmengen f(A], W*[A] und die Funktion wf (t) 
fir &*. Es sei nun P ein Punkt der auf der positiven Seite von E gelegenen 
Halfte der Oberflache von &,. Die durch die Abstandskurven zu g bewirkte 
Projektion von P auf E sei A, und die gewdhnliche senkrechte Projektion von 
P auf g sei G. Setzt man ferner 


(59) x POG =a, 
so wird 
(60) OA =GP =a {R,, a}. 


Setzt man daher wie oben 


(61) OA =7, 
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so wird 


(62) t= a {Ro, a}, 

also in der hyperbolischen Geometrie 

(63) sinh t = sinh Ry sina 
und in der euklidischen 

(64) t= R, sina, 


wobei dem Intervall 0<a< = das Intervall 0 <+< R, entspricht. Da die 


Punktmenge %&,[A] dasjenige Stiick der Geraden g ausfiillt, das vom Punkte 
G und dem zu_ ihm in bezug auf O symmetrischen Punkte begrenzt wird, so 
erhalt man 


(65) w(t) = 206 = 2b {Ry, a}. 


Entsprechend den Integraldarstellungen (45), (46) erhalt man in der hyper- 
bolischen Geometrie 


R 
(66y- V(%q) = (n—1) E,_, ff wo (z) sinh*“*+ cosh + d+ 
0 
und in der euklidischen 
R 
(67) Vi(Mq) = (n—1) E,_5 J welt) ede. 
0 


Ebenso wie aus den Gleichungen (45), (46) durch die Substitution (47) die fiir 
beide Gceometrien gleichlautende Gleichung (56) hervorging, erhalt man aus 
(66), (G7) durch die Substitution (62) die fiir beide Geometrien gleichlautende 
Gleichung 
Se) Fes in"—2 
Tilo 7 cE J w,(a{Ry, a}) sin"—* « cosa da, 

0 


(68) 





und da wegen (62) und (65) 


(69) wo(a {Ro, a}) = wo (t) = 2b {Ry, a} 
ist, so folgt 


“z 
2 
2(n—1) Ey, 


n BE, 


V(&) In (Ro) 
Jn (Ro) Jn (Ro) 


(70) b{Roy, a} sin" « cosa da = 
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Die Einfiihrung dieser Identitat in (58) ergibt 


V (&;) V (&,) < Jn(Ry) , In(Re) 








(74) FR) * TRy = Try + FeiRp 
und mithin 
Jn (ing) R 
(72) V(&) < J, (Ry) — —* (V(8,) —J,(Ry)- 
Jn (Ay) 
Man setze zur Abkiirzung 
(73) D (K,, K;) =D 


und beriicksichtige, daB gemaB (34) und (35) 
(74) R, = D—R,, 0< RA, <D 
ist. Dann ergibt sich 


J,(D—R}) 


oder gleichbedeutend 


Jn(P— Fi) (7, (r,) — Jy (Ri) 


(76) J, (Te) S In (D— RB) — FR 


Man definiere jetzt die Funktion H (t) fir 0< t < D durch die Gleichung 


Jn(D—t 


Ji, (t) (J, ("\)— Jn (t)). 





(77) H(t) = J, (D—b) — 


Dabei ist wegen (10), (11) 








(78) 0<r4,<D. 
Man erhalt 

dH d J,(D—t 
(79) : w = (J, ()—J, CO) ee Fa ) 


Da voraussetzungsgemaB8 n > 2 ist, so zeigen die Formeln (43), (44), daB fir 
t>0 Ji (t)>0 und Ji’ (t)>0 bleibt, wobei J; (¢) natirlich die zweite 
Ableitung von J,, (t) nach ¢ bedeutet. Mithin bleibt 


d J,(D—2) 


a to ~° 
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Daher ist fir 0 < t<r, 

(80) se >0 
und fir7,< t< D 

(81) <a <o. 


Folglich ist H (r,) das Maximum der Funktion H (t) fir 0<( i < D. und da 
(82) H (r,) = J, (D—r,) 

wird, so bleibt firO<t< D 

(83) H (t)< J, (D—"), 


wobei das Gleichheitszeichen nur fiir ¢ = r, gilt. 
Da nun die Ungleichung (76) die Gestalt 


(84) Jn (rq) < H (Ri) 
erhalt, so folgt 

(85) Jn (a) < Jn (D—N) 
und mithin 

(86) m<D—n, 

(87) hy +r3< D=D(R, &). 


Das ist die den Kern des Satzes § 1 VI bildende Ungleichung (8) des laufenden 
Paragraphen, die somit in beiden Gecmetrien fiir alle Dimensionenzahlen durch 
Induktion bewiesen ist, und aus welcher, wie wiederholt werden darf, auch die 
den Kern des Spiegeltheorems zum Brunn-Minkowskischen Satz bildende Un- 
g-eichung 


(88) ™ <h—r 


folgt. Gleichzeitig ist damit auch die Allgemeingiiltigheit der Ung'eichungen (75), 
(76) bewiesen, welche unter der Voraussetzung hergeleitet worden waren, daB die 
Ungleichung (8) fiir (n—1) Dimensionen gilt, ebenso auch die Allgemeingiiltig- 
keit der auf Grund der gleichen Voraussetzung unter § 3 (11) hergeleiteten Un- 
gleichung 


(89) D(&,, &) > D(RT, K). 
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Bei der Herleitung der Ungleichungen (75), (76) ist von der Voraussetzung 
r,>0, rg>0 Ilediglich Gebrauch gemacht worden, um die Unglei- 
chungen R,>0, R,>0 sicherzustellen, aus welchen wegen (35) auch noch 


folgt. Daher gelten die Ungleichungen (75), (76) auch beim Verschwinden 
eines oder beider Volumina V (S,), V (S,), wenn nur R, und A, nicht ver- 
schwinden. 


VII. Man setze fiir %, und fiir 2, ™, wobei 
(90) V(X) > 0, ViK™) >0 


vorausgesetzt wird. Die oben definierten Radien r,, R,, Rj, 7, Rg, Ry be- 
zeichne man dementsprechend mit r, R, R’, r™, R™, R®’. Dann ist also 
gcm&B der Voraussetzung (90) 


(91) r>0, M>0. 
Ferner wird offenbar 
(92) D = D(&, X™) = h, 


und es folgt daher aus den Ungleichungen (91),,welche den Voraussetzungen 
(10) entsprechen, gema&B8 (11) 


(93) r<h, Meh 

und gema&B (35) 

(94) O< RIN. 

Die Gleichungen (75), (76) erhalten die Gestalt 

(95) J, (™) = V(R™) < A(R’), 
wobei die Funktion H (t) definiert ist durch die Gleichung 


J(h—t) 


(96) H() = I,h—) — 5 





(J,,(r) — J, (0). 


Es bezeichne Q einen (n—1)-dimensionalen ebenen Querschnitt von & und 
e(Q) den Radius der mit ihm volumgleichen Vollkugel. Man mache nun die 
Voraussetzung, daB es einen Querschnitt Q gebe, fiir welchen 


(97) e(Q) > P 
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ausfallt, wobei P éine Schranke oberhalb r bedeutet, also 
(98) R>r 


ist. Man wahle dann die Ebene des Querschnitts zur Basis E der Symmetrisie- 
rung von § an einer zur Basis senkrechten Geraden g. Dann ist der Schnitt der 
symmetrisierten Punktmenge &* mit E eine (n—1)-dimensionale Vollkugel 
vom Radius 9(Q), deren Mittelpunkt der Schnittpunkt von g mit E ist. Da R 
als Maximaldistanz der &* angehérenden Punkte von der Rotationsachse g 
definiert war, so ist daher 


(99) R > e(Q) 

und wegen (97) 

(100) ) R>P. 

Gem4B (94) ist daher auch 

(101) P< Rh. 

Wegen (98) und (101) ist gemaB (81), (82) 

(102) A(R’) SH(P)< A(r) = J, (h—"), 
und aus (95) folgt 

(103) V(X™) < H(P) < J, (h—n), 
oder gemaB (96) 


(104) v(x™) < J, (h—P) — 49-7) (V(&) — J, (P)). 


Jn (P) 
Diese Ungleichung ist zunachst unter den Voraussetzungen 
V(M) > 0, Vi(R™) > 0 


abgeleitet worden, von denen wir uns jetzt befreien wollen. Ware h< P, so 
kénnte wegen (97) & in keiner Kugel vom Radius A enthalten sein, und es 
wiire mithin &™ leer. Andererseits bliebe in diesem Falle die rechte Seite der 
Ungleichung (104) undefiniert, da die Funktion J, fiir negative Argumente 
nicht definiert ist. Daher ist die Voraussetzung 


(105) h>P 
geboten. Wegen (98) ist 


(106) V(&)— J, (P) < 0 





_ ef 





§ 5, VII Der Brunn-Minkowskische Satz und sein Spiegeltheorem. 353 


und mithin die rechte Seite von (104) nicht negativ. Daher ist die Ungleichung 


fir V(@™) =0 zwar trivial, aber jedenfalls zutreffend. Ihre Giiltigkeit ist 
mithin nur noch fiir den Fall 


(407) v(re™) > 0, Vis) = 0 
nachzuweisen. In diesem Fall ist r” > 0 und mithin auch 
(108) R™>0. 

Ferner ist wegen (98) und (100) 

(109) R>0. 


Wie aus der Schlu8bemerkung von VI hervorgeht, gilt also in diesem Fall die 
Ungleichung (75), welche wegen des Verschwindens von V () die Gestalt 


(110) V(8™) < H,(R’) 


annimmt, wobei unter Beriicksichtigung von (92) H,(t) fiir 0 < t< h definiert 
ist durch die Gleichung 


’ Jn (t) 
111 H,(t) = J,(kh—t}) + Jk —t) SS, 
( ) o(t) n( )+ 4 ) Jn @) 
und 
(412) Om P< RCNA 


ist. Nun erhalt man 








dH,(t) _ ad J,(h—2) 
= Boni 3 Jn (@) a J 
und mithin firO<t<h 
(414) el) =<*?. 


Ferner ist, wie aus (42), (43), (44) leicht hervorgeht, 


oe 
(115) lim Tat) =0. 


Definiert man also H,(0) durch die Gleichung 


(116) H,(0) = J, (h), 


Mathematische Annalen. 120, 23 
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so bleibt die Funktion H,(t) auch fir 0 < t < A stetig. Ferner ist wegen (114) 
und (112) 


(117) H,(R’) < H,(P), 
(448) H,(P) < Hg(0) = J, (2). 
Aus (110) und (117) folgt 

(119) V(®™) < Ag(P). 


Diese Ungleichung ist aber mit der Ungleichung (104) identisch, wenn in dieser 
V(S) =0 gesetzt wird. 

Unter der selbstverstandlichen Voraussetzung h >P, ohne welche die 
majorisierende Seite undefiniert bleibt, gilt also die Ungleichung (104) fiir 
jede beschrankte, abgeschlossene Punktmenge &, welche einen (n—1)-dimen- 
sionalen ebenen Querschnitt besitzt, dessen Volumen nicht kleiner ist als das 
der Vollkugel vom Radius P, wobei P eine Schranke oberhalb r bedeutet. 


Sie stellt gem&8 (103) und (118) eine Verschirfung der Ungleichung des 
Spiegeltheorems 


(120) ™ <h—r 


dar und geht fiir P =r in eine mit dieser gleichbedeutende iiber. Ihr charak- 
teristischer Vorzug besteht darin, daB sie in V(&) und V(#™) linear ist. Eine 
lineare Verschdrfung von analogem Aufbau gilt auch fiir die Brunn-Minkowski- 
sche und fiir die isoperimetrische Ungleichung. 


§ 6. Beweis der Brunn-Minkowskischen Ungleichung im euklidischen 
und hyperbolischen Raum. 


I. Die § 1 (14) aufgestellte Ungleichung 
(1) Tg—Ty > 8 (MK, Ny), 


wobei die Punktmengen &, und #, als beschrankt und abgeschlossen, 8, als 


nicht leer und in &, enthalten vorausgesetzt werden, gilt im eindimensionalen 
Raum. 


Beweis. Man setze 8 ({,, ,) = 8. Verschwindet-dann 8, so ist die Un- 
gleichung selbstverstandlich. Anderenfalls ist gemaB § 1 (16) %,, in 8, ent- 
halten, und es gehéren daher die beiden Intervalle von der Lange 3, welche 
an die beiden duBersten Punkte von &, nach auBen angeschlossen werden, zu 
R,. Also ist 
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(2) V(S,) > V(S,) + 28, 

und mithin gilt wegen 

(3) 1=ZV@), n=+ Vis) 


auch die zu beweisende Ungleichung (1). 


Ebenso trivial ist die Ungleichung (1) im n-dimensionalen Raum fiir den 
Fall r, = 0. Da n&mlich jede n-dimensionale Vollkugel vom Radius 3, deren 
Mittelpunkt &, angehért, von &,, iiberdeckt wird, und &, voraussetzungs- 
gem48 mindestens einen Punkt enthalt, so iiberdeckt &,, mindestens eine 


solche Vollkugel, und da, wie schon oben benutzt, %,, gemaB § 1 (16) in &, 
enthalten ist, so folgt 


(4) mos 
und damit fiir den Fall r, = 0 die Ungleichung (1). 

II. Nunmebhr wollen wir die Ungleichung (1) durch Induktion fiir alle Dimen- 
sionenzahlen beweisen und setzen demgem&8 voraus, daB n > 2 ist, und daB 
die zu beweisende Ungleichung im (nm — 1)-dimensionalen Raum gilt. 

Mit dem Beweise der Ungleichung (1) ist dann gem&B § 1 IX auch die den 
Kern des Brunn-Minkowskischen Satzes bildende Ungleichung 
(5) mort+h 


bewiesen. Da8 endlich in dieser das Gleichheitszeichen Platz greift, wenn 
& eine n-dimensionale Vollkugel ist, bedarf als evidente Einsicht keines Be- 
we'ses, wihrend die Behauptung, da8 das Gleichheitszeichen nur in diesem 
Falle erreicht wird, im § 11 den Beweis findet. 


Da die Ungleichung (1) fiir den Fall r, = 0 schon unter | bewiesen ist, so 
diirfen wir bei ihrem Beweise die Voraussetzung 


(6) r1>0 
machen, aus welcher, da S, voraussetzungsgem48 in S, enthalten ist; auch 
(7) > 0 
folgt. 
Ferner diirfen wir noch die Voraussetzung 
(8) 8(&,, K,) > 0 


machen; denn anderenfalls ist, da %, in &, enthalten ist, die Ungleichung (1) 
selbstverstandlich. 


23¢ 
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ill. Zundchst folgt aus der Symmetrisierungsvorschrift, da8 auch Rf in #% 
enthalten ist, wobei &f und S&F wie friiher die durch Symmetrisierung von 
&, und &, an einer Geraden g auf der Basis einer zu ihr senkrechten (nm — 1)- 
dimensionalen Ebene E hervorgehenden Punktmengen bedeuten. Die voraus- 
gesetzte Giiltigkeit der Ungleichung (1) im (mn — 1)-dimensionalen Raum sichert 
ferner gem4B § 3 (21) fiir den n-dimensionalen Raum die Giiltigkeit der Un- 
gleichung 


(9) 3(Kf, RF) > 3(K,, K,). 
Mithin ist wegen (8) auch 
(10) 3( RT, RF) > 0. 


Wie unter §5 III gezeigt, sind die durch die Abstandskurven zur Geraden g 
hewirkten Gesamtprojektionen von &f und Sf auf die (n — 1)-dimensionale 
Ebene E (n — 1)-dimensionale Vollkugeln mit dem Mittelpunkt O und den 
Radien RA, und R,. R, und R, geben somit auch die Maximalentfernung der 
zu Rf und KF gehdrigen Punkte von der Rotationsachse an. Es sei nun P 
ein Punkt von Sf, in welchem die Maximalentfernung 2, erreicht wird. Es 
bezeichne Q denjenigen Punkt der von P auf g gefillten Senkrechten, der auf 
der von g abgewandten Seite in der Entfernung 8 (&*, R¥) von P gelegen ist. 
so daB also seine Entfernung von g R, + 3(8,, R#) ist. Wendet man nun die 
Bemerkung § 1 (16) auf die Punktmengen &f und 7 an, so folgt, daB jeder 
Punkt, der von einem Punkte von &f um nicht mehr als 3(8f, &¥) entfernt 
ist, in RF enthalten ist und daher auch der Punkt Q. Da A, die Maximal- 
entfernung der zu &} gehérigen Punkte von g darstellt, so folgt mithin 


(11) R, + 3(8%, BF) < Ry 
und hieraus wegen (9) 
(12) R,— R, > 3(R*, KF) > 3(K,, &,). 


Da ferner aus RA, = 0 auch r, = 0 folgen wiirde - im Widerspruch zur Voraus- 
setzung (6), so ist 


(13) R,> 0 und wegen R,> R, auch R,> 0. 
IV. Es seien t, und t, zwei beliebig vorgegebene Gré8en in den Intervallen 


(14) 0<74,<R, 1S <7 + 3(K, TF). 


Man wahle auf der Ebene E die Punkte A, und A, so, daB A, auf der Strecke 
OA, liegt und 
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(15) OA, =%, OAg =e 


wird. Dann sind in der Bezeichnungsweise von § 5 IV, da auf Grund von (14) 
0<t, < A, ist, die Punktmengen Sf[A,] und damit auch Wf[A,] nicht 
leer, und man erhalt gem&B § 4 (3) auf Grund der Stetigkeit und Monotonie 
von ¥ als Funktion des vierten Argumentes 


(16) 8(S*[Ay), BELA) = ¥ (x, ty, Aras, 3(2B*(Ay), BFLAY))), 


wobei R¥(A,] den Schnitt von R¥ mit der durch den Punkt A, gehenden 
Abstandskurve zur Geraden g bedeutet und 8 [A,] seine gewdhnliche senk- 
rechte Projektion auf g und mithin auf dieser Geraden die Komplementir- 
menge von %&[A,] bildet. Ferner wird 


(17) A, A, =%, —™, < 3(K*, KF). 


In der zweidimensionalen Meridianebene, in welcher die voraussetzungs- 
gem4B auch den Punkt A, enthaltende Gerade OA, liegt, verlaufen auch die 
durch A, und A, gehenden Abstandskurven zur Rotationsachse g. Besitzen 
daher ein Punkt P, der ersteren Abstandskurven und ein Punkt P, der letz- 
teren dieselbe gewdhnliche senkrechte Projektion G auf g, so liegen die Punkte 
G, P,, P, auf einer Senkrechten zu G, und es ist wegen (17) 


(18) P,P, = A, A, < 8 (8, RF). 


Da, wie schon unter III festgestellt, jeder Punkt, der von einem Punkte von 
&* um nicht mehr als 3(&*, ®¥) entfernt ist, in RF enthalten ist, so folgt 
aus (18), daB, wenn P, zu &f[A,] und mithin zu Rf gehdrt, auch P, zu KF 
und mithin zu &}[A,] gehért, oder mit anderen Worten: ist G in Wf[A,| 
enthalten, so ist G auch in Y}[A,] enthalten. Es ist also WY[A,] in WF[A,| 
enthalten, und man hat daher, da die Ungleichung (1) fiir den eindimensio- 
nalen Raum bewiesen ist, 


(19) 3(BW*A,], BELA) < I — Ms) 


9 
- 


wobei wf (t,) und w (t,) wie unter § 5 IV die wegen der Rotationssymmetrie 
von &¥ und St} nur von t, und t, abhaingenden linearen MaBe von Wf(A,]) 
und YW F[A,} bedeuten. Aus (16) und (19) folgt bei Einfiihrung von (17) 


(20) 3(R*[A,), BELA) < ¥ he, te, t2—Th w, )—) ) 
Endlich ist definitionsgemaB 


(21) 3 (RF, KF) < F(KFLA,], HFLA,). 








‘on wi (a{ Ry, “))— mi ({Rvo)) > 5 (Rr, —b{R, a}. 
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Mithin ist wegen (9) und (20) 


(22) 3(&,, B) < V(t, t,t —t, w3 (*,) = vied) 





welche Ungleichung somit fiir jedes Wertepaar +,, t, gilt, das den unter (14) 
eingefiihrten Voraussetzungen 


(23) O<4,, tT <<, + 3(KF, KF) 
geniigt. 

Man setze jetzt 

(24) Ry = R, + 8(8,, &). 

(25) t = @{R,, a}, t% = a{Ry, a}, 0<a<t, 


wobei die Symbole auf der rechten Seite der Gleichungen (25) durch § 4 (8) 
erklart sind. 


Dann ist gemaB der Identitat § 4 (21) 
(26) 3(8,, &,) = RY — Ry = V(t, te, t2—T, O{RY, a} — 5 {R,, a}). 
GemaB § 4 (6) folgt hieraus zunadchst 
(27) 3(R,, R,) >t, —7, 
und mithin wegen (9) 
(28) T? <T, + 3(KF, KF). 


Die Voraussetzungen (23) sind mithin, da die Ungleichungen 0 <1, < A, und 

=, <t, durch (24) und (25) gesichert sind, erfiillt, und es gilt folglich auch die 
Ungleichung (22). Da die linken Seiten der Ungleichung (22) und der Gleichung 

(26) miteinander iibereinstimmen, so folgt, da ‘¥ als Funktion des vierten Ar- 
gumentes mit diesem eigentlich monoton wachst, 


wy (*y 


(29) 1 MD > b (Ry ,a} —b (Ry, a} 


und bei Einfiihrung von (25) 


Diese Abschitzung entspricht der Abschatzung § 5 (38). 











| 
| 
| 
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V. Gema&B § 7 (45), (46) ist in der hyperbolischen Geometrie 


R, 
(31) V(X?) = (n— 1) Z,_, f w* (t) sinh "~*¢ cosh tdr, 
r) 


V(83) =n — 1) E,, f w(t) sinh"-*r cosh td= 


und in der euklidischen 


(32) V(S*) = (n — 1) B,_ fat (x) 2-2 de, 


V (RF) = (n— 1) E,, f wy (ct) "8dr. 
Da wegen (12) und (24) , 
(33) Ry < R, 
ist, so folgt im hyperbolischen Raum 
R 


(34) V (S$) > (n— 1) B,_, J w(x) sinh *-*s cosh rat 
0 
und im euklidischen 
Ry 
(35) V (S$) > (n— 1) B,_, f we (a) ae. 
0 


Man mache nun in den V (Sf) darstellenden Integralen (31), (32) die Substi- 
tution 


(36) + =a {R,, a} 
und in den V (83) abschatzenden Integralen (34), (35) die Substitution 
(37) t =a-{Ry, a}. 


Dann entspricht dem Intervall 0<« < > bei der ersten Substitution das 


Intervall 0 <<+ < R, und bei der zweiten das Intervall 0 <+ < Ry, und man 
erhalt durch genau dieselbe Rechnung, welche im § 5.die Integrale (45), (46) in 
das Integral (56) iiberfiihrte, die fiir beide Geometrien gleichlautenden Formeln 


V (Si) 


2) aR, 





— &—) a i w* (a{R,, «}) sin"~*a cos ada, 
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2 
V (&3) (n—1) Eni * " + R—2 
(39) Ray > Py me J w} (a{Ry, «}) sin"~*a cos ada, 


wobei zu beriicksichtigen ist, da8 gema8 (13) und (24) R, und Ry nicht ver- 
schwinden. Subtrahiert man (38) von (39) und schatzt danr den Integranden 
mittels (30) ab, so ergibt sich, da V(*¥) = V(S,) und V(&F) = V(R,) ist, 











? 
VMs) —-V) S 2m—1) En (pepe 9 gin an! 
(40) TR) ~ FR) > aE, f {Ry , a} sin ™—*a cos ada 
. 
_ 24— Fr | ota) sin ™—*x cos ada 
nE, 
0 


und bei Einfiihrung der Identitat § 5 (70) 


V (&2) V (8) > Jn(Rz) — In(Rs) 


(41) Tr(Re) — In(Ri) = Jn(R3) (Ry) | 


Diese Ungleichung entspricht der Ungleichung § 5 (71). 
Man setze wieder zur Abkiirzung 


(42) 3(K,, Ry) = 8 
und beriicksichtige, da8 gemaB (8) und (24) 

(43) 8>0, RY =R, +8 
ist. Dann erhalt man aus (41) 


Jn(Ri + 8) 


(44) V (&,) = J,(R, +8) + - Jn (Ry) 


(V (&,) bie J,(R,)) 
oder gleichbedeutend 


Jn (Rx +8) 


(45) Iq (rs) > Jn (Ry +8) + 
n 





(J, (r;) — In (R,)). 


Diese beiden Ungleichungen entsprechen den beiden Ungleichungen § 5 (75), 
(76). 

Beim Beweise der letzten beiden Ungleichungen wurde von der unter (6) 
getroffenen Voraussetzung r, > 0 nur Gebrauch gemacht, um sicherzustellen, 
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daB R,> 0 ist. Die Ungleichungen gelten also auch fiir r, = 0, wenn nur 
R, > 0 ist. In diesem Falle erhalt (45) die Gestalt 








. Jn(R 
(46) In (ty) > In (Ry +8) — TR, +8) 2" im 
Definiert man jetzt den Ausdruck 
Jn lt 
7) 20 


an der Stelle ¢ = 0 durch 0, so bleibt gema&B § 5 (115) die durch diesen Aus- 
druck dargestellte Funktion auch an der Stelle t = 0 stetig. Bei dieser Defini- 
tion wird fiir R, = 0 die rechte Seite von (46) gleich J,, (3). Verschwinden also 
R, und r,, so nimmt (46) die Gestalt J, (r,) > J,, (3) an, welche gemaB (4) zwar 
trivial aber jedenfalls richtig ist. Da endlich R, offenbar nur dann verschwin- 
den kann, wenn auch r, verschwindet, so ist damit nachgewiesen, dab die bei- 
den gleichbedeutenden Ungleichungen (44) und (45) keiner weiteren Voraus- 
setzung bediirfen, als daB &, und &, beschrankt und abgeschlossen, St, nicht 
leer und in &, enthalten und 3> 0 ist, welch letzte Voraussetzung iibrigens 
auch fallen gelassen werden kann, da fiir 8 = 0 die Ungleichung (44) die Ge- 
stalt V(&,) > V(S,) annimmt, welche selbstverstandlich zutrifft. 


VI. Man definiere jetzt fiir 3 > 0, t> 0 die Funktion G (¢) durch die Glei- 
chung 


In (t +8) 





(48) G(t) = Int + 8) + “SO Vales) — Jn ld) 
Man erhalt 

Jn (t +8 
(49) “> = (J,,(r7:) — J, (0) oa aa 


Nun ergibt sich aus § 5 (43) fiir die hyperbolische Geometrie 


(50) 





Jn (t + 8) ’ sinh (t + 


aor? . . dic 
Tl Oe = (cosh$ + sinh 8 cotght) 


und aus § 5 (44) fiir die euklidische 





J; 8 +8)\nr-1 3\n-1 
(54) wt” = (! : =(t +4) 
und da 

d d i 1 
(52) + cotght=—-— a, FTF 
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ist, so folgt, daB in beiden Geometrien fiir t > 0 








d J,(t + 8) 
" dt Jatt) 
bleibt. Daher ist fir 0< t<r, 


und fir r,<t 

(55) ss > 0. 

Folglich ist G (r,) das Minimum der Funktion G (¢) fiir t > 0, und da 
(56) G(ry) = J,(r1 + 8) 

wird, so bleibt fiir t > 0 

(87) G(t) > Jnr + 8), 


wobei das Gleichheitszeichen nur fiir t = r, erreicht wird. 

Ist aber r, = 0; so bleibt die Funktion G(t) bei der oben vereinbarten Defi- 
nition des Ausdrucks (47) an der Stelle t = 0 auch an dieser Stelle stetig und 
nimmt wegen (55) dort und nur dort ihr Minimum an, welches gleich J, (3) 
wird. Die Ungleichung (57) gilt also auch fiir r, = 0, wobei auch in diesem Fall 
das Gleichheitszeichen nur fiir t = r, = 0 erreicht wird. 

Da gemaB (45) 


(58) J, ("2) > G(Rj) 

ist, so folgt aus (57) 

(59) Jn (2) > In (ri + 8), 
(60) rar +8, 
(61) lz —T, > 8(R,, 2). 


Das ist die Ungleichung (1), die somit in beiden Geometrien fiir alle Dimen- 
sionenzahlen durch Induktion bewiesen ist, und aus welcher, wie wiederholt wer- 
den darf, gemaB § 1 1X auch die Brunn-Minkowskische Ungleichung 


hmorth 


folgt. Gleichzeitig ist damit auch die Aligemeingiiltigkeit der Ungleichungen (44), 
(45) dargetan, welche unter der Voraussetzung hergeleitet worden waren, daB die 


' 
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Ungleichung (1) fiir (n—1) Dimensionen gilt, ebenso auch die Allgemeingiiltigkeit 
der unter § 3 (21) auf Grund der gleichen Voraussetzung hergeleiteten Ungleichung 
(62) 8 (Rt, RF) D 3 (M,, R,). 


Die Ungleichungen (44) stellen endlich, wie aus (57) hervorgeht, fir R, + r, 
eine Verscharfung der Ungleichung (1) dar und gehen fiir R, = r, in eine mit 
ihr gleichbedeutende iiber. 


VII. Man setze in (44) statt &, @ und statt &, &, und schreibe dement- 
sprechend statt r, und R, rund A. Dann erhalt man, da offenbar 


wird, 
J,(R+h) 
(64) V (8) > Jy (R +h) + “MEY (V(@) —J,(R)). 


Dabei bedeutet in beiden Geometrien AR die Maximaldiatenz der durch 
Symmetrisierung der Punktmenge & hervorgegangenen Rotatiunspunkt- 
menge von ihrer Achse. In der euklidischen Geometrie l48t diese Definition 
auch die folgende einfachere Fassung zu: A ist der Radius derjenigen (n—1)- 
dimensionalen Vollkugel, welche mit dem groé8ten Querschnitt volumgleich 
ist, den & mit einer beliebig gewahiten Schar paralleler (n —1)-dimensionaler 
Ebenen bildet. 


GemaB der Feststellung am Schlusse von V gilt die Ungleichung (64) fir 
jede beschrankte, abgeschlossene, nicht leere Punktmenge &. Sie stellt gemaB 
der SchluBbemerkung von ‘VI fiir A +r eine Verschaérfung der Brunn-Min- 
kowskischen Ungleichung dar und wird fiir R =r mit ihr gleichbedeutend. 
Ihr charakteristischer Vorzug besteht darin, daB sie bei festem A und A in 
V(S) und V(8&,) linear ist. 


VIII. Bei dem oben durchgefiihrten Beweise fiir die Ungleichungen (44), 
(45) ist hinsichtlich der durch Symmetrisierung herangezogenen Hilfspunkt- 
mengen &f, KF lediglich von dem folgenden Sachverhalt Gebrauch gemacht 
worden: &f und 8} sind beschrankt und abgeschlossen, &* nicht leer.und in 
RF enthalten. Sie sind in bezug auf eine gemeinsame Achse rotationssymme- 
trisch, was fiir n = 2, wie wiederholt werden darf, nur bedeutet, daB beide zur 
Achse symmetrisch liegen. Ferner ist 


(65) V (Sf) = V(R), V(R) = V(R,), 


(66) 3(Kf, KF) > 3(M,, R,). 
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Endlich gibt es, wenn A, und R, die Maximaldistanzen der Punktmengen &* 
und & von der gemeinsamen Rotationsachse bedeuten, in jeder A, nicht 
iiberschreitenden Entfernung von dieser Punkte in &f und in jeder R, nicht 
iiberschreitenden Entfernung Punkte in &}. Diese letzte Eigenschaft kann bei 
Beriicksichtigung der Rotationssymmetrie auch mit anderen Worten so aus- 
gedriickt werden: Die durch die Abstandskurven zur gemeinsamen Rotations- 
achse bewirkten Gesamtprojektionen von Sf und Sf auf eine zur Rota- 
tionsachse senkrechte, (mn — 1)-dimensionale Ebene sind (mn — 1)-dimensionale 
Vollkugeln mit den Radien RA, und R,. 


Was insbesondere die durch das Symmetrisierungsverfahren gesicherte 
Eigenschaft von Sf und 8 anlangt, daB es eine (n—-1)-dimensionale zur Ro- 
tationsachse senkrechte Ebene E gibt; so daB die Schnitte der Abstands- 
flachen von E mit &f und RF bei der gewdhnlichen senkrechten Projektion 
auf E, wenn sie nicht leer sind oder nur den Durchtrittspunkt der Achse ent- 
halten, (n— 1)-dimensionale konzentrische Vollkugeln bilden, so ist davon 
lediglich Gebrauch gemacht worden, um die eben aufgezdhiten Eigenschaften 
von &¥ und &F nachzuweisen. 


Diese Einsicht fiihrt zu dem folgenden Ergebnis: Es seien %, und S, von 
vorneherein als Rotationspunktmengen um eine gemeinsame Achse gegeben, 
welche in jeder die Maximaldistanz nicht iiberschreitenden Entfernung von der 
Achse Punkte aufweisen. Beide seien beschrankt und abgeschlossen, $, nicht 
leer und in &, enthalten. Identifiziert mann dann Kf mit &, und KF mit ,, 
so geniigen &* und RF den oben aufgezihiten Forderungen, und es gelten 
daher die Ungleichungen (44), (45), wobei aber jetzt A, die Maximalentfernung 
der Punktmenge 8, selber von der Rotationsachse bedeutet. 


Es sei insbesondere & eine beschrankte, abgeschlossene, nicht leere 
Rotationspunktmenge, welche in jeder die Maximaldistanz nicht iiber- 
schreitenden Entfernung von ihrer Achse Punkte besitzt. Dann ist offenbar 
auch &, eine Rotationspunktmenge um dieselbe Achse mit einer um h 
gréBeren Maximaldistanz, welche in jeder diese nicht iiberschreitenden Ent- 
fernung von der Achse Punkte besitzt. Es gilt daher unter dieser iiber & 
gemachten Voraussetzung auch die lineare Ungleichung (64), wobei aber jetzt 
R unmittelbar die Maximaldistanz der Punktmenge & von der Rotations- 
achse bedeutet. 


IX. Bei Beriicksichtigung der im vorigen Abschnitt eingefiihrten Erganzung 
ist die durch die lineare Ungleichung (64) gegebene Abschatzung fir R <r 
genau — und zwar in dem Sinn, da8 es zu jedem dieser Werte R der Maximal- 
distanz von der Achse Rotationskérper gibt, welche in jeder die Maximal- 
distanz nicht iiberschreitenden Entfernung von der Achse Punkte besitzen und 
in der Abschatzung das Gleichheitszeichen erreichen. 








™“ 
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Beweis. Es seien E, und E, zwei (n—1)-dimensionale, zur Geraden g senk- 
rechte Ebenen. Man definiere zundchst die Punktmenge $’ folgendermaBen: 
Von jeder Abstandskurve zu g, deren Abstand eine GroBe p > 0 nicht iiber- 
schreitet, gehért das zwischen den beiden Ebenen gelegene Stiick einschlie8- 
lich seiner beiden Schnittpunkte mit dieseh zu #’. Dann besteht auf jeder 
der beiden Ebenen die Berandung von $’ aus einer (nm — 1)-dimensionalen 
Volikugel vom Radius p, deren Mittelpunkt in den Schnittpunkt der Ebene 
mit g fallt. Man setze nun noch auf jede dieser (n — 1)-dimensionalen Be- 
randungsvollkugeln nach auBen eine n-dimensionale Halbkugel mit dem- 
selben Mittelpunkt und Radius auf. Der so gebildete Kérper sei &. Dann hat 
man zundchst 


(67) V() = V(S’) + Jy (p). 


GemaB § 5 (45), (46) erhalt man in der hyperbolischen Geometrie 


e 
(68) V (#') = (n—1) E,_, [ w(x) sinh"“*r cosh td 
0 


und in der euklidischen 
e 

(69) V (8!) = (n—1) B,_, [ w(a) x"? 
0 


Dabei bedeutet w(t) das lineare MaB der gewdhnlichen senkrechten auf g ge- 
bildeten Projektion des Schnittes von & mit der Abstandskurve im Abstand 
~ von g. Daher ist 


w (t) =A, 


wobei A die Lange cer von den beiden Ebenen aus der Geraden g ausgeschnit- 
tenen Strecke bedeutet. Man erhalt daher in der hyperbolischen Geometrie 


(70) V(&’) =A£,_, sinh "~*p 
und in der euklidischen 
(74) V(&’) = E,_,¢"? 


und bei Einfiihrung von §5 (43), (44) die in beiden Geometrien gleichlautende 
Formel 


En-1 . 7 
(72, V(&’) = = r» Ji, (0). 
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Es ist also in beiden Geometrien 





E,- , 
(73) V (%) = ——* rTn(e) + Jn(e)- 


Nun geht der Parallelkérper &,, aus & offenbar dadurch hervor, da8 man die 
Gerade g und die beiden Ebenen E, und E, und damit auch 2 festhalt und ¢ 
durch 9 + hk ersetzt. Daher ist 


En— ' 
(74) V (&,) "— ASI (op +h) + J, (eo +A). 


nEy 
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt 


J 


n er n(p +’) 
(75) V(@,) = J,(e +h) + a ~ (V(%) — J, (p)). 





Da & ein Rotationskérper ist, dessen Maximaldistanz R von der Achse gleich 
o wird, und der in jeder nicht gréBeren Distanz Punkte besitzt, so zeigt diese 
Gleichung, da8 bei dem gewahiten Beispiel in der Ungleichung (64) in der Tat 
das Gleichheitszeichen gilt. Dabei kann man durch Wahl von po und A der 
Maximaldistanz R und dem Radius r der mit & volumgleichen Vollkugel be- 
liebige Werte erteilen, wenn nur der letztere vom ersteren nicht iiberschritten 
wird. Damit ist die Behauptung bewiesen. 


X. Es bezeichne Q einen (n — 1)-dimensionalen ebenen Querschnitt von & und 
o(Q) den Radius der mit ihm volumgleichen Vollkugel. Man mache die Vor- 
aussetzung, daB es einen Querschnitt Q gebe, fiir welchen 


(76) e(Q@)>P 
ausfillt, wobei P eine Schranke oberhalb r bedeutet, also 
(77) P>r 


ist. Man wiihle dann die Ebene dieses Querschnitts zur Basis E der Symmetri- 
sierung an einer zur Basis senkrechten Geraden g. Dann ist der Schnitt der sym- 
metrisierten Punktmenge &* mit E eine (n — 1)-dimensionale Vollkugel vom 
Radius p (Q), deren Mittelpunkt der Schnittpunkt von g mit E ist. Fiir die 
Maximaldistanz R des Rotationskérpers * von seiner Achse gilt daher 


(75) Rh > 9(Q) 
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und mithin wegen (77) 

(79) R>P>r. 

GemaB (64) ist nun 

(80) V(&,) > G(R), 

wobei die Funktion G&) durch die Gleichung 


Jn(t + h) 


(81) Gi) = Jt +h) + 





definiert ist. Aus (79) folgt gema&B8 (55), (56) 
(82) G(R) > G(P), G(P) > G(r) = J, (r +h). 


Man hat daher wegen (80) 


(83) V(&,) > GP), 
also 
(84) V(&,) > J,(P +h) + 2” (yi — J, (6)). 


Jn (P) 


Diese in V(S) und V(S&,) lineare Ungleichung gilt also fiir jede beschrankte, 
abgeschlossene Punktmenge 8, welche einen (m — 1)-dimensionalen ebenen 
Querschnitt besitzt, dessen Volumen nicht kleiner ist als das der Vollkugel vom 
Radius P, wobei P eine Schranke oberhalb r bedeutet. Die Ungleichung stellt 
gemaB der zweiten Ungleichung (82) eine Verscharfung der Brunn-Minkowski- 
schen dar, mit welcher sie fiir P =r gleichbedeutend wird. Sie bildet das ge- 
naue Analogon der fiir die Punktmengen 8 und &” geltenden linearen Un- 
gleichung § 5 (104). Sie hat vor der Ungleichung (64) den Vorzug, da8 im hyper- 
bolischen Raum die geometrische Bedeutung des Parameters P im allgemeinen 
einfacher ist. als diejenigen des Parameters R. 


§ 7. Beweis der isoperimetrischen Ungleichung im euklidischen 
und hyperbolischen Raum. 


I. Die Dimensionenzahl n sei > 2. Dann wird die Minkowskische Oberflache 
der beschrankten, abgeschlossenen, nicht leeren Punktmenge 8, die fortan 
mit O(&) bezeichnet werden mdge, definiert durch den Grenzwert 
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(4) O(8) = lim int “@N—VE)  ») 
h>0 h 


Nun folgt aus § 6 (64) 














(2) 
J, (R+h 
V(&,) — V(®) > J,(R +h) — J,(R) + (= oh . —1) (V(%) — J, (R)) 
(3) 
V(Mn)—ViM)  In(R+M—Ja(A) Jn(R+h)—Jy(R) V(&)—Jn(R) 
a ae > Jn(R) 

, Bd R 
(4) O() > JiR) + SPD (Ve) — JA) 
oder gleichbedeutend 

, Jn(R 
(5) O(#) > In(R) + Fog nl) — Jn (A), 


wobei J‘' natiirlich die zweite Ableitung von J,, bezeichnet. 
Man setze fiir t > 0 


_ oy Jn(t) i 
(6) 6) = JA) + roy (J, (7) — Jn()- 
Dann erhalt man 
dg(t) _ a. ad Jr 
(7) — (J,(7) — Jn) = ke 


*) DaB diese Definition der Oberflache einer beschrankten, abgeschlossenen, nich 
leeren Punktmenge unter sehr allgemeinen Voraussetzungen mit der gewéhnliche 
iibereinstimmt, ist bekannt und trivial. Diese Voraussetzungen sind jedenfalls allge- 
meiner als diejenigen, unter welchen es dem Verf. bisher gelungen ist, die isoperi- 
metrische Eigenschaft der Kugel auch fir die nichteuklidische Geometrie zu beweisen. 
Vgil. Scumipt, Ernarp, Beweis der isoperimetrischen Eigenschaft der Kugel im 
hyerbolischen und spharischen Raum jeder Dimensionenzahl. Math. Z. 49, 1-109 
(1943). 

Abgesehen von dem groBen und durchsichtigen Zusammenhang, in welchem die 
vorliegende Arbeit die Gegenstande behandelt, und der bedeutenden Vereinfachung 
der Beweise ist also auch das Ergebnis der zitierten Arbeit, was den euklidischen und 
hyperbolischen Raum anlangt, in demjenigen der vorliegenden enthalten. 

In der Definition (1) kénnte natiirlich auch der lim inf durch den I:m sup er- 
setzt werden. Hier ist ersterer gewahit, weil die Giiltigkeit der isoperimetrischen 


Ungleichung bei ersterer Definition ihre Giiltigkeit bei letzterer a fortiori sicher- 
stellt. 
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Nun ist gemaB § 5 (43), (44) in der hyperbolischen Geometrie 


d Jn (t) ha 


d n—1 
(8) dt Jn(t) = at ((5— 1) cotgh t) = — sinh? 1 
und in der euklidischen 
(9) 4, Int) 6 a n—1 we n—1 





dt J, (t) dt t ; a 


Folglich wird firO<t<r 


(40) “69 <0 
und fiir i>r 
(44) <6 >0. 


Daher ist g(r) das Minimum der Funktion g(t) fiir t > 0, und da 
(12) g(r) = J, (r) 

wird, so bleibt fiir t > 0 

(13) g(t) > J, (r), 


wobei das Gleichheitszeichen nur fiir t = r eintritt. Ist aber r = 0, so bleibt. 
wenn der Ausdruck 





Sn 
" 720 


an der Stelle t = 0 durch 0 definiert wird, gema8 §5 (115) g(t) auch an dieser 
Stelle stetig und nimmt wegen (11) dort und nur dort das Minimum an, welches 
verschwindet. Die Ungleichung (13) gilt also auch fiir r = 0, wobei auch in 
diesem Fall das Gleichheitszeichen nur fiir t = r erreicht wird. Da gemaB (5) 


(15) O (8) > g(R) 
ist, so folgt aus (13) 
(16) O().> Ji (r). 


Da hier die rechte Seite, wie im AnschluB an § 5 (42) fesegestellt, die Oberflache - 
der mit R volumgleichen n-dimensionalen Vollkugel angibt, so ist damit die iso- 


' perimetrische Ungleichung bewiesen. Diese Ungleichung soll zur Unterscheidung 
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von den linearen isoperimetrischen Ungleichungen (4) und (18) auch als die 
gewohnliche isoperimetrische Ungleichung bezeichnet werden. 


Il. Die Ungleichung (4) stellt, da ihre rechte Seite gleich g(A) ist, gemaB 
(13) fiir R + r eine Verschaérfung der isoperimetrischen Ungleichung dar, in 
welche sie fiir R =r iibergeht. Ihr charakteristischer Vorzug besteht darin, 
daB sie bei gegebenem FR in V(&) und O(&) linear ist *). Dabei ist die einfache 
geometrische Bedeutung des Parameters A in-§ 6 VII, VIII erklart. 


III. Die durch die lineare isoperimetrische Ungleichung (4) bestimmte Ab- 
schatzung ist fiir R < r genau - und zwar in dem § 6 IX bei der entsprechenden 
Behauptung iiber die Ungleichung (64) prazisierten Sinn. 


Beweis. Die Behauptung wird durch die Figur belegt, die schon unter § 6 1X 
angefiihrt worden ist. Da namlich bei dieser, wie dort gezeigt, in der Unglei- 
chung-§ 6 (64) das Gleichheitszeichen Platz greift, so gilt fiir diese Figur auch 
in den Ungleichungen (2) und (3) des laufenden Paragraphen das Gleichheits- 
zeichen und folglich auch in (4), w. z. b. w. 


IV. Es bezeichne Q einen (n—1)-dimensionalen ebenen Querschnitt von & 
und e(Q) den Radius der mit ihm volumgleichen Vollkugel. Man mache die 
Voraussetzung, daB es einen Querschnitt Q gebe, fiir welchen 


(17) e(Q)>P 
ausfallt, wobei P eine Schranke oberhalb r bedeutet. Dann gilt 


: £ P 
(18) O(®) > JL (P) + ep (V(%) — J, (P)). 
a 
Beweis. Da unter den genannten Voraussetzungen die Ungleichung § 6 
(84) gilt, so gelten auch die Ungleichungen (2) und (3) und folglich auch (4) 
des laufenden Paragraphen, wenn in ihnen A durch P ersetzt wird. Die letzte 
dieser Ungleichungen ist dann mit der zu beweisenden identisch. 


Diese in V(S&) und O(S) lineare Ungleichung gilt also fiir alle beschrankten, 
abgeschlossenen Punktmengen, welche einen (n—-1)-dimensionalen ebenen 
Querschnitt besitzen, dessen Volumen mindestens gleich dem der Vollkugel 


*) In der euklidischen Geometrie ist die lineare isoperimetrische Ungleichung fiir 
die Ebene langst bekannt, fiir den Raum von Bonnesen bewiesen worden. Vgl. Acta 
Math. 48, 123-178 (1926). i 

In der vorliegenden, fiir den euklidischen, hyperbolischen und spharischen Raum 
aller Dimensionenzahlen invarianten Formulierung ist sie vom Verf. aufgestellt und 
bewiesen worden. Vgi. Scumipt, Eruarp, Die isoperimetrischen Ungleichungen auf 
der gewohnlichen Kugel und fiir Rotationskérper im a-dimensionalen spharischen 
Raum. Math. Z. 46, § 1, 743-750 (1940) in-Verbindung mit |. c. Anm. 8, §.107-109. 
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vom Radius P ist, wobei P eine Schranke oberhalb r bedeutet. Wie aus (43) 
hervorgeht, stellt sie eine Verscharfung der gewdhnlichen isoperimetrischen 
Ungleichung (16) dar, in welche sie fiir P = r iibergeht. Sie bildet das Analogon 
der linearen Ungleichungen § 6 (84) und § 5 (104), welche die Brunn- Minkowski- 
sche und diejenige ihres Spiegeltheorems verscharfen. 

V. Es ist 


(19) O(K) > O(k*), 
wobei &* wie in den vorhergehenden Paragraphen die durch Symmetrisierung 


von §& an einer Geraden hervorgehende, mit & volumgleiche Rotationspunkt- 
menge bedeutet. 


Beweis. Gem&B § 3 (21) ist 


wobei (S,)* die durch Symmetrisierung von §,, an derselben Achse hervor- 
gehende, mit &, volumgleiche Rotationspunktmenge bezeichnet. Da & in &,, 
enthalten ist, so ist auch $* in (,,)* enthalten. Ferner ist offenbar 


(21) 8 (&, &,) =h 
und mithin wegen (20) 
(22) ' h<%, 


wobei zur Abkiirzung 
3(k*, #,,)*) = 3* 
gesetzt ist. Wendet man jetzt die Bemerkung § 1 (16) auf die beiden Punkt- 


mengen &* und (,)* an, so folgt, daB (&*),, in (&,,)* enthalten ist. Wegen (22) 
ist daher a fortiori auch (S*), in (S,,)* enthalten. Folglich ist 


(23) V((8*),) < V((S,)*) 

und, da auf Grund der Symmetrisierungsvorschrift 
V((&,*)) = V(,) 

ist, so ergibt sich 

(24) V((*),) < V (8). 

Wegen V(S&*) = V(S) ist daher 





V ((#*)n) — V(2") V(R,) — Vi®> 
(25) « »)- —< a, 


woraus auf Grund der Definition (1) sich die zu beweisende Ungleichung (19) 
ergibt. 
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VI. Der durch den Grenzwert (1) definierte Begriff der Minkowskischen Ober- 
flache O(S) einer beschrankten, abgeschlossenen, nicht leeren Punktmenge & 
bleibt auch im eindimensionalen Raum sinnvoll. 

In einem soichen besteht die Komplementérmenge von & aus den beiden 
an die beiden duBersten Punkte von & anschlieBenden offenen Halbgeraden 
und einem System offener Intervalle. Es sei m die Anzahl dieser Intervalle, 


die natiirlich auch unendlich sein kann. Dann erhalt man, wie leicht zu sehen, 
bei endlichem m 


(26) O() = 2m + 2, 


welche Gleichung auch bei unendlichem m giiltig bleibt, indem dann beide 
Seiten unendlich werden. Man hat also 


(27) O(8) > 2, 


wobei das Gleichheitszeichen nur fiir m = 0 eintritt, also fiir den Fall, daB & 


eine Strecke, d. h. eine eindimensionale Volikugel ist, die sich auch auf einen 
Punkt reduzieren kann. 


Da J,(r) = 2r und mithin J} (r) = 4 ist, so ist damit die isoperimetrische 
Ungleichung (16) auch fiir den eindimensionalen Raum bewiesen und dabei fest- 
gestellt, daB das Gleichheitszeichen nur der Vollkugel, d.h. der Strecke, vor- 
hehalten bleibt, die sich auch auf einen Punkt reduzieren kann. 


§ 8. Der Eintrittt des Gleichheitszeichens in der Ungleichung 
des Spiegeltheorems. 


I. Die § 1 (10) aufgestellte Ungleichung 
(1) re +12 < D(&,, R;), 


wobei die Punktmengen &, und 8, als beschrankt, abgeschlossen und nicht 
leer vorausgesetzt werden, ist im § 5 bewiesen worden. Dabei greift das Gleich- 
heitszeichen, wie wiederholt werden darf, offenbar dann Platz, wenn 8, und 
8, konzentrische n-dimensionale Vollkugeln sind, die sich auch auf einen 
Punkt reduzieren kénnen. Nunmehr soll bewiesen werden, daB das Gleichheits- 
zeichen nur in diesem Falle eintritt. Diese Behauptung ist fiir nm = 1 und ebenso 
auch fiir den Fall, daB bei beliebigem n r, oder r, verschwindet, unter §5 I 
bewiesen. Wir diirfen daher fortan voraussetzen, daB 


(2) r, > 9, ™>O0 


und 


(33) n>2 
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ist. Wir wollen die Behauptung durch Induktion beweisen und setzen dem- 
gem&B8 voraus, daB sie fiir n — 1 Dimensionen gilt. 


Mit diesem Induktionsbeweis ist dann gema8 § 1 VII auch der Beweis dafiir 


erbracht, da8 in der Ungleichung des Spiegeltheorems zum Brunn-Minkowski- 
schen Satz: 


(4) OO) <h—r 


das Gleichheitszeichen nur von der n-dimensionalen Vollkugel erreicht wird. 


II. Gilt in (1) das Gleichheitszeichen, so ist, wie wir beweisen wollen, fiir 
jeden Randpunkt P, von &, 


(5) D(P,, &) = D(R,, &). 


Dabei bedeutet die linke Seite entsprechend unserer bisherigen Schreibweise 
die Maximaldistanz des Punktes P, von &,,-welche wegen der Abgeschlossen- 
heit und Beschranktheit der Punktmenge 8, in mindestens einem ihrer Punkte 
erreicht wird. Es gibt also behauptungsgem&8 in &, mindestens einen Punkt 
P, in der Entfernung D(8,, &,) von P,, wobei aus der Definition von 
D(&,, &,) unmittelbar hervorgeht, da8 P, auf dem Rande von &, liegen muB. 
Dasselbe gilt natiirlich bei Vertauschung der Indizes 1 und 2. 


Beweis. Trife die Behauptung nicht zu, so hatte man 
(6) D(P,, &) = D(&,, &)—A, A>O. 


Man bezeichne mit $/, die Vereinigungsmenge von , mit der n-dimensionalen 
Vollkugel vom Radius 4 um den Mittelpunkt P,. Dann ist wegen (6) 


(7) D(S,, &,) = D(K,, K,). 


Da ferner P, ein Randpunkt von &, ist, so enthalt die hinzugefiigte Vollkugel 
einen inneren Punkt, der nicht zu 8, gehért, und das miiBte wegen der Abge- 
schlossenheit von &, dann auch fiir eine gewisse Umgebung dieses Punktes 
gelten. Daher ist 


(8) V (8) > V(R) 
und mithin auch 
(9) n>ty 


wobei r', natiirlich den Radius der mit %, volumgleichen Vollkugel bedeutet. 
Andererseits wire gemaB (1) 
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(10) r, +1, < D(R, 8) 
und wegen (7) und (9) 

(11) ry + e< D(K,, Ry) 
- im Widerspruch zur Voraussetzung. 


Ill. Ein Punkt P, von &, und ein Punkt P, von &,, welche die Maximal- 
distanz D(&,, ,) aufweisen, sollen fortan als ,,konjugiert’* bezeichnet werden. 
Offenbar mu8 dann P, auf dem Rande von &, und P, auf dem Rande von &, 
gelegen sein. Bei dieser Bezeichnungsweise l48t sich die unter U1 bewiesene 
Behauptung auch folgendermaBen aussprechen: 


Gilt in (1) das Gleichheitszeichen, so gibt es zu jedem Randpunkt der einen 
Punktmenge auf dem Rande der anderen einen konjugierten Punkt. 


IV. Es seien Rf und RF die aus &, und &, durch Symmetrisierung an einer 
Geraden hervorgegangenen Punktmengen und rf und r= die Radien der mit 
ihnen volumgleichen Vollkugeln. 


Gilt dann in (1) das Gleichheitszeichen, so ist auch 


(12) ri + rz = D(S?, 89). 
Beweis. Zunachst ist 

(13) worn, B=r, 

und gemaB § 3 (11) 


(14) D(&*, Rt) < D(®,, %). 
Gema8 der Ungleichung (1) hat man ferner ; 
15) rt + rf < D(St, 8). 
Aus (43), (15), (14) folgt 


(16) rte =r +73 < D(SF, KF) < D(R,, 8), 


und da die beiden auBersten Glieder dieser Kette von Gleichungen und Unglei- 
chungen voraussetzungsgemaB einander gleich sind, so ergibt sich 


(17) ry tr, =rt + rt = D(RF, RF) = D(R,, &), 


womit auch die Behauptung bewiesen ist. 


Y. Es gelte in (1) das Gleichheitszeichen. Dann mu8 die gewéhniiche senk- 
rechte Projektion des Durchschnitts von &, mit jeder Abstandsflache einer 





r 
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jeden (n —1)-dimensionalen Ebene E auf E, wenn sie nicht leer ist, eine (n —1)- 
dimensionale Vollkugel sein, welche sich auch auf einen Punkt reduzieren kann 
Dasselbe gilt natiirlich auch fiir &,. 


Beweis. Es sei E eine (n—1)-dimensionale Ebene, fiir deren im Abstand a 
verlaufende Abstandsflache die Behauptung nicht, zutrifft, d.h. fiir welche 
Abstandsflache der Durchschnitt mit &, eine gewdhnliche senkrechte Projek- 
tion auf E aufweist, die weder leer noch ein Einzelpunkt noch eine (mn —1)- 
dimensionale Vollkugel ist. Man symmetrisiere &, und &, auf der Basis von E 
an einer zu E senkrechten Geraden g und bezeichne die symmetrisierten Punkt- 
mengen mit &* und SJ. Dann ist also in der Bezeichnungsweise von § 3 II 
%, (a) weder leer noch ein Einzelpunkt noch eine (n—1)-dimensionale Voll- 
kugel. Es sei nun $3 (b) nicht leer. Nach der Symmetrisierungsvorschrift ist 
dann auch §,(b) und damit auch $,(b) nicht leer. Da gem&8 der Voraus- 
setzung des Induktionsschlusses im (m — 1)-dimensionalen Raum in der Un- 
gleichung (1) das Gleichheitszeichen nur fiir ein Paar konzentrischer. (n —1)- 


dimensionaler Vollkugeln gilt, die sich auch auf ihren Mittelpunkt reduzieren 
kénnen, so folgt 


(18) 01 (4) + 9(b)< D(®, (a), B,()). 


In der Ungleichung § 3 (4) ist also fiir dieses Wertepaar a, 6 das Gleichheits- 
zeichen ausgeschlossen. Daher ist es auch in der Ungleichung § 3 (6) ausge- 
schlossen und wegen des eigentlich monotonen Charakters der Funktion ® 
als Funktion des letzten Argumentes auch in den Ungleichungen § 3 (9) und 
(19). Also ist 


(19) D(&,, &_) > D( KF (a), KF (6) 
und mithin a fortiori 
(20) D(&,, ,) > D( PF ,, KF (6), 


wobei Pf , einen auf der Abstandsflache u = a beliebig gewahiten Randpunkt 
von &¥ bezeichnet. Da die letzte Ungleichung fir jeden Wert voni > gilt, bei 
welchem S} (b) nicht leer ist, so ergibt sich aus der Abgeschlossenheit von 8% 


(24) D(&,, %) > D(P* ,, 8%). 


Andererseits folgen aus der vorausgesetzten Geltung des Gieichheitszeichens 
in (1) die Gleichungen (17), also auch die Gleichung 


(22) D(S¥, RZ) = D(K,, R.), 
deren Einfithrung in (21) 
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(23) - D(&%, Rf) > D( PF, 83) 

ergibt. Nun ist gem&B (17) 

(24) i+ ry = D (Rf, 3). 


Daraus folgt aber gem&8 dem Satze II in seiner Anwendung auf die beiden 
Punktmengen S¥ und Sf} 


D(Pt,, 8%) = D(#t, &%) 
-im Widerspruch zu (23), womit die Behauptung bewiesen ist. 


VI. Fir a = 0 ergibt der im vorigen Abschnitt bewiesene Satz insbesondere, 
da8, wenn in (1) das Gleichheitszeichen gelten soll, der Durchschnitt jeder der 
beiden Punktmengen mit jeder (n —1)-dimensionalen Ebene, wenn er nicht leer 
oder ein Einzelpunkt ist, eine (n—1)-dimensionale Vollkugel sein muB - eine 
Aussage, welche in der euklidischen Geometrie den ganzen Inhalt des Satzes V 
erschépft. 


VII. Wir schalten hier die folgende triviale Feststellung ein: Es sei n > 3 
und & eine beschrankte, abgeschlossene, nicht leere Punktmenge im n-dimen- 
sionalen Raum. Ist dann der Durchschnitt von & mit jeder (n—1)-dimen- 
sionalen Ebene entweder leer oder eine (n—1)-dimensionale Vollkugel, welche 
sich auch auf einen Punkt reduzieren kann, so ist & eine n-dimensionale Voll- 
kugel. 


Beweis. Es sei d die Maximalentfernung zwischen zwei Punkten von & 
und A und B ein Punktepaar,.das diese Entfernung aufweist. Es sei M der 
Mittelpunkt der Strecke AB. Ist dann P ein beliebiger Raumpunkt, so geht 
durch die drei Punkte A, B, P mindestens eine (n —1)-dimensionale Ebene. 
Diese schneidet & voraussetzungsgem4B in einer (nm —1)-dimensionalen Voll- 
kugel, deren Durchmesser die in & geltende Maximaldistanz d nicht iiber- 
schreiten kann, die aber das um d voneinander roe ‘Punktepaar A, B 


enthalt und mithin den Mittelpunkt M-und den Radius > 4 besitzt. Der apy | 


gewahite Raumpunkt P gehért also dann und nur pithy zu 8, wenn MP <4 = 
ist, W/Z. b. w. 


VII. Aus VI und VII folgt: Unter der Voraussetzung, daB in der Unglei- 
chung (1) im (n—41)-dimensionalen Raum das Gleichheitszeichen nur- fiir ein 
Paar konzentrischer (n—1)-dimensionaler Vollkugeln eintritt, kann es fiir 
n >3 im n-dimensionalen Raum nur dann Platz greifen, wenn &, und &, 
n-dimensionale Vollkugeln sind, in welchem Falle es offenbar nur dann wirk- 
lich eintritt, wenn diese Kugeln konzentrisch ‘sind. Damit ist also die zu be- 
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weisende Behauptung, da8 das Gleichheitszeichen nur von einem Paar konzen- 
trischer n-dimensionaler Vollkugeln erreicht wird, unter der Voraussetzung 
ihrer Giltigkeit fiir n— 1 Dimensionen fiir n > 3 bewiesen. Da die Behauptung 
fir n = 1 unter § 5 I bewiesen ist, so bedarf die Vollendung des Induktions- 
beweises fiir die Allgemeingiiltigkeit der Behauptung lediglich noch des Nach- 
weises ihrer Giiltigkeit fiir n = 2, der nunmehr gefiihrt werden soll. 


Wir setzen also von jetzt ab voraus, daB &, und &, in einer zweidimensionalen 
Ebene liegen, wobei noch die gem&8 I zulassige Voraussetzung 


(25) r, >0,rz>0 


gemacht werden soll. 


IX. In der zweidimensionalen Ebene fordert das Gleichheitszeichen in (1) 
gem&8 VI, daB der Durchschnitt von &, und &, mit jeder Geraden, wenn er 
nicht leer ist, eine eindimensionale Vollkugel, d. h. eine Strecke bildet, die sich 


auch auf einen Punkt reduzieren kann; es fordert also, daB &, und &, konvex 
sind. 


X. Wie unter § 1 XIII festgestellt, wird auch in der hyperbolischen ebenen 
Geometrie ebenso wie in der euklidischen der Rand einer beschrankten, abge- 
schlossenen, konvexen Punktmenge, welche nicht auf einer Geraden liegt, also 
nicht aus einem einzigen Punkt oder einer Strecke besteht, von einer stetigen 
einfach geschlossenen Kurve gebildet, welche héchstens abzahlbar viele Punkte 
mit mehr als einer Stiitzgeraden aufweist. Auf dieser Randkurve liegen daher 
in beiden Geometrien die ,,reguldren“‘ Punkte, d.h. diejenigen, durch welche 
nur eine einzige Stiitzgerade geht, iiberall dicht. 


Da nun gem&8 IX das Gleichheitszeichen in (1) die Konvexitét von 8, und 
8, erfordert und wegen der Voraussetzung (25) weder &, noch &, auf einer 
Geraden liegen kénnen, so gewahrleistet in der ebenen hyperbolischen sowohl 
als euklidischen Geometrie das Gleichheitszeichen in (1), daB der Rand jeder 
der beiden Punktmengen von einer einfach geschlossenen Kurve gebildet wird. 
auf welcher die regularen Punkte iiberall dicht liegen. 


XI. Es seien nun die Randpunkte P, von &, und P, von S, im Sinne von 
II] konjugiert, d. h. es sei 


(26) P, P, = D(&,, R,) 


Da dann &, von dem Vollkreise mit dem Mittelpunkt P, und dem Radius 
D(&,, &,) tiberdeckt wird, so liegen P, und die gesamte Punktmenge 8, auf 
derselben Seite der durch P, gehenden Senkrechten zur Geraden P, P,, welche 
Senkrechte daher eine Stiitzgerade von &, bildet. Dasselbe gilt natiirlich bei 
Vertauschung der Indizes. 
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XII. Ein im Sinn von X regulérer Randpunkt besitzt nur einen einzigen 
konjugierten Punkt. 


Beweis. Es sei P, ein Randpunkt etwa von 8,, und es seien P, und P, 
zwei mit ihm konjugierte, also auch auf dem Rande von &, gelegene Punkte. 
Nun kénnen P,, P, und P, nicht auf einer Geraden lieger.; denn dann miiBte 
auf dieser P, den Mittelpunkt zwischen P, und P, bilden, und &, kénnte 
auBer P, keinen weiteren Punkt enthalten - im Widerspruch zur Voraus- 
setzung (25). Gem&8 XI bilden mithin die in P, zu den beiden Geraden P, P, 
und P,P, errichteten Senkrechten zwei verschiedene Stiitzgeraden von &,. 
und P, kann daher kein regularer Randpunkt sein, w. z. b. w. 


XIII. Gilt in (1) das Gleichheitszeichen, so besitzt keine der beiden Punkt- 
mengen drei Randpunkte, die auf einer Geraden, Orizykle oder Abstandskurve 
liegen, wobei die beiden letzten Behauptungen sich natiirlich nur auf die 
hyperbolische Geometrie beziehen. 


Beweis. Es mége etwa &, die drei auf einer Orizykle gelegenen Randpunkte 
A,, B,, C, besitzen, und es liege auf dieser B, zwischen A, und C,. GemaB ITI 
gibt es zu B, einen konjugierten Punkt B, auf dem Rande von &,. Der Vollkreis 
mit dem Mittelpunkt B, und dem Radius D(,, &,) enthalt daher &, und mit- 
hin auch die drei Punkte A,, B,, C,, und zwar liegt B, auf seiner Peripherie. 
Durchliuft man die Orizykle in dem von A, nach C, weisenden Sinn, so wird 
sie durch A, und C, in drei punktfremde Teilbégen zerlegt. Der erste kommt 
aus dem Unendlichen und endigt in dem zu ihm gehérenden Punkte A,, der 
zweite besteht aus allen von A, und C, verschiedenen Punkten zwischen A, 
und C,, und der dritte beginnt mit C, und lauft ins Unendliche. Da A, und C, 
dem Vollkreise angehéren, so miissen sowohl der erste als auch dritte Teil- 
bogen einen Punkt der Peripherie enthalten, der natiirlich duch mit A, bzw. 
C, zusammenfallen kann. Da auch der auf dem zweiten Teilbogen gelegene 
Punkt B, auf der Peripherie liegt, so miissen die Orizykle und die Kreisperi- 
pherie sich in drei Punkten schneiden. Das ist aber unméglich; denn in dem 
bekannten funktionenthevretischen Modell der hyperbolischen Ebene (siehe 
Anhang § 12 I) werden die Kreise durch euklidische Kreise und die Orizyklen 
durch gewisse euklidische Kreise oder Geraden dargestellt. 


Genau so beweist man die Behauptung fiir Abstandskurven oder Geraaen. 


XIV. Das Gleichheitszeichen in (1) fordert, daB je drei Randpunkte jeder der 
beiden Punktmengen auf einem Kreise liegen. 


Beweis. In der euklidischen Geometrie folgt die Behauptung daraus, daf 
die drei Randpuakte gem48 XIII nicht auf einer Geraden liegen kénnen. 


In dem funktionentheoretischen Modell der hyperbolischen Ebene (siehe 
\nhang § 12 1) entsprechen den euklidischen Geraden und Kreisen, soweit sie 
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innerhalb des Modells verlaufen, hyperbolische Geraden, Abstandskurven. 
Orizyklen oder Kreise. Da nun im euklidischen Modell je drei Punkte auf einer 
Geraden oder einem Kreise liegen, so liegen die drei Randpunkte in der hyper- 
bolischen Ebene auf einer Geraden, Abstandskurve, Orizykle oder einem 
Kreise, und da das auf den ersten drei Kurven gema8 XIII ausgeschlossen ist. 


so miissen sie auch in der hyperbolischen Ebene auf einem Kreise liegen. 
w. Z. b. w. 


XV. Man bezeichne fortan die Mittelsenkrechve zur Strecke PQ mit spo. 
Es seien P, und Q, zwei verschiedene regulare Punkte auf dem Rande von &, 
und P, und Q, ihre gemaB XII eindeutig bestimmten konjugierten Punkte auf 
dem Rande von Sj. Dann gehen, wie wir beweisen wollen, wenn in (1) das 
Gleichheitszeichen gilt, P, und Q, durch Spiegelung an der Mittelsenkrechten 
Sp,g, auseinander hervor. Dabei liegen, wenn P, und Q, nicht auf dieser zu- 


sammenfallen, P, und P, auf verschiedenen Seiten von ihr und ebenso Q, 
und Q,. 


Beweis. Man symmetrisiere %, und &, an der Mittelsenkrechten sp 9 auf 
der Basis der Geraden P, Q,. Da das Gleichheitszeichen in (1) gema6 IX und 
XIII sicherstellt, daB &, konvex ist, und daB auf der Geraden P, Q, nicht 
mehr als zwei Randpunkte von 8, liegen, also auBer P, und Q, kein weiterer 
Randpunkt, so besteht der Schnitt von &, mit der Geraden P, Q,, also in der 
Bezeichnungsweise § 5 II die Punktmenge 8, (0) aus der Strecke P, Q, und 
fallt mit ihrer gewdhnlichen senkrechten Projektion $8, (0) auf die Gerade 
P,Q, zusammen. Da der Mittelpunkt dieser Strecke in ihren Schnittpunkt O 
mit der Mittelsenkrechten sp 9, fallt, so wird nach der Symmetrisierungsvor- 
schrift auch die Punktmenge $f (0) und mithin auch die mit ihr zusammen- 
fallende Punktmenge St*(0) von dieser Strecke gebildet. P, und Q, sind daher 
auch Randpunkte von &f. Ferner sichert das Gleichheitszeichen in (1) gemaB 


(17) die Gleichungen 

(27) rt + rt = D (SRF, RF), 

(28) D (RF, KZ) = D (R,, Bq). 

Da P,, wie eben festgestellt, ein Randpunkt von Sf ist, so gewahrleistet die 
Gleichung (27) gema8 III die Existenz eines zu P, konjugierten Punktes P*, 
auf dem Rande von 8%, so daB also 


(29) Po P¥ = D(s*, &*) 


wird. Der auf beiden Seiten der Geraden P, Q, mit entgegengesetztem Vor- 
zeichen zu messende Abstand des Punktes P¥ von der Geraden sei >. Dann 
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ist, da der Punkt P, in Sf (0) und der Punkt Pf in Sf (b) liegt. wie unmittel- 
bar aus der Definition des Symbols D folgt, 


(30) PL PF < D(R? (0), RP ()) < D(R?, KP) 
und mithin wegen (29) und (28) 

(34) D(S¥ (0), RE (b)) = D(RF, RF) = D(M,, ,). 
Da ferner wegen § 3 (9) 

(32) D(S¥ (0), KF (b)) < D(K, (0), Ky (0)) 
bleibt, wahrend definitionsmaéBig 

(33) D(S, (0), %_(b)) < D(K,, &) 


ist, so folgt aus den letzten Ungleichungen 

(34) D(KF (0), KZ (b)) = D(K,(0), #y(b)) = D(KF, KZ) = D(R,, ®,). 
Insbesondere gilt also 

(35) D(S¥ (0), KF (b)) = D(H, (0), &,(d)). 


Nun fordert das Gleichheitszeichen in § 3 (9) auch die Gleichheitszeichen in 
§ 3 (6) und § 3 (4). Daher fordert die Gleichung (35) das Bestehen der Gleichung 


(36) D(¥#,(0), Be (b)) = pe, (0) + pe(d), 


wobei p, (0) und p, (b) die Radien der mit den linearen Punktmengen ¥F, (0) 
und (>) maBgleichen eindimensionalen Vollkugeln, d.h. also Strecken sind. 
Da nun gema&8 § 5 I das Gleichheitszeichen in (36) nur dann gilt, wenn die 
Punktmengen ¥, (0) und $,(b) konzentrische Strecken sind, so folgt, da8 
¥, (b) eine Strecke mit dem Mittelpunkt O ist. Man bezeichne die Endpunkte 
dieser Strecke mit P’ und Q’ - und zwar dergestalt, daB wenn P’ und Q’ nicht 
in O zusammenfallen, P’ und P, auf verschiedenen Seiten von O liegen, ebenso 
dann natiirlich auch Q’ und Q,. Dann wird 


(37) D(¥, (0), B.(6)) = PP’ = 2?- 


Man bezeichne nun mit P” und Q” diejenigen Punkte von 8,(b), deren 
yewohnliche senkrechte Projektion auf die Gerade P,Q, von den Punkten 
P’ und Q’ gebildet wird. Dann ist gemaB § 3 (1) 


(38) P,P” = ©(0,b, PF), 0,0” = (0,6,G0) 
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und mithin wegen (37) 


(39) P,P” =@Q" =®(0, b, D(P, (0), By (d))). 
GemaB § 3 (7) ist daher 


(40) P,PT = GQ" = D(%(0), %()) 
und mithin wegen (34) 


(41) I if = 0,0" = D(&;, R,). 


Da die Punkte P’’ und Q” in &, (b) und mithin auch in &, enthalten sind, so 
besagt die letzte Gleichung, daB die Punkte P, und P” konjugiert sind und 
ebenso die Punkte Q, und Q”. 

Da nun P, als regularer Randpunkt gema8 XII auBer P, keinen Weiteren 
konjugierten Punkt besitzen kann, so fallt P, mit P’’ zusammen. Ebenso 
schlieBt man, daB Q, mit Q’’ zusammenfallt. Andererseits geht aus der Defini- 
tion der Punkte P” und Q” hervor, daB sie symmetrisch zur Mittelsenkrechten 
Sp,g, liegen - und zwar dergestalt, da8, wenn sie nicht auf dieser zusammen- 
fallen, P, und P” auf verschiedenen Seiten von ihr gelegen sind und ebenso 
Q, und Q”’. Dieselben Behauptungen gelten daher auch fiir die mit P’’ und Q”’ 
zusammenfallenden Punkte P, und Qa, w. z. b. w. 


XVI. Es seien A;, B,,C, drei verschiedene regulare Randpunkte von %, 
und As, B,, C, ihre gema8 XII eindeutig bestimmten konjugierten Punkte 
auf dem Rande von &,. Gema8 XIV gewahrleistet das Gleichheitszeichen in (1), 
daB die Punkte A,;, B,, C, auf einem Kreise liegen. Der Mittelpunkt dieses 
Kreises sei M, so daB also ; 


(42) MA, =MB,=MC, 


wird. Wir schlieBen zunachst den Fall aus, daB einer der Punkte Ay, By, C, 
mit M zusammenfallt. Die Winkel, welche die von M ausgehenden Halb- 
geraden MA,, MB,, MC,, MA,, MB,, MC, mit einer von M ausgehenden 
festen Halbgeraden in einem festgesetzten Drehsinn bilden, seien «,, 81, 71, %». 
Bs, Ye. Dabei seien die Winkel so bestimmt, da8 alle > — 7 und < = sind. 
Dann folgt zunachst 


(43) | — | << 2m, |B: —B,| <2, |y:—y2| <2n. 


GemaB XV sind A, und B, Spiegelbilder an der Mittelsenkrechten s, ,, und 
da diese den Winkel < A,MB, halbiert, so fallen die Halbierenden der Winkel 
<x A,MB, und < A,MB, zusammen. Man hat also 


a, + B —_ ae + By 


7 = 9 + mnt, 











382 Eruarp Scumipr: § 8, XVI 


wobei m eine ganze Zahl ist. Ebenso ergibt sich 


m+Yi te ' 
=" Te, 
att a Be 1% +m" x. 


wobei auch m’ und m’’ ganze Zahlen sind. Subtrahiert man die letzte dieser 
beiden Gleichungen von der Summe der beiden ersten, so erhalt man 


(44) , — tt = (m+ m’' — m") x. 


Nun kann die Gleichung «,—«, = 0 nicht bestehen; denn dann miiBten A, 
und A, auf derselben Seite der Halbierenden des Winkels ~< A,MB, liegen, 
was, da diese mit der Mittelsenkrechten s, , identisch ist, im Widerspruch 
zu XV steht. Daher folgt aus (44) und (43) 


(45) | ty —@, | = 7. 


Ebenso erhadlt man 


(46) 'Bi—Bs| =, |¥i—Y2| =*- 


Jedes der drei Punktetripel A,MA,, B,MB,, C,MC, liegt also auf einer 
Geraden - und zwar so, daB M zwischen den beiden anderen Punkten gelegen 
ist. Mithin schneiden sich die Geraden A, Ay, B, B,, C,C, und die Mittel- 
senkrechten 5,4 » , %p,¢,» Sc, a, Alle in einem Punkte, namlich in M. 

Im vorher ausgeschlossenen Falle, daB einer der drei Punkte A», B,, C, - 
etwa A, —- mit M zusammenfallt, ist, da A, und A, konjugiert sind, 


(47) M A; = AsA, = D(&,, R,) 
und wegen (42) 
(48) MB, = M Cy =D (&,, K.). 


Da M mit A, zusammenfillt, so liegt @ auf dem Rande von &,, wahrend aus 
den letzten Gleichungen folgt, daB M auch zu B, und zu C, konjugiert ist. 
Da B, und C, als voraussetzungsgem48 regulare Punkte gema8 XII nur einen 
einzigen konjugierten Punkt besitzen, so fallen auch B, und C, mit M zusam- 
men. Also schneiden sich auch in diesem Falle die Geraden A, Ag, B, By, C, C, 
und die Mittelsenkrechten s A,B, 5B,C,° Sc,a, lle in einem Punkte, namlich 
in M. 


Insbesondere ist also sichergestellt, da® die Gerade A, A, und die Mittel- 
senkrechte s, » sich iiberhaupt schneiden - und zwar, da letztere den Punkt 
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A, nicht enthalt, und mithin mit der Geraden A, A, nicht zusammenfallen 
kann, nur in einem einzigen Punkt, der jetzt mit S bezeichnet werden mige 
und mit dem oben definiertem Punkt M zusammenfalit. Gema8 (42) hat man 
daher 


(49) SA, = SB, = SC. 


Halt man jetzt die Punkte A, und B, und mithin auch A, und B, fest, so bleibt 
auch § definitionsmaBig fest und die Gleichung (49) zeigt, daB C, auf dem 
festen Kreise mit dem Mittelpunkt S und dem Radius 3, liegt. Da C, nur an 
die Voraussetzung gebunden war, ein von A, und B, verschiedener regularer 
Randpunkt von &, zu sein, so liegen alle reguldren Randpunkte von 8, auf 
diesem Kreise, und da gem&8 X die regularen Randpunkte auf dem Rande von 
&, iiberall dicht liegen, so liegt auch der ganze Rand von &, auf dieser Kreis- 
peripherie. 

Es enthalte nun eine abgeschlossene ebene Punktmenge, deren Rand auf 
einer Kreisperipherie liegt, einen Punkt P im AuBern des Kreises. Dann mu8 
dieser, da er nicht Randpunkt sein kann, ein innerer Punkt der Punktmenge 
sein. Daher muB jeder im AuBern des Kreises gelegene Punkt, da er mit P durch 
einen Streckenzug verbindbar ist, der die Kreisperipherie nicht trifft und mit- 
hin durch keinen Randpunkt geht, ebenfalls der Punktmenge angehdéren, und 
da die Punktmenge abgeschlossen ist, auch die Kreisperipherie selbst. Ebenso 
folgt, daB, wenn die Punktmenge einen im Innern des Kreises gelegenen 
Punkt enthalt, ihr aych der gesamte Vollkreis angehéren muB. Liegt also der 
gesamte Rand einer abgeschlossenen ebenen Punktmenge auf einer Kreis- 
peripherie, so besteht sie entweder aus der gesamten Ebene oder aus dem 
AuBern des Kreises einschlieBlich der Peripherie oder aus dem Vollkreise 
oder endlich aus einer auf der Peripherie gelegenen abgeschlossenen Punkt- 
menge. Da nun bei der Punktmenge 8, di¢ beiden ersten Alternativen durch 
die Voraussetzung der Beschranktheit ausgeschlossen sind und die letzte 
durch die unter (25) gemachte Voraussetzung r, > 0, so ist &, ein Vollkreis. 
Dasselbe gilt fiir %,. 


Da endlich, wenn diese beiden Kreise nicht konzentrisch sind, das Gleich- 
heitszeichen in (1) nicht eintritt, so ist die Behauptung, daB in der Ebene das 
Gleichheitszeichen nur von einem Paar konzentrischer Vollkreise erreicht wird, 
bewiesen. Mit der SchlieBung dieser letzten Liicke ist, wie unter VIII ausgefiihrt, 
der Induktionsbeweis fiir die Behauptung, daB im n-dimensionalen Raum das 
Gleichheitszeichen in (1) nur fiir ein Paar konzentrischer Vollkugeln gilt, voll- 
endet 

Gem&B § 1 VII ist damit auch bewiesen, daB in der Ungleichung des Spiegel- 
theorems 
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™ <h—r 


das Gleichheitszeichen nur von der n-dimensionalen Vollkugel erreicht 
wird. 

Damit sind also das Spiegeltheorem zum Brunn-Minkowskischen Satz und die 
angeschlossenen Satze § 1 V und § 1 VI in allen ihren Behauptungen bewiesen. 


§ 9. Einige Hilfssitze zur isoperimetrischen Aufgabe. 


I. In diesem Paragraphen wird durchweg n > 2 vorausgesetzt. Die beiden 
abgeschlossenen Teile, in welche ein Vollkreis durch eine Sehne zerlegt wird, 
sollen wie iiblich als Segmente bezeichnet werden. Es seien in der Ebene A und 
B zwei verschiedene Punkte und 


p== AB, alsop>0d. 
Man betrachte die Gesamtheit der Segmente mit der Sehne AB, welche auf 
einer festen Seite derselben, die als die positive gekennzeichnet werde, gelegen 
sind. Es sei O der Mittelpunkt der Sehne und M der Mittelpunkt des Vollkreises, 
aus welchem das Segment ausgeschnitten ist, so da& also M auf der in O zur 
Sehne errichteten Senkrechten liegt. Man bezeichne den Abstand des Punktes 
M von O mit t, wobei das Vorzeichen von ¢ auf der festgesetzten positiven Seite 
positiv, auf der anderen negativ zu nehmen ist. Dann ist das Segment durch 
den Parameter ¢ eindeutig bestimmt. Fiir ¢ = 0 wird das Segment zum Halb- 
kreis mit dem Mittelpunkt O und dem Radius p. Dabei ist, wie durch die Vor- 
zeichenbestimmung gesichert wird, fiir t!< ¢’’ das zu ¢’ gehérende Segment 
in dem zu t” gehdrenden enthalten. Daraus folgt gema8 der Gleichung (9) der 
Vorbemerkungen, da8 der Flacheninhalt dieser Segmente fiir t+ — oo gegen 
den ihres Durchschnitts konvergiert. Nun wird in der euklidischen Ebene der 
Durchschnitt aller Vollkreise, deren Peripherie durch zwei feste Punktt A und 
B geht, von der Strecke AB gebildet, und diese stellt mithin auch den Durch- 
schnitt der betrachteten Segmente dar. In der hyperbolischen Geometrie da- 
gegen enthalt jeder Vollkreis, dessen Peripherie durch A und B geht, auch von 
jeder durch A und B gehenden Abstandskurve oder Orizykle den Teilbogen 
AB. Er enthalt daher insbésondere auch das Flachenstiick, das von den beiden 
zur Geraden AB symmetrischen A und B verbindenden Orizyklenbégen um- 
schlossen wird. Dieses Flachenstiick ist also im Durchschnitt aller durch A 
und B gehenden Vollkreise enthalten, und diejenige Ililfte desselben, welche 
von der Sehne AB und dem auf ihrer positiven Seite verlaufenden Orizykel- 
bogen umgrenzt wird, im Durchschnitt der betrachteten Sogmente. Die be- 
zeichneten Flachenstiicke sind sogar mit diesen Durchschnitten identisch 
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eine Einsicht, von der in der Folge kein Gebrauch gemacht wird, und 
deren am funktionentheoretischen Modell (siche Anhang § 12 I) leicht ab- 
zusehender Beweis daher dem Leser iiberlassen bleiben mag. Fiir t + + 00 


konvergiert der Flacheninhalt des Segments in beiden Geometrien natiirlich 
gegen Oo. 


Aus der vorstehenden Erérterung ergibt sich: Der Flacheninhalt des Seg- 
ments hingt nur von den beiden Parametern o und t ab, wobei voraussetzungs- 
gema4B p > 0 ist. Er ist bei festem p eine mit ¢ eigentlich monoton und stetig 
iiber alle Grenzen wachsende Funktion von t, die fiir t + —©o in der euklidi- 


schen Ebene gegen Null, in der hyperbolischen gegen eine von p abhangende 
positive Schranke konvergiert. 


Il. Die beiden abgeschlossenen Teile, in welche fiir n > 3 eine n-dimensionale 
Vollkugel durch eine sie in mehr als einem Punkte schneidende (n —1)-dimen- 
sionale Ebene zerlegt wird, sollen fortan als n-dimensionale Segmente bezeich- 
net werden. Man betrachte die Gesamtheit der n-dimensionalen Segmente. 
deren (%:— 1)-dimensionale ebene Begrenzung aus einer festen (mn — 1)-dimensio- 
nalen Vollkugel mit dem Mittelpunkt O und dem Radius p > 0 besteht, und 
die auf einer festen Scite derselben, die als die positive Seite der Begrenzungs- 
ebene gekennzeichnet werde, gelegen sind. Es sei M der Mittelpunkt der n- 
dimensionalen Vollkugel, aus welcher das Segment ausgeschnitten ist, so daB 
also M auf der in O zur (n—1)-dimensionalef' Begrenzungsebene errichteten 
Senkrechten liegt. Man bezeichne den Abstand des Punktes M von O mit t. 
wobei das Vorzeichen von ¢ auf der oben festgesetzten positiven Seite positiv. 
auf der anderen negativ zu nehmen ist. Da das n-dimensionale Segment durch 
Rotation eines Kreissegments um die durch O uid M gehende Achse erzeugt 
wird, so ergibt sich aus den Feststellungen des, vorigen Abschnitts leicht das 
folgende : 





Fir << t” ist das zu ¢’ chin n-dimensionale Segment in dem zu t’ 
gehérenden enthalten. Fiir t = 0 ist eg die n-dimensionale Halbkugel mit dem 
Mittelpunkt O und dem Radius ¢- Das Volumen des Segments ist eine bei- 
festem p mit t eigentlich monoton und stetig iiber alle Grenzert wachsende 
Funktion von t, welche fiir t + —o in der euklidischen Geometrie gegon Null. 


in der hyperbolischen gegen eine von pe abhingende positive Schranke kon- 
vergiert. 


Ill. Aus I und II erhalt man den folgenden fiir n > 2 geltenden Satz: Bei 
festem p gibt es in der euklidischen Geometrie zu jedem vorgeschriebenen 
Volumen V >0 ein und nur ein n-dimensionales Segment, in der hyperboli- 
schen dagegen besteht eine natiirlich von p abhingende Schranke V, > 0, so 
daB die Existenz eines solchen Segments fiir V << V, ausgeschlossen und fiir 
V > V, eindeutig gesichert ist. 


Mathematische Annalen. 120. 25 














386 ERuARDT ScumipT: §9,1V 


Wie hieraus hervorgeht, gewahrleistet also bei festem p die Existenz eines 
n-dimensionalen Segments vom Volumen V auch die Existenz eines solchen 
fiir jedes gréBere Volumen. Insbesondere gibt es mithin auch zu jedem Vo- 
lumen, welches dasjenige der Halbkugel vom Radius p iiberschreitet, ein und 
nur ein n-dimensionales Segment. 


Es bezeichne endlich P den Radius der Kugel, aus welcher das Segment aus- 
geschnitten ist, und R die Maximaldistanz des Segments von seiner Rotations- 
achse. Dann ist bei festem p P eine mit wachsendem |t| stetig wachsende 
Funktion von | t| , wobei fiir |t | = 0 


(2) P=o 


wird. Ferner erhalt man fiir t << 0 


(3) R=o0 
und fir t > 0 
(4) R=P. 


Es wachsen also fiir V > 4 J,, (e) oder, was das gleiche bedeutet, fiir t > 0 die 
GréBen t, V, P und R eigentlich monoton und stetig miteinander iiber alle 
Grenzen. 


IV. Wir bezeichnen als n-dimensionales Doppelsegment den Korper, der aus 
zwei n-dimensionalen Segmenten zusammengesetzt ist, welche auf beiden Sei- 
ten ihrer (n—1)-dimensionalen Begrenzungsvollkugel aufsitzen. Der Radius der 
letzteren werde mit p bezeichnet. Dann gilt der folgende Hilfssatz: Bei einem 
Doppelsegment, das sich nicht zu einer Vollkugel erganzt, sowie bei der Punkt- 
menge, welche aus zwei sich beriihrenden oder punktfremden Vollkugeln von 
nicht verschwindendem Radius besteht, ist in der unter §7 (16) bewiesenen 
gewohnlichen isoperimetrischen Ungleichung: 


(3) O(8) > Ji (r) 


das Gleichheitszeichen ausgeschlossen. 


Beweis. Da sowohl das Doppelsegment, als die aus zwei sich beriihrenden 
oder punktfremden Vollkugeln bestehende Punktmenge rotationssymme- 
trisch sind und in jeder die Maximaldistanz von der Rotationsachse nicht iiber- 
schreitenden Entfernung von dieser Punkte besitzen, so kann bei diesen Punkt~- 
mengen in der linearen isoperimetrischen Ungleichung § 7 (4) gema8 § 7 II und 
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dem letzten Absatz von § 6 VIII A gleich der Maximaldistanz der Punktmenge 
von der Rotationsachse gesetzt werden. GemaB § 7 (15), (13) geniigt es daher 
nachzuweisen, daB diese Maximaldistanz R + r wird. 


Bei der aus zwei sich beriihrenden oder punktfremden Vollkugeln bestehen- 
den Punktmenge wird die Maximaldistanz R durch den Radius der nicht 
kleineren der beiden Vollkugeln gegeben, und dieser ist, da der Radius der 
anderen voraussetzungsgema8 nicht verschwindet, kleiner als r, womit die 
Behauptung fiir diesen Fall bewiesen ist. 


Es sei jetzt & ein Doppelsegment, welches aus den beiden n-dimensionalen 
Segmenten UW, und WU, zusammengesetzt ist, die auf beiden Seiten einer (m—1)- 
dimensionalen Vollkugel vom Radius p aufsitzen. Die Werte des unter II ein- 
schlic Llich des Vorzeichens definierten Parameters ¢ fiir die beiden Segmente 
seien t, und t,. Die Radien der Vollkugeln, aus welchen die beiden Segmente 
ausgeschnitten sind, seien P, und P,, ihre Mittelpunkte M, und M,. Das 
Doppelsegment bildet offenbar dann und nur dann eine Vollkugel, wenn M, 
und M, zusammenfallen, oder, was gem&8 der getroffenen Vorzeichenfest- 
setzung gleichbedeutend ist, wenn 


ist. 
Wir wahlen nunmehr die Indizes so, daB 


(7) t<t, 
wird. Is . dann 
(8) t, << 0 und mithin auch t, < 0, 


so wird, da bei verschwindendem Parameter t das Segment in eine Halbkugel 
vom Radius p und mithin vom Volumen ?/, J, (9) tibergeht, wahrend das Vo- 
lumen des Segments gemaB II mit fallendem t abnimmt, 


(9) V(%,)< Fale), V (Wy) < 4 J, (0) 
und mithin 

(10) V(M) = V(M,) + VM) < Jy le), 
also 


(44) r<p. 
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Andererseits wird in diesem Fall 

(12) R=po. 

Damit ist fiir den Fall t, < 0 die allein noch zu beweisende Ungleichung 
(13) R+r 


gesichert. 


Es sei jetzt ¢, > 0. Man bezeichne die Maximaldistanzen der Segmente Y, 
und %, von der Rotationsachse mit AR, und R,. Dann ist gemiB (4) 


und, wie aus den Ausfiihrungen am SchluB des vorigen Abschnitts hervorgeht, 
wegen der Voraussetzung t, < t, 


(15) R, < R,. 

Aus (14) und (15) folgt 

(16) R= R, = P,. 

Nun erganzt sich fiir t; = —t, das Doppelsegmeni gema8 (6) zu einer Voll- 


kugel vom Radius P,. In diesem voraussetzungsgemi8 ausgeschlossenen Fall 
wird also 


(17) V (UA) = J, (P,), 


und mithin wegen (16) A =r. Halt man jetzt ¢, und damit auch P, und Y, 
fest, so wachst V(%,) mit t,. Mithin wachst wegen 


(19) V (4) = V(U,) + V (A) 
auch V (2) mit ¢,. Wegen (17) ist daher fiir t, > —t¢, 
(20) V (U)> J,,(P,), also r>P, 


und fiir t, < —t, 


(21) V(M) < J, (P,), also r< Py. 
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Aus (16), (20), (21) folgt, da8 auch im Falle t, > 0 


(22) R+r 
ausfallt, was allein noch zu beweisen war. 


Y. Es werde im n-dimensionalen Raum die beschrankte, abgeschlossene 
Punktmenge & durch eine (n—1)-dimensionale Ebene E in die beiden nicht 
leeren Teilmengen &’ und ”’ zerlegt, wobei die auf E gelegenen Punkte von 
& beiden Teilmengen zuzuzahlen sind, so da8 also auch die Abgeschlossenheit 
beider Teilpunktmengen gesichert ist. Es bezeichne © den Schnitt von & mit 
der Ebene und v (GS) sein (m—1)-dimensionales Volumen. Dann gilt der 
folgende Hilfssatz?®): 


Es ist 
(23) O(R) > O(R’) + O(R"’) —- 2 v (GS). 


Dabei ist das Gleichheitszeichen gesichert, wenn einer der beiden Grenzwerte 


V(%)--ViR’) VR) —V(R” 
ie tim Vet — VR) Hity— Ve") 
h>o h h>0 h 


existiert. Auch wenn O(8’), O(8"') oder O(&) unendlich werden, bleiben, wie 
aus dem Beweise hervorgehen wird, diese Behauptungen richtig, indem das 
Unendlichwerden von O(S’) oder O(&"’) dasjenige von O(S) nach sich zieht, 
wahrend, wenn O(8’) und O(’’) beide endlich sind und einer der Grenzwerte 
(24) existiert, in (23) das Gleichheitszeichen gilt und das Unendlichwerden von 
O(S) ausschlieBt. 


Beweis. Es bezeichnen u den nach beiden Seiten mit entgegengesetztem 
Vorzeichen gemessenen Abstand von E, &’ diejenige der beiden Teilmengen, in 
welcher u < 0 ist, und ” diejenige, in welcher u > 0 ist. Es mégen ferner 
R(t), K'(t), KR’ (, B(OH, KO die Schnitte der Punktmengen &, &’, &”, 
&,, %,, &;/ mit der Abstandsflache u = t bezeichnen, so daB also die Punkt- 
mengen &(0), &’ (0), &’ (0) mit S identisch sind. Nun ist fir h*<h #&;,.(0) 
in §,(0) enthalten, wahrend der Durchschnitt aller Punktmengen 8; (0), 
h> 0, wegen der Abgeschlossenheit von & mit S zusammenfallt. Daraus folgt, 
da V(%;,(0)) endlich ist, gemaB der Gleichung (9) der Vorbemerkungen 


%) Dieser Hilfssatz stellt unter Wiederholung des Beweises eine leichte Vervoll- 
standigung eines Hilfssatzes dar, der schon in der gemeinsamen Veréffentlichung 
von A. Dincsas und dem Verf. I. c. Anm. 3 S. 11 herangezogen worden ist. 
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(25) lim v(S},(0)) = v(S), 


wobei das Symbol v wie oben das (n — 1)-dimensionale Volumen der einge- 
klammerten Punktmenge bedeutet. Ebenso erhalt man 


(26) lim v(S;; (0)) = v(S). 


Es sei nun P ein Punkt des Halbraums u > 0, II seine gewohnliche senk- 
rechte Projektion auf die Ebene E und @ ein Punkt von &’. Dann ist in Q 
u <0 und mithin, wenn @ nicht mit [1 zusammenfiallt, 


x PIQ>>. 
Folglich ist 


(27) PQ>IId, Po> Pll, 


wobei, wenn Q mit I] zusammenfallt, in der letzten Ungleichung das Gleich-, 
heitszeichen eintritt. Daraus folgt, daB Il von &’ weniger entfernt ist als P, 
und daB die letztere Entfernung nicht kleiner ist als PTI. Ist daher die Ent- 
fernung des Punktes P von &’ < h, oder mit anderen Worten, gehért P zu 
&;,. so gehért auch IT zu &, und mithin zu §),(0), und es ist ferner auch 
ITP <h. Also ist der Durchschnitt von &), mit dem Halbraum u > 0 in der 
Punktmenge enthalten, welche aus denjenigen Punkten besteht, fiir die 
0 <u<h ist, wahrend ihre gewdhnliche senkrechte Projektion auf E in 
S%;, (0) hineinfallt. Fiir das n-dimensionale Volumen dieser Punktmenge, welche 
als senkrechte Saiule von der Hohe h und der Basis &), (0) zu bezeichnen ist, er- 
halt man in der hyperbolischen Geometrie gemaB § 2 (17) 

(28) 

h 


h 
J cosh "~*u v(&, (0)) du = 0(S,(0)) f cosh "tu du=h(1 + e(h)) o(®, (0)), 
0 


wobei 
(29) lim e(h) = 0 
ist. Der dritte Ausdruck (28) bleibt auch in der euklidischen Geometrie giiltig, 


indem ¢(h) =0 wird. Mithin ist das n-dimensionale Volumen des Durchschnitts 
von &), mit dem Halbraum u > 0 nicht gréBer als 


(30) h(4 + e(h)) v(8, (0). 





—— 
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Ebenso schlie8t man, da8 das n-dimensionale Volumen des Durchschnitts von 
@;, mit dem Halbraum u < 0 nicht gréBer ist als 


(34) h(i + e(h)) v( 8) (0)). 


Es bezeichne nun D(h) den Durchschnitt von , und #’. Ist dann in 
einem Punkte P von D(h) u >0, so liegt P im Durchschnitt von %, mit dem 
Halbraum u > 0. Ist dagegen in P u < 0, so liegt P im Durchschnitt von 8; 
mit dem Halbraum u < 0. D (A) ist daher in der Vereinigungsmenge dieser 
beiden Durchschnitte enthalten, und man hat folglich wegen (30) und (31) 


(32) V(D(h)) < A(1 + e(h)) {o(M;, (0)) + o( MK; (0))}. 


Andererseits gehéren alle Punkte, die von S um nicht mehr als A entfernt 
sind, da S sowohl & als &”’ angehért, sowohl zu &, als auch zu $j’ und mit- 
hin auch zu D(h). Daher sind die beiden senkrechten Sdulen von der Hohe A, 
welche auf der Basis S nach beiden Seiten aufsitzen, in D(h) enthalten. Mit- 
hin ist das Volumen von D(h) nicht kleiner als das doppelte Volumen einer 
solchen Saule. Entsprechend (28) ist also 


(33) V (D(A) > 2A(A + e(h)) v(S). 


Aus den beiden letzten Ungleichungen folgt wegen (25), (26), (29) 


(34) im ee) =20(6). 





Nun ist offenbar &, die Vereinigungsmenge von $), und &;/. Mithin gilt 
die Punktmengengleichung &, = &), + (S;; —D (h)), und hieraus folgt, wie 
aus den Vorbemerkungen I (1) und III hervorgeht, 


(35) V (&,) = V(&,) + V(R,) — V(D(A)). 
Wegen V(&) = V(&’) + V(S’’) folgt daher 


(36) V(&y)—V(R) _— V(R,)— VM’) V(Ry)—ViR") —-V(D(h)) 


h h h h 





LaBt man jetzt h eine solche positive Nullfolge durchlaufen, da8 der Ausdruck 
auf der linken Seite dieser Gleichung gegen seinen Limes inferior konvergiert, 
so folgt bei Beriicksichtigung von (34) auf Grund der Definition § 9 (1) 
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(37) O(R) > O(R’) + O(R”) — 2 v0(S). 


Man mache jetzt die zusatzliche Voraussetzung, da8 einer der beiden ersten 
Summanden auf der rechten Seite von (36) bei verschwindencem h einen be- 
stimmten Grenzwert besitzt. Es sei das etwa der zweite Sumimand, dann ist 
dieser Grenzwert O(@”). La8t man nunmehr h eine solche pos tive Nullfolge ‘ 
durchlaufen, da® der erste Summand gegen seinen Limes inferio> konvergiert, 

so folgt 


O(R) < O(R’) + O(R"’) — 2v(S). 


Aus den beiden letzten Ungleichungen lassen sich die zu beweisenden Behaup- 
tungen ablesen. 


VI. Es sei im n-dimensionalen Raum & ein n-dimensionales Segment, dessen 
(n—1)-dimensionale ebene Begrenzung aus einer (n—1)-dimensionalen Vollkugel 
vom Radius p besteht, wobei p > 0 ist. Es séi ferner 8 eine beschrankte, abge- 
schlossene Punktmenge, welche ebenfalls ganz auf einer Seite einer (n—1‘)- 
dimensionalen Ebene liegt und von ihr in einer (mn — 1)-dimensionalen Vollkuge: t 
vom Radius ep hegrenzt wird. Es sei endlich 


(38) V(®) = V(). 
Wann ist 
(49) 0(B) > O(%). 


Beweis. Es sei &’ dasjenige Segment, welches U zu einer Vollkugel erganzt. 
ldiese werde mit &, bezeichnet. Dann ist zunachst 


(40) : V (&,) = V(M) + V(W). 
\ndererseits ist offenbar auch der Grenzwert 


_ VvGh)—Vveaer 
(41) lim : 
h>0 h 


ein bestimmter, und hieraus folgt gemaB (23), (24) 


(42) O (Ky) = O(U) + O(N’) —2J,_, (p). 


Ks bezeichne jetzt & diejenige Punktmenge, welche aus 6 und YW dergestalt 
zusammengesetzt ist, daB YM’ auf der anderen Seite der 8 begrenzenden | 
(7 — 1)-dimensionalen Vollkugel vom Radius 9 aufsitzt. Dann ist 
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(43) V(&) = V(®) + V(w’) 

und gem&B (23), (24) auf Grund der Existenz des Grenzwertes (41) 

(44) O(R) = O(B) + OCU’) — 2 J,_, (p). 


Aus (38), (40), (43) folgt 
V (&) = V (SR) 


und mithin auf Grund der gewdhnlichen isoperimetrischen Ungleichung: 
O(R) > O(R)). 


Aus der letzten Ungleichung in Verbindung mit (42), (44) folgt die zu be- 
weisende Behauptung. 


VII. Es sei wie vorhin im n-dimensionalen Raum & ein n-dimensionales 
Segment, dessen (n—1)-dimensionale ebene Begrenzung aus einer (n — 1)-di- 
mensionalen Vollkugel vom Radius p > 0 besteht. Es sei nunmehr 8 eine be- 
schrankte, abgeschlossene Punktmenge, welche ebenfalls ganz auf einer Seite 
einer (n—1)-dimensionalen Ebene liegt und von ihr in einer Punktmenge 
begrenzt wird, welche der (n—1)-dimensionalen Vollkugel vom Radius p 
volumgleich ist. Es sei endlich 


(45) V(®) = V(M). 
Dann ist 
(46) 0(B) > O(d) 


Beweis. Die durch Symmetrisierung von 8 auf der Basis der (” — 1)-dimen- 
sionalen Begrenzungsebene an einer zu ihr senkrechten Geraden hervorge- 
gangene Punktmenge sei 8*. Dann ist 


(47) V(8*) = V(®) 
und wegen (45) auch 
(48) V(B*) = V(%). 


Da nunmehr 8* von der (n—1)-dimensionalen Begrenzungsebene in einer 
(n—1)-dimensionalen Vollkugel vom Radius p begrenzt wird, so ist gemaB (39) 


(49) 0(B*) > O(U). 
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Da endlich gemaB § 7 (19) 
0(B) > 0(B*) 


ist, so folgt die zu beweisende Behauptung. 


VIII. Nach diesen Vorbereitungen kommen wir zu dem Hilfssatz, der das 
Ziel dieses Paragraphen bildet. 


Es sei im n-dimensionalen Raum £ eine beschrankte, abgeschlossene Punkt- 
menge von nicht verschwindendem Volumen und &, die ihr volumgleiche Voll- 
kugel. Gilt dann in der gewdhnlichen isoperimetrischen Ungleichung das 
Gleichheitszeichen, d. h. ist 


(50) O() = O(%)), 


so haben zwei (n — 1)-dimensionale ebene Querschnitte Q und Qy, durch welche 
K und SK, in gleichem Volumverhaltnis geteilt werden, wenn keines der Teil- 
volumina verschwindet, das gleiche (n — 1)-dimensionale Volumen. 


Beweis. & werde durch den Querschnitt @ in die beiden Punktmengen S’ 
und &” zerlegt, wobei die in Q enthaltenen Punkte beiden Teilen zuzuzdhlen 
sind, so daB also auch die Abgeschlossenheit von &’ und ’’ gesichert ist. Die 
Bezeichnungsweise sei so gewahit, daB 


(54) V(@) >> Vie) 

ist. Dann hat man 

(52) V (8) = V(8’) + V(X") 

und voraussetzungsgemaB 

(53) V(&) > 0, V(X’) >0, V(R")>0. 


Es bezeichne r wie friiher den Radius der mit & volumgleichen Vollkugel &). 
Es sei ferner p der Radius der mit dem Querschnitt Q@ volumgleichen (n —1)- 
dimensionalen Vollkugel. Aus p >r wiirde nun die lineare isoperimetrische 
Ungleichung § 7 (18) fiir P = 9 > r folgen, welche, wie § 7 IV ausgefiihrt, ge- 
m4B8 § 7 (13) in der gewdhnlichen isoperimetrischen Ungleichung das Gleich- 
heitszeichen ausschlieBt. Also ist 
(54) e<r. 

Es bezeichne & eine Punktmenge, welche aus zwei punktfremden mit &’ 
und S”’ volumgleichen Vollkugeln &, und % besteht. Dann hat man 
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(55) O(U) = O(%) + O(M), 

(56) v(m) = V(%) + Vimy) = V(R’) + V(R") = V(M), 
(57) V(U) = V(X) = J, (7) 

und wegen (53) 

(58) V(%) > 0, V(U’) > 0. 


Da auf Grund dieser letzten Ungleichungen der unter IV bewiesene Hilfssatz 
bei der aus den beiden punktfremden Vollkugeln %, und %) zusammenge- 


setzten Punktmenge in der gewéhnlichen isoperimetrischen Ungleichung das. 
Gleichheitszeichen ausschlieBt, so ist 


(59) O(%) > Ji (r). 


Andererseits ist gemaB der gewohnlichen isoperimetrischen Ungleichung 


(60) O(X’) > O(%), O(X”) > O(My) 
und daher wegen (55) 
(61) O(8’) + O(X") > O(U) 


und wegen (59) 

(62) O(®’) + O(R") > J, (7). 

Nun ist gem&B (23) 

(63) O(R) > O(k’) + O(R") —2J,_, (¢). 

Aus den beiden letzten Ungleichungen folgt 

(64) O(&) > J, (r) —2J,_, (e), 

und da -voraussetzungsgem&8 in der gewéhnlichen isoperimetrischen Un- 
gleichung fiir & das Gleichheitszeichen gilt, d.h. also O(&%) = J}, (r) ist, so 
folgt J, _,(p) > 0, und mithin p > 0. Unter Wiederholung von (54) gilt 
also zunachst 

(65) 0<p<r. 


Die beiden n-dimensionalen Segmente, in welche die mit & volumgleiche 
Vollkugel &, durch den von der (n—1)-dimensionalen Vollkugel mit dem Ra- 
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dius p gebildeten Querschnitt zerlegt wird, mégen mit 8, und 8’ bezeichnet 
werden. Die Bezeichnungsweise sei so gewahlt, daB 


(66) V (Mi) > + V(M,) 


ist. 


GemaB (51) und (65) ist 
(67) V(K') > + Jnl) = > In (0 


Hieraus folgt gemaB8 II], daB es ein mit &’ volumgleiches n-dimensionales Seg- 
ment W’ gibt, dessen ebene Begrenzung von einer (n —1)-dimensionalen Voll- 
kugel vom Radius p gebildet wird. 


Man mache nun die Annahme 
(68) V(8") > V(R,) 
von der wir zeigen wollen, da8 sie unmédglich ist. 


Da St), ebenfalls ein n-dimensionales Segment ist, dessen ebene Begrenzung 
von einer (n—1)-dimensionalen Vollkugel vom Radius o gebildet wird, so ge- 
wahrleistet die Ungleichung (68) gem&8 III auch die Existenz eines zu St” 
volumgleichen n-dimensionalen Segments %'’ mit der gleichen ebenen Begren- 
zung. Das aus &’ und &”’ zusammengesetzte Doppelsegment werde mit %& be- 
zeichnet. Dann hat man zunichst 


(69) V (UM) = V(t’) + V(M"’) = V(R’) + V(R") = V(R), 
und mithin 
(70) V (A) = J, (r). 


Nun kann & keine Volikugel sein. Dann miiBte namlich diese wegen (70) 
den Radius r besitzen, und es miiBten daher auch die beiden Segmente, in 
welche sie durch eine (n—1)-dimensionale Vollkugel vom Radius o zerlegt wird, 
mit den beiden Segmenten kongruent sein, in welche die Vollkugel %, durch 
den gleichen Querschnitt zerlegt wird. Es miiBten also die Volumina der beiden 
Segmente &’ und YU’ mit denjenigen der beiden Segmente S/, und Sj iiber- 
einstimmen, und da erstere voraussetzungsgem4B mit &’ und &” volumgleich 
sind, so miiBten die Volumina von ’ und &” mit denjenigen von Sj, und 
&;; identisch sein. Da nun wegen (51) und (66) 
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(71) V(&') > V(X"), V(%) > V(Rp) 

ist, so miiBte 

(72) V (&’) = V(R), V(X") = V(RY) 


sein — im Widerspruch zur Annahme (68). 


Da somit &’ und &” sich nicht zu einer Vollkugel erganzen, so ist gemaB dem 
unter IV bewiesenen Hilfssatz 


(73) O(N) > Ji (r). 


Ferner ist, da die Voraussetzung (24) offenbar fiir &’ sowohl wie fiir U’’ erfiillt 
ist, 


(74) O(UA) = O(A’) + O(U"’) — 2J,_, (0) 
Andererseits ist gem&B (46) 
(75) O(K') > O(N’), O(R") > O(U") 
und mithin wegen (74) 

O(R') + O(K") —2J,_,(e) > O(N), 
also wegen (73) 
(76) O(8') + O(K") —2J,_, (9) > Jn (r). 
Nun ist gemaB (23) 
(77) O(S') + O(&”) —2J,_,(p) < O18), 


und aus den beiden letzten Ungleichungen folgt O(S) > Jj, (r) - im Wider- 
spruch zur Voraussetzung (50). 


Damit ist also gezeigt, da8 die Ungleichung (68) nicht bestehen kann. 


Man symmetrisiere nun & auf der Basis der Zerlegungsebene an einer zu ihr 
senkrechten Geraden. Dabei gehe & in &*, 8’ in &’*, &”’ in &’’* iiber. Dann ist 
zunichst 


(78) V (&’) = V(R'*), VR’) = V(R"*), V(R) = V(R*). 


Ferner werden &’* und &’’* von der Zerlegungsebene in einer (n—1)-dimen- 
sionalen Vollkugel vom Radius ¢ begrenzt. 
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Es bezeichne 3 diejenige Punktmenge, welche aus &’’* und dem im Anschlu8 
an (67) eingefiihrten Segment &’ dergestalt zuasmmengesetzt ist, daB 2’ an die 
Stelle von §’* tretend auf der anderen Seite der &’’* begrenzenden (n—1)-di- 
mensionalen Vollkugel vom Radius p aufsitzt. Dann ist gema8 (23), da fiir 2’ 
die Bedingung (24) offenbar erfiillt ist, 


(79) 0(8) = O(R"*) + O(W’) —2J,_, (9), 
(80) O (R*) > O (R'’*) + O (R'*) — 2 J,_, (p)- 
Ferner ist gemaB (39) 

(81) 0 (R'*) > O(N’). 

\us den letzten Ungieichungen folgt daher 

(82) 0 (&*) > O(3) 

und mithin wegen § 7 (19) auch 

(83) O(&) >O(8). 


Da definitionsmaBbig V(Y') = V(R’) und somit auch V(M') = V(R'*) ist, 
so ist 


(84) V(3) = V("*) + V(M’) = Vi") + V(R'*) = 
= V‘@*) = V(R) = J, (r). 


Mithia ergibt die gewéhnliche isoperimetrische Ungleichung 
(85) 0(3) > J, (7). 


Da ferner voraussetzungsgem4B fiir & in der gewdhnlichen isoperimetrischen 
Ungleichung das Gleichheitszeichen gelten soll, also 


(86) O() = Ji, (r) 
ist, so folgt aus (83). (85), (86) 
(87) 0(3) = J, (r) 


Nun ist &”* durch Symmetrisierung aus &’’ hervorgegangen und daher 
gemiB §5 TIT eine Rotationspunktmenge. welche in jeder die Maximaldistanz 
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nicht iiberschreitenden Entfernung von der Achse Punkte aufweist. Ebenso 
ist das Segment &’ eine solche Rotationspunktmenge mit derselben Achse. 
Daher ist auch 8 eine solche Rotationspunktmenge. GemaB § 6 VIII und §7 
II darf daher in der fiir 8 geltenden linearen Ungleichung § 7 (4) R gleich der 
Maximaldistanz der Punktmenge 8 von ihrer Rotationsachse gesetzt werden. 
Nun gilt fiir 8 gemaB (87) in der gewdhnlichen isoperimetrischen Ungleichung 
das Gleichheitszeichen, und daraus folgt gem&B § 7 II, daB r = R sein muB. Da 
das Segment W’ einen Teil von 8 bildet, so ist die Maximaldistanz des Seg- 
ments %’ von der Rotationsachse nicht gréBer als R. Letztere wird, da gema8 


(67) V(M') = V(R’) > + J, (e) ist, gemaB ITI durch den Radius P’ derjenigen 


Vollkugel gegeben, aus welcher das Segment 2%’ ausgeschnitten ist. Daher ist 
also 


(88) <r. 


Wir vergleichen nun die beiden Segmente &’ und &, miteinander. Die ebene 
Begrenzung beider besteht aus einer (n — 1)-dimensionalen Vollkugel vom Ra- 


dius p. GemaB (66) ist V(%,) > > V(%) => J, (r) und mithin wegen (65) 
V (&,) > + J, (0). Wie oben festgestellt, ist auch V(2’) > + J, (9), wahrend 


&’ aus einer Kugel vom Radius P’ und Sj aus einer Kugel vom Radius r aus- 
geschnitten ist. Gem&8 der SchluBbemerkung von III folgt daher aus (88) 


V(U') < V(R) 
und mithin, da definitionsgemaB V (U') = V(’) ist, auch 
(89) V (8) < V(R). 


Da endlich V (8) + V(&"’) = V(&) = V(R,) = V(R) + V(RQ) ist, so folgt 
aus (89) 


(90) V (®") > V(Sy’). 


Nun kann, wie oben festgestellt, die Ungleichung (68) nicht bestehen. Man hat 
daher 


(94) V(&’) = V(Si’) und mithin auch V(8’) = V(&%). 


Es werde nun die Volikugel &, durch einen (mn — 1)-dimensionalen ebenen 
Querschnitt Q, in zwei Segmente zerlegt, von denen das eine mit $’ und das 
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andere mit & volumgleich ist. Dann ist gema8 (91) auch das eine mit dem 
Segment Sj, volumgleich und daher kongruent und ebenso das andere mit 
dem Segment 8;. Der Querschnitt Q, ist daher mit demjenigen Querschnitt 
kongruent, durch welchen &, in die beiden Segmente % und Sj zerlegt wor- 
den ist, d. h. also Q, ist eine (n— 1)-dimensionale Vollkugel vom Radius ep und 
mithin mit dem Querschnitt @ volumgleich, w. z.b. w. 


§ 10. Der Eintritt des Gleichheitszeichens in der 
isoperimetrischen Ungleichung. 


I. Es sei $ eine meBbare Punktmenge im n-dimensionalen Raum und @Q ein 
beliebiger Raumpunkt. Man bezeichne Q als zu $ ,,volumfern‘‘, wenn es ein 
¢ > 0 gibt, so daB die Gesamtheit der in { enthaltenen Punkte, deren Ent- 
fernung von Q e nicht iibersteigt, das Ma8 Null besitzt. 


Il. Es wird in diesem Paragraphen von jetzt ab durchweg n > 2 vorausge- 
setzt. Wir machen nunmehr die Voraussetzung, da8 die beschrankte, abge- 
schlossene, nicht leere Punktmenge & keinen volumfernen Punkt enthalt. 
Dann ist also zunachst V(S) > 0. Es sei d die Maximaldistanz zwischen zwei 
Punkten von & und O,0’ ein Punktepaar, in welchem diese Distanz erreicht 
wird, so daB also 


(1) 00’ =d 


ist. Man bezeichne die Gerade OO’ mit g und die sie in O senkrecht schneidende 
(n—1)-dimensionale Ebene mit E. Entsprechend der Bezeichnungsweise § 4 | 
bezeichne man ferner mit G die gewdhnliche senkrechte Projektion des will- 
kiirlichen Punktes P auf g und mit y den nach der Seite von 0’ positiv, nach 
der anderen negativ zu messenden Abstand des Punktes G von O. Dann ist 
y =1t die Gleichung der (n—1)-dimensionalen Ebene, welche g im Abstande t 
von0O senkrecht schneidet. Da ferner fiir ~< 0 die Entfernung von 0’ d iiber- 
schreitet und fiir y > d die Entfernung von Q, so ist in & 


(2) b<y<a 


Aus demselben Grunde folgt, daB O der einzige Punkt von £& ist, fiir welchen 
y = 0 wird, und O’ der einzige, fiir welchen y = d wird. 


Durch die Ebene y == t, 0<( t< d, werde & in die beiden Punktmengen 
R (y < t) und & (y > ¢) zerlegt. Da & voraussetzungsgem4B keine volumfernen 
Punkte enthalt, und mithin 0’ nicht volumfern zu & ist, aber wegen t< d 
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volumfern zu & (y < 2), 40 ist O’ nicht volumfern zu & (y > t). Ebenso ergibt 
sich wegen t > 0, daB O nicht volumfern zu &(y < t) ist. Daher ist jedenfalls 


(3) V(Ly>H)>0, V(Rty<H)>0. 


Es bezeichne &(y = ¢) den Schnitt von & mit der Ebene y =¢ und W(t) 
seine durch die Abstandskurven zu g bewirkte Projektion auf E. Dann kann 
durch eine Bewegung, bei welcher g und jede Abstandskurve von g eine Ver- 
schiebung in sich erleidet, M(t) in R(y = t).tibergefiihrt werden. Daher ist 


(4) v(& ty = 2) = o(A(), 


wobei das Symbol v wie friiher das (n—1)-dimensionale Volumen der einge- 
klammerten Punktmenge bedeutet. 


Man erhalt fiir das Linienelement im hyperbolischen Raum gemaB § 4 (22) 
(5) ds* = cosh* 0A dy? + dS?, 


wobei A und dS die durch die Abstandskurven zu g bewirkten Projektionen des 
das Linienelement tragenden Punktes und des Linienelements auf E bedeuten. 
Daraus folgt, wie schon § 5 (39) festgestellt, fiir das n-dimensionale Volumelement 
die Darstellung cosh 0A dy dA, wobei dA das durch die Projektion lings 
den Abstandskurven zu g bestimmte (n—1)-dimensionale Volumelement auf 
E bedeutet. Man bestimme nun hieraus das Volumen V(S (y < 1)) im hyper- 
bolischen Raum, indem man zuerst bei festem y iiber die (n — 1)-dimensionale 
Ebene E integriert und sodann iiber y. Dabei schreibe man ¢ statt y. Dann 
erhalt man 


l 
(6) V(&(y <)) = f def cosh OA aa, 
o Ut) 


wobei das innere Integral iiber die auf E ausgebreitete Punktmenge % (¢) zu 
erstrecken ist. 


Ebenso erhalt man im euklidischen Raum 


l l 
(7) V(%—y<d)= ff ae [ aA= ff o(m@pae. 
0 Uw 0 


Es sei nun &, die mit & volumgleiche Vollkugel, deren Mittelpunkt auf g 


im Abstand y =r von O liegt. Dann erhalt man gemaB (6) im hyperbolischen 
Raum 


Methematische Annalen, 120. 26 
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4 
(8) V (ly <D) = f dt f cosh OA dA 
0 &, (0) 


und gemaB (7) im euklidischen 


l l 
(9) V (Sq (y <3) = fa f dA = f o(% (0) ae. 
0 4 @ 0 


Dabei bedeutet W(t) natiirlich die durch die Abstandskurven von g bewirkte 
Projektion des Schnittes %,(y = t) auf E, und és ist daher gemaB (4) 


(10) v(Ro(y = 2) = v (A, (@). 


Man mache nun die Voraussetzung, da8 in der gewdhnlichen isoperimetri- 
schen Ungleichung § 7 (16) fiir die Punktmenge & das Gleichheitszeichen gilt. 
Dann gewdhrleistet zundchst (3) gema&B § 9 (65) firO<t<d 


(14) u(y =) >0 

und mithin wegen (4) auch 

(12) v(A@)> 0. 

Wegen cosh OA > 1 ist daher 

(43) J cosh OA dA > v(M(9) > 0. 
w(t) 


GemaB (6), (7) ist folglich V(R(y < ))) in beiden Geometrien eine fiir0 <<l1<d 
stetig mit / eigentlich monoton wachsende Funktion von /. Dasselbe gilt fiir die 
Funktion V(S,(y<1)) im Intervall 0<1<2r. Daher wird durch die 
Gleichung 


(14) V(&(y < p)) = V(X ly <9) 


jede der beiden Variablen'p und q als eine eindeutige stetige Funktion der 
anderen definiert, welche mit ihr eigentlich monoton ansteigt. Dabei entspre- 
chen einander. die Definitionsintervalle 0 << p< d und 0<q < 2r. GemaB 
dem Hilfssatz § 9 VIII folgt nun fiir 0< p<d und mithin 0 << q < 2r aus 
(14) bei Beriicksichtigung von (3) die Glejchung 


(15) u(X(y = p)) = o( Rly =9)), 
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welche Gleichung auch an den Stellen p = 0, g = 0 und p = d, gq =2r giiltig 
bleibt, da dort auf beiden Seiten der Gleichung die Schnitte bei Beriicksichti- 
gung der im Anschlu8 an (2) gemachien Feststellung sich auf einen einzigen 
Punkt reduzieren und daher das (n —1)-dimensionale Volumen Null besitzen. 
Wegen (4) und (10) gilt daher fir0 < p < d und mithin 0 < q < 2r 


(16) v(U(p)) = v(%, (g))- 


Da v(W, (g)) eine stetige Funktion von q ist und g eine stetige Funktion von p, 
so ist auch »(W,(g)) eine stetige Funktion von p. Wegen der letzten Gleichung 
ist daher auch v(& (p)) eine stetige Funktion von p. 


Ill. Wir ziehen jetzt den folgenden Hilfssatz heran: Es sei im m-dimen- 
sionalen Raum Y eine heschrankte, abgeschlossene Punktmenge und %, die 
ihr volumgleiche m-dimensionale Vollkugel mit dem Mittelpunkt O. Endlich 
sei p(t) eme ~it wachsendem + nicht abnehmende stetige Funktion von t. 
ann ist 


(17) fe@A)da>fe@aaa, 
w % 


wobei dA das m-dimensionale Volumelement bedeutet. 


Beweis. Es bezeichne AY, den Durchschnitt von UM und A,. Dann ist gemaB 
den in den Vorbemerkungen unter I (1), (2) und III gemachten Feststellungen 


(18) v(A—AA,) = o(A)—v(UAA,), v(A,— AA,) = o(A,) —v (AM), 


wobei das Symbol wv das m-dimensionale Volumen der eingeklammerten Punkt- 
menge bezeichnet. Da ferner voraussetzungsgem48 v (YW) = 7 (Y,) ist, so folgt 
aus (18) 


(19) v(A— AA,) = v(A,— AA,). 


Andererseits ist 


(20) J ewaraa =fe@ada+ ff e@aaa, 
ua, uaa, 

(21) fe@a)dA =f e@ada+ f eOAjda. 
% Ue, a, — 1 o, 


Nun ist die Punktmenge U,— WW, in der Vollkugel , enthalten, und es ist 
daher in dieser Punktmenge 0A < p, wobei p den Radius der Vollkugel 


26° 
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bedeutet. Dagegen liegt die Punktmenge &— A A, auBerhalb dieser Vollkugel, 
und es ist daher in U—UAA, OA > op. Daher ist in X%,—WA, pA) < -(p) 
und in A—AA, eA) > -(p). Folglich hat man 


J v@A) dA <o(—)o(%—aU%), f —OA)dA>o(p) o(A—UM%,) 
U,— He, awe, 


und mithin wegen (19) 


gOA)dA< ff e@OA)ad. 
He, awe, 


Diese Ungleichung in Verbindung mit (20), (21) ergibt die zu beweisende Be- 
hauptung. 


IV. Da U, (¢) eine (n—1)-dimensionale Vollkugel mit dem Mittelpunkt 0 ist, 
welche gemaB (16) mit der beschrinkten abgeschlossenen Punktmenge Y (p) 
volumgleich ist, so gewahrleistet der eben bewiesene Hilfssatz, da cosh t mit t 
fiirt > 0 wachst, im hyperbolischen Raum die Ungleichung 


(24) f cosh OA dA > f cosh OA aa. 
a (p) &, (@) 


Man setze nun 

(25) V(S(y < p)) =W. 
Wegen (14) ist dann auch 

(26) V(%o(y < p)) = W, 


und es entspricht den Bereichen 0 < p < d,0 < g < 2rder BereichO < W < 
< V(&). Ferner folgt im hyperbolischen Raum aus der Darstellung (8) wegen 
der Stetigkeit des inneren Integrals als Funktion von ¢ 


(27) iW = J cosh OA GA 
q 
&, (@) 


und mithin firO<q< 2r 


d 1 
28 Sle OS <geeieee 
(28) aw cosh OA dA j 
(@ 
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Durch (6) ist dagegen die Gleichung 


(29) oe = i) cosh OA dA 


im Intervall 0 << p< d nur bis auf eine Punktmenge vom MaBe Null gesichert. 
Bis auf eine solche hat man daher in diesem Intervall wegen 0 << g < 2r 


(30) ee 


und mithin wegen (28), (29), (24) 


a 


(31) ze 2 1. 


In euklidischen Raum folgt aus (9) 


aw ita is sis anil 
82) “Fy = 9 (Me (e)) und mithin PRO << 2r T= Se 





Ferner-folgt aus (7), da, wie im Anschlu8 an (16) gezeigt, v(W (t)) eine stetige 
Funktion von ¢ ist, fir0 << p<d 


(33) Fe = o(M(p))- 


Fir 0< p<d hat man folglich, da dadurch auch 0 < ¢ < 2r gesichert ist, 
bei Heranziehung von (16) 


a 
cS 


_ 2q dW _ o(X(p)) _ 


(34) 


d P v (Uy (q)) ar 


a 
vw 


Da q mit p verschwindet, so folgt im euklidischen Raum 


(35) pP=@9q 
und mithin 
(36) d = 2r. 


Wir wenden uns jetzt wieder der hyperbolischen Geometrie zu. Es sei 0 << ¢,, 
0< €,, ¢, + ¢,<.d. Dann entsprechen sich die Intervalle ¢, << p << d—e, 
e, <¢<2r—e, ef <W< V(R)—ey, wobei ec}, &, ©, ef positive 
GréBen bezeichnen, die mit ¢, und e, gegen Null konvergieren. In dem durch 
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diese Ungleichungen bestimmten Bereich ist, wie aus (28) hervorgeht, g eine 
Funktion von beschrinktem Differenzenquotienten von W, wahrend W, wie 
die Darstellung (6) angesichts der Beschranktheit von & zeigt, eine Funktion 
mit beschrinktem Differenzenquotienten von p ist. Also ist im Bereich 
€¢; < p<d—e, gq als Funktion von p ebenfalls von beschranktem Diffe- 
renzenquotienten, und man hat mithin 


d—t& 


(37) (27 —e,) —e, = J a dp. 


Lat man hier e, und ¢, gegen Null konvergieren, so konvergieren auch e, und 
e, gegen Null, und es ergibt sich 


d 
, a dq 
(38) 2r = J qe dp 
0 
und mithin wegen (31) 
(39) 2r>d. 


Da d als die Maximaldistanz zwischen zwei Punkten von & definiert war, so 
ist nun gem4B dem Satze § 1 V, der, wie dort gezeigt, eine leichte Konsequenz 
des Spiegeltheorems zum Brunn-Minkowskischen Satz bildet, 


(40) ar <d. 


Aus den letzten beiden Ungleichungen folgt die fiir den euklidischen Raum 
schon unter (36) hergeleitete Gleichung 


(41) 2r =d, 


und diese Gleichung gewahrleistet wiederum zufolge dem Satze § 1 V, dab 
R eine n-dimensionale Vollkugel ist. 

Damit ist also bewiesen, daB im n-dimensionalen euklidischen und hyperboli- 
schen Raum bei einer beschrankten, abgeschlossenen, nicht leeren Punktmenge 
ohne volumferne Punkte in der gewéhnlichen isoperimetrischen Ungleichung das 
Gleichheitszeichen nur von der n-dimensionalen Vollkugel erreicht wird. 

Fiir diesen Satz einen auch in der nichteuklidischen Geometrie giltigen Be- 
weis zu finden, der nicht wie der obige iiber das Spiegeltheorem zum Brunn- 
Minkowskischen Satz fiihrt, ist mir nicht gelungen. 
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DaB die Voraussetzung des Nichtvorhandenseins volumferner Punkte hier 
nicht iiberfliissig ist, zeigt das Beispiel der Punktmenge, welche aus einer ge- 
wohnlichen dreidimensionalen Vollkugel und einem von ihrer Oberflache nach 
auBen ausgehenden Geradenstiick besteht. Fiir diese beschrankte, abgeschlos- 
sene und auch noch zusammenhangende Punktmenge gilt in der Tat in der 
gewohnlichen isoperimetrischen Ungleichung das Gleichheitszeichen. 


V. Man bezeichne einen zu einer Punktmenge nicht volumfernen Punkt als 
mit ihr ,,volumverbunden“. Es sei nun & eine meBbare Punktmenge, &, die 
Gesamtheit ihrer mit ihr volumverbundenen und. &, die Gesamtheit ihrer 
zu ihr volumfernen Punkte, so da8 also die Punktmengengleichung 


besteht. Dann verschwindet in jedem Punkte von , die obere sowohl wie die 


untere Dichte von &, und es gi!t somit in keinem dieser Punkte die Gleichung 
§ 1 (34), woraus 


(43) m(&,) = 0 
und mithin wegen (42) 
(44) m() = m(&,) 


folgt. Aus dem Verschwinden von m (S,) schlieBt man leicht, daB jeder mit & 
volumverbundene Punkt auch mit 8, volumverbunden bleibt, wahrend die 
Umkehrung selbstverstandlich ist, da &, in % enthalten ist. Daher enthalt die 
Punktmenge 8, keinen zu ihr volumfernen Punkt. 

Es sei nun & eine beschrankte, abgeschlossene Punktmenge von nicht ver- 
schwindendem Volumen. Dann ist %, offenbar auch beschrankt und abge- 
schlossen und, indem wir wieder das MaB als Volumen bezeichnen, gemaB (44) 
mit & volumgleich, also ebenfalls von nicht verschwindendem Volumen und 
mithin jedenfalls nicht leer. Ferner ist &,,, in %,, enthalten, und es ist daher 
fir h>0 


(45) V (S,) > V(%,). 
Da, wie eben festgestellt, V (&) = V (S,) ist, so ergibt die Definition § 7 (1) 
(46) O(&) > O(&)). 


Bezeichnet andererseits %, die zu & volumgleiche Vollkugel, so ist %) auch mit 
&, volumgleich, und es ist gemaB der gewdhnlichen, isoperimetrischen Un- 
gleichung O(8,) > O(8&,), also wegen (46) 
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(47) O(R) > O(R,) > O(k,). 


Gilt daher in der gewdhnlichen isoperimetrischen Ungleichung fiir die Punkt- 
menge & das Gleichheitszeichen, d. h. ist 


(48) O(R) = O(R,). 
so folgt auci 
(49) O(&,) = O(,). 


In Verbindung mit der oben gemachten Feststellung, da8 die Punktmenge &, 
keine zu ihr volumfernen Punkte enthilt, stellt diese Gleichung dem im vorigen 
Abschnitt bewiesenen Theorem zufolge sicher, daB &, eine n-dimensionale 
Volikugel ist. 

Somit haben wir den Satz: Damit fiir eine beschrankte,abgeschlossene Punkt- 
menge von nicht verschwindendem Volumen in der gewdhnlichen isoperi- 
metrischen Ungleichung das Gleichheitszeichen gilt, ist es notwendig und hin- 
reichend, da8 die Gesamtheit der volumverbundenen Punkte dieser Punkt 
menge, die man auch anschaulich als ihren Kern bezeichnen kann, eine n- 
dimensionale Vollkugel bildet, und daB die Oberflache der Punktmenge nicht 
groBer ist als diejenige ihres Kernes. 


§ 11. Der Eintritt des Gleichheitszeichens in der Brunn-Minkowskischen 
Ungleichung. 


I. Es sei & beschrankt, abgeschlossen und nicht leer und 
(1) O<hkh<h’, h' =h+i, alsoa>0O. 
Dann igt gemaB § 1 (21) 


(2) R,, => (8), - 


Bezeichnen daher r, 7, und r,, die Radien der mit &, &, und &,, volumgleichen 
Vollkugeln, so ist gem&8 der Brunn-Minkowskischen Ungleichung 


(3) moOrth, tTyomts, 


(4) fy orth’. 


Gilt daher in (4) das Gleichheitszeichen, so muB es auch in den beiden Unglei- 
chungen (3) gelten. Es folgt also aus r,,=r+h' fir O<h<h’ auch 
r, = 7 + h oder gleichbedeutend 
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(5) V(%,) = J, (r+), 

woraus wegen V(S) = J, (r) auf Grund der Definition § 7 (1) 

(6) O() = J, (r), 


d.h. also die Giiltigkeit des Gleichheitszeichens in der isoperimetrischen Un- 
gleichung sich ergibt. 


Damit sind die beiden folgenden Hilfssatze™) bewiesen: 


Gilt in der Brunn-Minkowskischen Ungleichung fiir einen Wert von A das 
Gleichheitszeichen, so gilt es auch fiir jeden kleineren positiven Wert. 


Gilt in der Brunn-Minkowskischen Ungleichung fiir einen Wert von h > 0 
das Gleichheitszeichen, so gilt es auch in der isoperimetrischen, welche fiir n = 1 
die Gestalt § 7 (27) annimmt. 


Il. Da gema8 §7 VI fiir n = 1 in der isoperimetrischen Ungleichung das 
Gleichheitszeichen nur fiir die Strecke gilt, die sich auch auf einen Punkt 
reduzieren kann, so gewahrieistet der letzte Hilfssatz des vorigen Abschnitts, 
da8 fiir n = 1 auch in der Brunn-Minkowskischen Ungleichung das Gleich- 
heitszeichen nur fiir die Strecke oder mit anderen Worten nur fiir die ein- 
dimensionale Vollkugel eintritt, die sich auch auf einen Punkt reduzieren 
kann. 


Es mége nun bei beliebigem n 8 einen volumfernen Punkt P enthalten. 
Dann gibt es also ein y > 0, so daB die Gesamthe#t W derjenigen Punkte von 
&, deren Entfernung von P < » ist; das n-dimensionale Ma8 Null besitzt. Man 
bezeichne dann die Gesamtheit derjenigen Punkte von &, deren Entfernung 
von P mindestens 7» ist, mit %’. Dann ist auch §’ beschrankt und abgeschlos- 
sen, und man hat die Punktmengengleichung 


K=A+ KR 
und mithin 


(7) V(&) = V(M) + V(X’) = V (&’). 


Man schlieBe nun den Fall aus, da8 & nur aus dem Punkte P besteht. Dann 
kann 7 so klein gewahlit werden, daB &’ nicht leer ist. Rezeichnen dann r’ und 
r, die Radien der mit &’ und &), volumgleichen Vollkugeln, so folgt zunachst 
aus der letzten Gleichung 


11) Diese an sich trivialen Feststellungen werden auch schon in der gemeinsamen 
Verdffentlichung von A. Dincuas und dem Verf. |I.c. Anm.3 8.17 zu demiselben 
Zweck herangezogen. 
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(8) =p. 


Ferner sind fir 0 <h< 2 die Punktmenge St), und die »-«dlimensionale Voll- 


kugel mit dem Mittelpunkt P und dem Radius fh punktfrernd und beide in 
&, enthalten. Daraus folgt 


(9) V (&,) > V(S,) und mithin r, > r),. 
Nun ist gemaB der Brunn-Minkowskischen Ungleichung 
(10) r>rth 

und mithin wegen (8) 

(11) rr orth. 

Also ist wegen (9) 

(12) rorth. 


Da somit in der Brunn-Minkowskischen Ungleichung das Gleichheitszeichen 
fir O<h=< 4 nicht gilt, so kann es gem&8 dem ersten der beiden am Schlu8 


des vorigen Abschnitts festgestellten Satze auch fiir keinen Wert von h > : 


gelten. Damit ist also gezeigt, daB, falls & nicht aus einem einzigen Punkte 
besteht, die Existenz eines volumfernen Punktes in § fiir keinen Wert von 
h> 0 in der Brunn-Minkowskischen Ungleichung das Gleichheitszeichen zu- 
1aBt. 


Gilt daher fiir einen Wert von h> 0 in der Brunn-Minkowskischen Un- 
gleichung das Gleichheitszeichen, und besteht & nicht aus einem einzigen 
Punkt, so enthalt & keinen volumfernen Punkt. Ferner greift dann gemab 
dem zweiten am Schlusse des vorigen Abschnitts ausgesprochenen Satze auch 
in der isoperimetrischen Ungleichung das Gleichheitezeichen Platz, und die 
Verbindung dieser beiden Feststellungen gewahrieistet fiir n > 2 gema8B dem 
Ergebnis des vorigen Paragraphen, daB & eine n-dimensionale Vollkugel ist. 
In dem bisher ausgeschlossenen Fall, da8 & aus einem einzigen Punkt besteht, 
tritt dagegen in der Brunn-Minkowskischen Ungleichung in der Tat das Gleich- 
heitszeichen fiir jeden Wert vor h in Kraft. 


In Verbindung mit der am Eingang dieses Abschnitts fiirn = 1 gemachten 
Feststellung ist also damit fiir jede Dimensionenzahl n bewiesen, daf im 
v-dimensionalen euklidischen oder hyperbolischen Raum bei einer beschrunkten, 
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abgeschlossenen, nicht leeren Punktmenge in der Brunn-Minkowskischen Un- 
gleichung das Gleichheitszeichen nur fiir die n-dimensionale Vollkugel gilt, die 
sich auch auf einen Punkt reduzieren kann. 

Bei dieser Ungleichung bedarf es also nicht wie bei der isoperimetrischen 
noch einer zusatzlichen Voraussetzung, um sicherzustellen, daB das Gleich- 
heitszeichen der Vollkugel vorbehalten bleibt. 


§ 12. Anhang: Herleitung einiger elementarer Formeln der 
hyperbolischen Geometrie. 


I. Wir stellen die hyperbolische Ebene vom Kriimmungsma8 —1 dar, in- 
dem wir der gewéhnlichen Halbebene z > 0 mit den rechtwinkligen Koordi- 
naten x, y die MaBbestimmung 


a dz? +dy* 
(1) d?* = a 


aufpragen. Dabei werden die hyperbolischen Geraden durch die zur Achse 
x — 0 senkrechten Kreise und Geraden, soweit sie in die Modellebene x > 0 
hineinfallen, dargestellt, wahrend der hyperbolische Winkel zwischen zwei 
Richtungen mit dem euklidischen im Modell iibereinstimmt. Setzt man 


(2) s=2z+iy, 


so werden die hyperbolischen Bewegungen durch diejenigen linearen Sub- 
stitutionen in z gegeben, welche die Halbebene z > 0 in sich iiberfiihren. Die 


Drehung um den Punkt z = 1 mit dem Drehwinkel « wird mithin dargestellt 
durch die Substitution 


; 1—2* i—z 
(3) = e** 


il : 
1+2:* 1+2z 


Wahlt man bei gegebenem z den Drehwinkel « so, dab z* reell. und zwar > 1 
ausfallt, so folgt beim Ubergang zu den konjugierten Werten 
(4 1—:* : 1—z 


4) on 2 
1+ 3* 1+3 


, (4—s*\2 (1—z) (1—2) 
" | 142" ~ (1+) (4+3) — 
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Nun gilt die Identitat 











i—t\2 
1+ 
(6) cosh log t =$(++ = 1+(Fi) 
2 t 1 1-1 
1+t 
Mithin folgt aus (5) 
1 iss) 14+ 2>2u—) ttan_ 1424 
‘EE G+2zG+zy _ 23 at+y* 
"= a —(—sr _ a—) 0-3 3+ °&«&32z 
1+2z°* (1 +z) (1—z) 


Da die Entfernung der be.den auf der hyperbolischen Geraden z = 0 gelegenen 
Punkte z = 1 und z = 2* bei Beriicksichtigung der Voraussetzung z* > 1 
gemaB (1) gleich 


z* 
(8) J SF = = log z* 
1 


ist, so gibt log z* auch die Entfernung des gegebenen Punktes z vom Drehungs- 
mittelpunkt z = 1 an. Bezeichnet man also die Entfernung zweier Punkte z, 
und 2, mit z,, Z,, so ergibt (7) 


(9) cosh Tz = t+ety ‘ 


Die Punkte z, = 2, + ty, und z, = x, + iy, werden durch die Substitution 


(10) it os s—th P 


ad | 
welche die Halbebene z > 0 in sich selbst transformiert und mithin eine hyper- 


bolische Bewegung darstellt, iibergefiihrt in die Punkte 


(11) 4 und =? + ;%—m 
bad] 


7% 


Daher folgt aus (9) 


9 


(12) cosh 2,,z, = -—+—_.—_=>* — 


Il. Wir stellen fiir n > 2 den n-dimensionalen Raum vom Kriimmungsma8’ 
- 1 dar, indem wir dem gewéhnlichen n-dimensionalen Halbraum z>0 mit 
den rechtwinkligen Koordinaten z, y,, ..., y,_, die MaSbestimmung 











B 
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n-1 
dzt+ S dy} 
1 


(13) ds? = a 
aufpragen. Dabei werden die hyperbolischen Geraden dargestellt durch die 
in den Halbraum x > 0 fajlenden zur Modellebene z = 0 senkrechten Halb- 
geraden und Halbkreise und ebenso die hyperbolischen Ebenen der verschie- 
denen Dimensionenzahlen durch die in den Halbraum z > 0 fallenden zur 
Modellebene z = 0 senkrechten Halbebenen und Halbkugeln der entsprechen- 
den Dimensionenzahlen. 


Das Punktepaar P,, P, mit den Koordinaten 2,, 4; 1, ---, Yi, n—, und Zp, 
Ye, 1» --+» Yan—1 kann durch eine euklidische Bewegung im Modell, welche die 
Koordinate z fest 1a8t, iibergefiihrt werden in das Punktepaar x = z,, y, = 0. 
+++) Yq—y =O und z = aq, y, =0, ..., ¥n_» =9, Yn_, = , Wobei 7 definiert 
ist durch die Gleichung . 





n-1 
(44) R™ + ae (Ys, —¥1,,)*- 
1 





Da bei einer solchen z ungeandert lassenden euklidischen Bewegung die MaB- 
bestimmung (13) invariant bleibt, so bildet sie auch eine hyperbolische Be- 
wegung. Die Entfernung des ersteren Punktepaares ist dahe. gleich derjenigen 
des letzteren, und da dieses in der zweidimensionalen Ebene y, = 0, ..., 
Yn—g = 0 gelegen ist, so tritt zur Bestimmung seiner Entfernung die Formel 
(12) in Kraft. Man erhalt so : 





(15) cosh P| P, = a+ at+e¢ +3 ks 
n—-1 
ait at 2, (Yx.—Ys.»)° 
(16) cosh P,P, = x = 


III. Der euklidische Halbkreis, der durch die Gleichungen 
(17) -y = Cy, +--+) Yn—g = Cn—gr F =P COBH, Yp_, =F sing, r>0, 
bei festem ¢,, ..., ¢,_. und r dargestellt wird, indem das Intervall 


. Tw : rT 
(18) | ~7 96s 
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durchlauft, steht senkrecht auf den beiden (n —1)-dimensionalen euklidischen 
Ebenen z =0 und y,_, =0 und stellt mithin eine hyperbolische Gerade 
dar, welche die hyperbolische Ebene y,_, =0 im Punkte z =r, y; = ¢, .-., 
Yn—2 = n—2» Yn—1 = 0 BSenkrecht schneidet. Die durch den Punkt P, mit den 
Koordinaten 2,, ¥;,1, --- Y1,n—1 gehende Senkrechte zur (n — 1)-dimensio- 
nalen hyperbolischen Ebene y,_, = 0 wird daher gegeben durch die 
Gleichungen 


(19) Yr = Yay +++) Yn—2 = Yi,n—g F = 71008 D, Yn, = 71 8iN Q, 

wobei 7, bestimmt ist durch die Gleichungen 

(20) ry COBO, = 7, 7, 8iN 9 = Yi, n—1> n>0,—-$<a<+, 

und @ das Intervall — = <o< = durchlauft. Die gewéhnliche senkrechte 
Projektion I], des Punktes P, auf die (nm —1)-dimensionale hyperbolische 


Ebene y,__, = 0 hat mithin die Koordinaten 


(21) © = Py Ya = Vy ++) Yn—2 = Yi,n—2: Yn—1 = 0, 


wobei r, durch (20) definiert ist, also 





(22) nr=+V ity ns 


wird. Macht man die entsprechenden Bestimmungstiicke fiir den Punkt P, 
durch den Index 2 kenntlich, so ergibt sich gema&B (16) 





n—2 
A+ At D, Ys.e—,») 
(23) cosh IT, TT, = ox : 


und bei Beriicksichtigung von (20) 


(24) — : . 
ri cos* @, + 7§.c0s* op +>, (Ya, »— ¥a,r)* + (7e8in oy — 7, SiN @,)* 
cosh P| P, = : 





2 7, Fs COS @, COS Oy 


Durch Einfiihrung von (23) ergibt sich hieraus 


(25) cosh P,P, = Sen Th Ts — 8 > 8%. 
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Setzt man jetzt 
(26) tg = sinh u, 


so ist wegen | @ |< * jede der beiden Variablen @ und u eindeutig und stetig 
durch die andere bestimmt, und man hat 


cosh* u = 1 + sinh*u = 1 + tg*o = saat 





woraus wegen || < 5 


(27) cosh u = alee 
COS @ 


folgt. Die Einfiihrung der letzten Gleichungen in (25) ergibt 
(28) cosh P,P, = cosh u, cosh u, cosh IT, IT, — sinh u, sinh ug, 
(29) cosh P;P,-—1 = cosh u, cosh u, (cosh IT, IT, — 1) + cosh (u,— u,)—1, 


wobei u, und ug die vermdge (26) den Werten 9, und ¢, entsprechenden Werte 
von u bezeichnen. Mithin erhait man wegen der Identitat 


(30) cosh } —1 = 2sinh? + 


die Formel 


(31) —sinh* zits) Ps — cosh U, COBN ug sinh* bs + sinh* a4. 


La8t man hier P, mit Il, zusammenfallen, so fallt auch I, mit I, zusammen; 
ferner wird gem&8 (20) 9, = 0 und mithin wegen (26) auch u, = 0. Die Formel 
(31) ergibt daher, da der erste Summand auf der rechten Seite wegen IT, II, = 0 
verschwindet, 


(32) sinh® 5m TT, — sinh? > 
und mithin 
(33) uy - + P,T; ; 


und da gem&B (26) u, das Vorzeichen von 9, und gem&8 (20) @, das Vor- 
zeichen von y, ,—, hat, so haben u, und y, ,_, dasselbe Vorzeichen. Da end- 
lich II, die gewohnliche senkrechte Projektion des Punktes P, auf die (n—1)- 
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dimensionale hyperbolische Ebene y,,_, = 0 bildet, so zeigt (33), daB® die Koor- 
dinate u den Abstand von dieser Ebene angibt - und zwar mit dem Vorzeichen 
der Koordinate y,,_,. 


Bei Beriicksichtigung des Grenzwertes 


- sinhy _ 
(34) lim, = 1 





folgt ferner aus (31) leicht fiir das Linienelement die Darstellung 
(35) ds* = du? + cosh* u do’, 


wobei do die gewohnliche senkrechte Projektion des Linienelements auf die 
hyperbolische Ebene y,_, = 0 bedeutet. 


Da endlich jede (n—1)-dimensionale Ebene durch eine hyperbolische Be- 
wegung in jede andere iibergefiihrt werden kann, so gilt die Formel (31) allge- 
mein, wenn u, und u, die mit Vorzeichen versehenen Abstande der Punkte P, 
und P, von einer (n—1)-dimensionalen hyperbolischen Ebene bedeuten und 
II, und I, ibre gewdhnlichen senkrechten Projektionen auf dieselbe. Ebenso 
gilt die Darstellung (35) fiir das Linienelement allgemein, wenn u den mit Vor- 
zeichen versehenen Abstand von einer (m— 1)-dimensionalen hyperbolischen 
Ebene bedeutet und do die gewdhnliche senkrechte Projektion des Linien- 
elements auf diese. 


IV. Man setze 
n—1 
(36) 28§+ Sy? = 8, p>0, =k, y, = oy, v =1,...,n—1. 


1 


Dann wird 
n-1 
(37) e+ dm = 1, 
1 
und die Gleichung 
(38) e = konst. 


stellt die Schar der (n—1)-dimensionalen hyperbolischen Ebenen dar, welche 
zur hyperbolischen Geraden y, =0, ..., y,_, = 0, die mit g bezeichnet werden 
médge, senkrecht stehen. Dagegen werden durch die Gleichungen 


_" 
(39) a6 und, vi, ..., 0-1 04 Few, 
1 
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wobei ¢, ¢, ---, ¢,_, Konstanten bedeuten, im Modellraum z> 0 die durch 
den Koordinatenanfangspunkt gehenden Halbgeraden dargestellt, also im 
hyperbolischen Raum die Abstandskurven zur hyperbolischen Geraden g. Es 
bezeichneG, den Schnittpunkt der durch den Punkt P, mit den Koordinaten p,, 
Ei, M1,» Y=1, ---, m—41, gehenden, zur Gerade g senkrechten (n —1)-dimen- 
sionalen hyperbolischen Ebene mit g, also die gewdhnliche senkrechte Projek- 
tion von P, auf g. Dann wird diese Ebene gema8 (38) durch die Gleichung p = p, 
dargestellt, und es wird in G, z =o,. Da im Schnittpunkt der Geraden g mit 
der Ebene p = 1, der mit O bezeichnet werden mége, z = 1 wird, so erhalt man 
fiir den nach der Seite des wachsenden p positiv, nach der anderen negativ zu 
messenden Abstand des Punktes G, von O, der mit y, bezeichnet werden mége, 
gemaB (8) 


(40) Yi = log p,. 


Bezeichnet A, die durch die Abstandskurven zu g bewirkte Projektion von P, 
auf die Ebene p= 1, so ist in A, gemaB (39)& = &, 4, =%,,,v = 1, ---,n—1, 
und mithin gemaB (36) wegen p =1 x=E,,y, =%,,,v=1,...,n—1. GemaB 
(16) erhalt man daher 


n—-1 
i++ Dia. 
(41) cosh OA, = — —_— ae 


und mithin wegen (37) 
(42) cosh OA, = z , 
1 


Macht man die entsprechenden Bestimmungsstiicke fiir den Punkt P, durch 
den Index 2 kenntlich, so erhalt man gem&B (16) 








2 + 14 + s, (ma, » Te Ths)” 
(43) cosh A, A, = af E, 
und mithin wegen (37) 
n-1 
1— D, ne Mee 
(44) cosh A, A, = E 


Ebenso erhalt man gema8 (16) bei Beriicksichtigung von (37) und (44) 
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(45) 
n-1 
prEr + p8E3 + Dd, (eam. 2—P1, Mase!” 
—ir Tonke rare 
n-1 
+ pt The» Ne,» 4 +6 
— va re R24... osh A, A,. 
aa P: Ps Ss Se Ei ee Erbe \ 201s 1) + cosh rt 
Nun ist 
e+e 1 (me . ms) f 
(46) 201 Os 2 \e, * ‘) cosh log Pr, 


und mithin wegen (40) 


2 + po? 
(47) — of. 


Aus (45) folgt daher bei Einfiihrung von (42) und (47) 
(48) cosh P| P,—1 = (cosh TA 2— 1) + cosh OA, cosh OA, (cosh (y,—y,)—1) 
und mithin wegen der Identitat (30) 


(49) sinh? —** = sinh* “" + cosh OA, cosh OA, sinh? a ° 


Bei Beriicksichtigung des Grenzwertes (34) érhalt man endlich aus der letzten 
Formel leicht fiir das Linienelement die Darstellung 


(50) ds* = cosh* OA dy? + d5?, 


wobei dS die durch die Abstandskurven zur Geraden g bewirkte Projektion des 
Linienelements auf die Ebene p = 1 bedeutet. Wegen des invarianten Charak- 
ters der Definitionen gelten die Formeln (49), (50) allgemein, wenn O den 
Schnittpunkt einer Geraden mit einer zu ihr senkrechten (nm —1)-dimensionalen 
hyperbolischen Ebene bedeutet, A die durch die Abstandskurven zur Geraden. 
bewirkte Projektion des das Linienelement tragenden Punktes P auf die Ebene, 
dS dieselbe Projektion des Linienelements auf die Ebene und y den mit Vor- 


zeichen versehenen Abstand zwischen O und der gewdhnlichen senkrechten | 
Projektion von P auf die Gerade. 
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V. Man transformiere den das Modell der hyperbolischen Geometrie bildenden 
Halbraum z > 0 mit den rechtwinkligen Koordinaten z, y,, ..., y,_, durch 
reziproke Radien in das Innere einer Kugel, deren Oberflache mit © und 
deren Mittelpunkt mit M* bezeichnet werde. Dann ist © das Bild der Ebene 
x =0 und M* das Bild desjenigen Punktes M, der durch Spiegelung des 
Transformationszentrums an der Ebene z = 0 hervorgeht. Da ferner die Dar- 
stellung des hyperbolischen Raums durch das urspriingliche Modell konform 
ist und ebenso die Transformation durch reziproke Radien, so ist auch die 
Darstellung des hyperbolischen Raums durch das transformierte Modell 
konform. Die Ortsfunktion, welche bei diesem Modell den Quotienten des 
hyperbolischen Linienelemer :s durch das euklidische angibt, werde mit g be- 
zeichnet. Nun werden die hyperbolischen Geraden und Ebenen aller Dimen- 
sionenzahlen in dem urspriinglichen Modell durch die zur Ebene z = 0 
orthogonalen Geraden oder Kreise, Ebenen oder Kugeloberflachen, soweit 
sie innerhalb des Halbraums z > 0 verlaufen, reprasentiert. Bei der Trans- 
formation gehen diese Gebilde in die zu © orthogonalen Geraden oder Kreise, 
Ebenen oder Kugeloberflichen iiber. Daher werden in dem transformierten 
Modell die hyperbolischen Geraden und Ebenen aller Dimensionenzahlen 
durch die zu © orthogonalen Geraden oder Kreise, Ebenen oder Kugelober- 
flachen, soweit sie in das Innere der von © umschlossenen Kugel fallen, zur 
Darstellung gebracht. 


Insbesondere werden also die durch den Mittelpunkt M* gehenden hyper- 
bolischen Geraden und Ebenen aller Dimensionenzahlen durch die euklidi- 
schen reprasentiert. Nun werden die hyperbolischen Spiegelungen an (n—1)- 
dimensionalen Ebenen in dem urspriinglichen Modell dargestellt durch eukli- 
dische Spiegelungen an den diese Ebenen reprasentierenden (n—1)-dimen- 
sionalen Ebenen oder Kugeloberflachen - ein Sachverhalt, der, da solche Spie- 
gelungen bei einer Transformation durch reziproke Radien invariant bleiben, 
sich auf das transformierte Modell iibertragt. 


Insbesondere werden also in dem transformierten Modell die hyperbolischen 
Spiegelungen an den durch M* gehenden (n—1)-dimensionalen Ebenen durch 
die euklidischen Spiegelungen an den sie reprasentierenden durch M* gehenden 
euklidischen Ebenen dargestellt. Da endlich jede Drehung um M* durch zwei 
solche Spiegelungen erzeugt werden kann, so fallen die hyperbolischen Drehun- 
gen um M* mit den euklidischen zusammen. Daher bleibt bei einer euklidi- 
schen Drehung um M* auch die hyperbolische Eatfernung von M*, die mit r 
bezeichnet werden mége, ungedndert, ebenso das oben mit g bezeichnete Ver- 
gréBerungsverhaltnis der Linienelemente. Es sind also r und g Funktionen der 
euklidischen Entfernung von M*, die mit t bezeichnet werden mdge. Man setze 
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r=r(t),q =q (t). Dann ergibt sich, da die euklidischen Geraden durch M*, 
wie oben festgestellt, auch hyperbolisch sind, 


dr 
(51) = = %. 

Da die Darstellung des hyperbolischen Raums durch das transformierte 
Modell, wie oben festgestellt, konform ist, so erhdélt man das (n—1)-dimen- 
sionale hyperbolische Oberflachenelement durch Multiplikation des euklidi- 
schen mit g"—, ebenso das n-dimensionale hyperbolische Volumelement durch 
Multiplikation des euklidischen mit g". Daher ergibt sich der hyperbolische 
Oberflacheninhalt der n-dimensionalen Kugel mit dem Mittelpunkt M* und 
dem euklidischen Radius ¢ durch Multiplikation des euklidischen Oberflachen- 
inhalts mit q (t)"~* und wird also gleich n£, t*— g(t)", wobei E,, das Vo- 
lumen der n-dimensionalen euklidischen Einheitskugel bedeutet. Da der hyper- 
bolische Radius dieser Kugel r (t) ist, so erhalt man fiir den Oberflacheninhalt 
der n-dimensionalen hyperbolischen Kugel mit dem Radius r, der mit 0, (r) 
bezeichnet werden midge, die Darstellung 


(52) On(r) = mE, (tg oy =nE, (eS), 
woraus folgt, daB t ce eine von der gewahliten Transformation durch reziproke 
Radien unabhangige Funktion von r ist. 

Fiir das hyperbolische Volumen der n-dimensionalen Kugel mit dem Mittel- 


punkt M* und dem euklidischen Radius rt, also mit dem hyperbolischen Radius 
r (t) = e, das mit J, (9) bezeichnet werden mége, erhalt man 


(53) Jn(e) = f gaa, 
Ky (*) 


wobei dQ das n-dimensionale euklidische Volumelement bedeutet und Ko, (t) 
die euklidische Vollkugel mit dem Mittelpunkt M* und dem Radius rt. Inte- 
griert man zunachst iiber die konzentrischen Kugelschalen mit dem Mittel- 
punkt M* und dem euklidischen Radius ¢ und erst dann iiber t, so ergibt sich 


54) J, (9) = f nE,, 1 gdt = f 0, (r) qdt = f 0, (r) 3. at, 
0 “ 0 


d 





e 
(55) J, (9) = J O,, (r) dr, 
0 


Jip) 
de = O, (p). 
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Zu der letzten Forme] gelangt man noch einfacher auf Grund der Minkoswki- 
schen Definition der Oberflache. Denn bezeichnet im n-dimensionalen hyper- 
bolischen Raum &, ine Vollkugel vom Radius p, so wird der Parallelkérper 
&,, durch die konzentrische Volikugel voin Radius p + h gegeben. Es wird also 


V(%) = J, (p), V (Mo) = Inte + A) 
und gem&8 der Definition § 9 (4) 


a Sale+h)—Jnle) _ dale) 
(55') O (8) = lim, pa faleh $70. 





Um nun +S als Funktion von r auszudriicken, wahle man den Punkt 


z=—1, ¥; =¥e= --- = Yn, = 0 als Transformationszentrum. Wir kénnen. 
uns dabei auf die z-Achse beschranken, die bei der Transformation in sich selber 
iibergeht - und zwar gema8 der Formel 


(56) 8 +i=u—*., s>0, 


wobei 2 eine Konstante bedeutet. Der oben mit M bezeichnete Punkt, welchem 
bei der Transformation der Punkt M* entspricht, liegt als Spiege'ounkt des 
Transformationszentrums an der Ebene z = 0 ebenfalls auf der x-Achse - und 


zwar mit der Koordinate z = 1. GemaB (56) ist daher in M* z* = . — 1. 


Fiir die euklidische Entfernung ¢ des Punktes z* vom Punkte M* erhalt man 
folglich 


oy tal —a)—(F-1)] =F SL, 


also, wenn man sich auf die Werte z > 1 beschrankt, 





a® xz—1 
(58) dole Ores te 





Fiir die hyperbolische Entfernung r des Punktes z* vom Punkte M* ergibt sich, 
da sie durch die hyperbolische Entfernung des Punktes z vom Punkte M defi- 
niert ist, fiir z > 1 gemaB (8) 


(59) r=logz, z=’. 
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Daher folgt 





Tr r 
a e —1 a® ef—e 2 a* r 
o) deed oes tee eect Bok es 4 
et+e 2 
dt a*® 1 dr 4 r 
(61) —=— ——, & =-, cosh’ —, 
dr 4 cosh?" dt a*® 2 
.  _ r (— 
(62) t z= 2 tgh 3 cosh = sinh r. 


Gema8 (52) erhalt man daher in der hyperbolischen Geometrie vom Kriim- 
mungsma8 — 1 fiir den Oberflacheninhalt der n-dimensionalen Kugel mit dem 
Radius r die Forme] 


(63) O,, (r) = nE,, sinh r*—", 


wahrend ihr Volumen durch die Formel (55) bestimmt wird. 


(Eingegangen am 27. Februar 1946.) 











Zur Struktur der Kompakta von endlicher Ordnung. 


Von 
Orro Haupt in Erlangen. 


1.1. Uber die Kompakta € des euklidischen E,+), welche beziiglich der 
(n—k)-dimensionalen linearen Mannigfaltigkeiten [kurz: der (n—k)-Ebenen] 
des E, (starken) endlichen Ordnungswert besitzen (2 <n; 1 < k <n—1) ist*) 
unter anderem folgendes bekannt: 


I. Es ist © héchstens k-dimensional. — II, Es existiert eine in € offene, héch- 
stens (k — 1)-dimensionale (evtl. auch leere) Teilmenge ©’ = 0’ (€) von € der- 
art, daB €’ = (€ — ©’) darstellbar ist als in € abgeschlossene Hiille einer (evtl. 
leeren) Summe © von abzihibar vielen*), in €’ offenen, paarweise fremden 
k-Zellen*) 3i, j = 1,2, .... - IIL. Es ist ©’ nicht leer dann und nur dann, 
wenn € genau k-dimensional ist. - IV. Ist 2,_, eine zu ©’ fremde (im iibrigen 
beliebige) (n— 1)-Ebene, ist ferner 2,_,_, eine in 2,_, enthaltene (im iibrigen 
beliebige, festgehaltene) (n —k— 1)-Ebene und ist q das System der (n —k)- 
Ebenen durch 2,_,_,, 80 kénnen die 8; simtlich derart gewahlt werden, da8 
jede unter ihnen von jeder (n—k)-Ebene aus q in héchstens einem Punkt ge- 
troffen wird und sich folglich von q aus in eine k-Zelle projiziert. Wahit man 
2,_, als die uneigentliche (n —-1)-Ebene, so sind also die 3; in kartesischen 
Koordinaten x,, ..., x, darstellbar durch 


(1.1) Ky = Fh, (Xa - ++ Xe) p=k+i,....n, 

1) Unter einem Kompaktum im Ep werde jede in sich kompakte, also (vgl. z. B. 
Haan, H.: Reelle Funktionen 1. Bd., Leipzig 1932, Nr. 15.2.22) abgeschlossene und 
kompakte Teilmenge des En verstanden. 

2) Nopeine, G.: Uber die topologische Struktur der Mengen endlicher, Ordnung, 
J.r. u. angew. Math. 180, 129ff. (1939). In der Arbeit von Herrn Nébeling-werden” 
Punktmengen von endlichem Ordnungswert sogar nur beziiglich z. B. einer Parallel. 
schar von (n —k)-Ebenen betrachtet. - Die Bezeichnung ,,k-dimensional fir Punkt- 
mengen des Ep ist hier stets im Sinne der Dimensionstheorie zu verstehen (vgl. z. B. 
Mencer, K.: Dimensionstheorie, Leipzig 1928). Ordnungswert einer Menge M beziig- 
lich einer (n —k)-Ebene € ist die Machtigkeit M(M€) von ME. Ist max[M(ME)] = 
q bzw. M(M€) < + oo fiir alle E eines Systems 8 von (n—k)-Ebenen, so werde M 
als vom (starken, beschrankten) Ordnungswert q bzw. als von (starkem) endlichem 
Ordnungswert beziiglich 8 bezeichnet (q natirliche Zahl). - In Formeln wie 4B = O 
hedeutet © die leere Menge. 

3) Abzdhibar viele bedeutet : keine oder endlich viele oder abzahibar unendlich viele. 

4) Unter einer k-Zelle wird jedes topologische Bild einer (k-dimensionalen) offenen 
Kugel des Ey verstanden. 
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mit eindeutigen, stetigen reellen f; »» Wobei der Definiticnsbereich der f;,, eine 
k-Zelle D; in der k-Ebene x, ,, = ++ = x, = 0 ist. 


1.2. Nachstehend soll auf eine kleine Ergainzung5) hingewiesen werden, 
welche bei manchen Anwendungen der (in Nr. 1. 1.) genannten Satze niitzlich 
sein diirfte. 

Man kann namlich (anders als in Nr. 1.1., IV.) die 3 auch folgendermaBen 
wahlen. 


1.2.1. Es sei €’ ein Kompaktum im E,, welches beziiglich der (n —k)-Ebenen 
endlichen Ordnungswert besitzt und welches darstellbar ist als abgeschlossene 
Hiille einer Summe von abzdhlbar vielen k-Zellen. Dann ist ©’ auch darstellbar als 
abgeschlossene Hiille einer Summe von abzdhibar vielen, paarweise fremden 
k-Zellen 8, von beschrankter Dehnung; genauer: Es besitz jede 3. folgende 
Eigenschaft: Es ezxistiert zu 3, ein System kartesischer Koordinaten x, y = 1, 
...,n, imE,, beziiglich dessen 3, sich darstellen laBt durch 


(1.2) xO) on gi) (xf?, ..., xf), pok+4,...,n; 
dabei sind die g, u=k+1,..., nm eindeutige, reelle, je einer Lipschitz- 


bedingung geniigende Funktionen mit einer k-Zelle, etwa einer k-Kugel &,, als 
Definitionsbereich. 

Weiter wird behauptet: 

1.2.2. Es existiert eine in €' (vgl. Nr..1.2.1.) dichte Teilmenge & derart, daB 
in jedem Punkte von & eine (einzige) k-dimensionale Tangentialebene*) an €' 
vorhanden. ist. 

Zusatz. Dagegen existiert im allgemeinen keine in €’ dichte Teilmenge & 
derart, da8 in jedem Punkt von f& eine k-dimensionale Tangentialebene an € 
vorhanden ist, unter € ein Kompaktum von endlichem Ordnungswert beziig- 
lich der (n —k)-Ebenen verstanden, dessen ,,k-dimensionaler Teil‘ im Sinrie 
von Nr. 1.1., II., eben ©’ ist. Beispiel hierfiir in Nr. 3.1. 


1.3. Als unmittelbare Folgerung aus Nr. 1.2.1. sei erwahnt: 
Es sei ©' — E, von endlichem Ordnungswert beziiglich der (n—k)-Ebenen sowie 
kompakt und abgeschlossene Hiille einer Summe abzdhlbar vieler k-Zellen. Dann 





*)} Betr. die Beh. von Nr. 1.2.1. und 1.3. fiir den Fall k = n —-1 vgl. Haupt: Uber 
den Begriff des Gebildes von endlicher, linearer Ordnung im n-dimensionalen Raum, 
8.-B. physik. med. Soz. zu Erlangen 69, 245 (1937), Darstellungssatz. 

*) Wir sagen, die Menge M besitze in einem Haufungspunkt H eine (einzige) 
k-dimensionale Tangentialebene, wenn durch die Menge aller Halbtangenten in H an M 
eine (durch H gehende) k-dimensionale Ebene & aufgespannt wird und wenn jede 
in £ énthaltene Halbgerade durch H Halbtangente in H an M ist, d. h. Limes einer 
Folge von Haibgeraden mit H als Anfangspunkt und durch einen gegen H konver- 
gierenden Punkt von I. 
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kénnen die total ordnungshomogenen’) Teile von ©’ als k-Zellen von beschrankter 
Dehnung angenommen werden, d.h. es ist ©’ darstellbar als abgeschlossene 
Hiille einer Summe von abzahlbar vielen total ordnungshomogenen k-Zellen, 
deren jede gem&B (1.2) darstellbar ist. 


2.1. Zum Beweise der Behauptungen in Nr. 1.2. zeigen wir zunichst: 

Durch jeden Punkt P von ©’ geht eine (n—k)-Ebene 2 = 2, _, (P), in welcher 
keine Halbtangente in P an ©’ enthalten ist. 

Zusatz. Hinsichtlich der Halbtangenten (in P € ©’) an € gilt die Be- 
hauptung im allgemeinen nicht. Vgl. Nr. 3.1. 

Bew. Die Beh. werde als falsch angenommen: 

a) Es sei § = § (P) eine (beliebige) (n —k—1)-Ebene durch den (beliebigen) 
Punkt P € @’, ferner sei g = g (%) das System der (n—k)-Ebenen ©. in wel- 
chen § enthalten ist. Zwei Fille sind denkbar: Entweder gibt es (mindestens) 
ein § (P), etwa %’, in welchem keine Halbtangente h =h (P; ©’) an © in P 
enthalten ist, und es enthalt dann (zufolge Beweisannahme) jedes © € g (¥’) 
mindestens eine Halbtangente h (P; €’), welche bis auf P fremd ist zu %. 
Oder es ist in jeder %(P) mindestens ein h (P; €’) enthalten. Es gibt auch 
dann (mindestens) ein %' = § (P) derart, daB in jeder G € g (%’) ein zu F’ 
bis auf P fremdes h (P; ©’) liegt. Andernfalls namlich existiert zu jedem 
§ = F (P) eine G = G (F) € g (F) derart, daB alle in Genthaltenen h (P; ©’) 
in § liegen. Es sei nun §, = 3, (P) beliebig und G, = G(F,). Es gibt §, = F, (P) 
in @, derart, daB $, = %, F, eime (n — k—2)-Ebene ist; dann sind alle in 
¥_ enthaltenen h(P; ©’) sogar in $, enthalten und in §, ist mindestens ein 
h(P; ©’) enthalten. Weiter sei 6, = G(%,); es gibt in G, ein J, = Fg (P), 
so daB $, = $, %, eine (n—k—3)-Ebene ist, alle in §, enthaltenen h (P; €’) 
und mindestens eine enthalt. Fortsetzung dieser Schliisse fiihrt zu einer 
0-Ebene $,_, = 3 --- G,—,, in der mindestens ein h (P; ©’) enthalten ware. 
Widerspruch. 

b) Es sei fortab $’ eine der in a) betrachteten } = 3 (P). Da © von end- 
lichem Ordnungswert ist beziiglich der (n —k)-Ebenen des E,, so erst recht 
beziiglich der (n — k — 1)-Ebenen, also speziell beziiglich 3’. Daher gibt es eine 
Umgebung U, = U(P; %’) von P im E,, derart, daB 3%’ U, ©’ = , wenn 
e’ =F —(P). 

€,) Ist G, € g (%’) beliebig aber fest, so enthalt G, gem4B a) eine zu F’ 
fremde Halbtangente h, = h (P; ©’). Daher gibt es eine, zu G, in g (3) be- 





7) Kine Menge M heiGBt total ordnungshomogen, wenn jeder ihrer Punkte den glei- 
chen Ordnungswert besitzt wie M selbst. Dabei wird ein Punkt S € M als vom Ord- 
nungswert q bzw. als von endlichem Ordnungswert bezeichnet, wenn beliebig kleine 
Umgebungen von § in M diesen Ordnungswert besitzen. Vgl. im ibrigen Haupt: Zum 
Verteilungssatz der Strukturtheorie reeller Gebilde, Mh. Math. u. Physik 46, 84ff. 
(1937). 
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liébig benachbarte ©; € g (}’), in welcher ein Punkt P, € €/U, enthalten ist, 
wobei ©, = ©’ — %’ gesetzt ist. Ferner existiert eine,  enthaltende, (n —1)- 
Ebene 2“ ,, welche fremd ist zu P,. Weil nun P, Berihrpunkt einer Summe von 
k-Zellen 8; ist, kann o. B. d. A. P, € 8, und iiberdies 3, C €/ U, ange- 
nommen werden, wobei 8, eine k-Zelle bezeichnet und Cy! = €, — 2@,, ge- 
- gsetzt ist. Nun ist aber 8, ein Kompaktum von endlichem Ordnungswert be- 
ziiglich der (n —k)-Ebenen des E,, und iiberdies ist jede in 8, offene Menge 
k-dimensional. Wendet man unter Zugrundelegung von 2“, und g (%’) die 
in Nr. 1.1. angegebenen Satze an, so erweist sich §, als abgeschlossene Hiille 
einer Summe abzahlbar vieler k-Zellen, deren jede mit jeder G € g (%’) héch- 
stens bzw. genau einen Punkt gemeinsam hat. Daher gibt es eine in g (%’) 
zu @, beliebig benachbarte, offene Menge g, — g (%’), deren abgeschlossene 
Hiille §, kompakte Teilmenge von g (7’) ist, und dazu eine k-Zelle 8,,— 8, 
derart, daB 3,, von jeder & € §, in genau einem Punkte getroffen wird. 

¢,) Die in ¢,) hinsichtlich einer Umgebung U, von P und hinsichtlich g (%’) 
angestellten Uberlegungen lassen sich nun hinsichtlich einer zu §, fremden 
Umgebung WU, und hinsichtlich g, wiederholen. In der Tat gibt es zundchst 
eine Umgebung U, von P mit Ul, C U, und ii, 8, = ©. Ist G € gq, beliebig aber 
fest, so gibt es (wieder) eine zu @, in g, beliebig benachbarte @, € q,, in welcher 
ein Punkt P, € ©, U, enthalten ist, und eine, %’ enthaltende, zu P, fremde 
(n—1)-Ebene 2@ ,. Wieder kann 0. B.d.A. P, € 8, und 8, © €/ U, angenom- 
men werden, wobei 3, eine k-Zelle und €; = €, — 2@), ist. Und da 3, im 
wesentlichen die gleichen Eigenschaften besitzi wie 8,, schlie8t man wie in ¢,) 
auf die Existenz einer offenen Teilmenge g, von g, und einer zugehdrigen k- 
Zelle Bes mit Boo — Be und By, Bee = 0, welche von jeder @ € G, in genau 
einem Punkte getroffen wird. 

¢,) Da volistandige Induktion angewandt werden kann, ergibt sich wegen 
der Kompaktheit von g, die Existenz einer nicht leeren Teilmenge gp von 9; 
und unendlich vieler zugehdriger, paarweise fremder k-Zellen 8, ,,e=1,2,..., 
mit 8,, — © derart, daB jede 8, mit jeder (n —k)-Ebene © € gy einen 
Punkt gemeinsam hat. Widerspruch mit dem endlichen Ordnungswert von ©’ 
beziiglich der G. 


2.2. Wie in Nr. 2.1. gezeigt, ist die Halbtangentenmenge an ©’ in jedem 
Punkt von ©’ fremd zu mindestens einer (n — k)-Ebene, in welcher P enthalten 
ist. Daher*) ist €’ enthalten in einer Summe abzahlbar vieler, dehnungsbe- 
schrankter k-Zellen D,, deren jede beziiglich je eines geeigneten kartesischen 
Koordinatensystems X, eine Darstellung (1.2) gestattet. Es ist also ©’ C 5’ D,. 


2.2.1. Der Beweis fiir die Beh. in Nr. 1.2.1. l48t sich auf Grund der Bemer- 


*) Vgl. Rocer, F.: Les propriétés tangentielles des ensembles euclidiens de points, 
Acta math. 69, 105 (1938), Th. II. 
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kung in Nr. 2.2, nun aus dem folgenden Hilfssatz entnehmen (wenn man darin 
S, 0,, O,, O/ ersetzt durch C’, 3 D,, 8,)- 

Hilfssatz. Vor. Es sei ® ein metrischer, vollstandiger, separabler Raum. 
Ferner sei © = (3° ,) C R, wobei die abzthibar vielen, nicht leeren ©, offen 
in © (und paarweise fremd) sind; und auBerdem sei 6 C 5” O, mit abzihtbar 
vielen, in R abgeschlossenen 4, 

Beh. Es existiert eine Folge von in © offenen (nicht leeren), paarweise frem- 
den Mengen ©/,r = 1,2, ..., mit © = (> ©.) derart, daB jede 0! in minde- 
stens einem der Durchschnitte 0,0, enthalten ist (p, v = 4, 2, ...). 

1. Zusatz. Sind die ©, k-Zellen, so kénnen auch die ©! als k-Zellen ange- 
nommen werden. 


2. Zusatz. Aus Ziff. 1. des nachstehenden Beweises entnimmt man noch, 
da8 unser Hilfssatz unmittelbare Konsequenz des folgenden ist: 

Wird ein metrischer vollsténdiger Raum © von abzdhibar vielen in S abge- 
schlossenen Mengen ©, iiberdeckt, so ist die Summe der beziiglich S offenen 
Kerne der ©, dicht in S. —- Man beachte auch, da8 die im Hilfssatz voraus- 
gesetzte Separabilitat (von R) erst beim Beweisschritt II. herangezogen wird. 

Bew. I. Wir zeigen zunachst, da8 in jeder Umgebung WU (in G) eines jeden 
Punktes Q von G ein offenes 0’ C ©, O, enthalten ist. 1. Zu Ul existiert aber 
(mindestens) ein p derart, da8 ©, nicht nirgends dicht ist in U. Andernfalls 
namlich ware ©, nirgends dicht in U fiir jedes 9; und da Ul, wegen der Voll- 
standigkeit von ® also*) von G, ein absolutes G, ist?®), so ware”) (Uu— > 0,) 
dicht in U, also jedenfalls nicht leer, im Widerspruch mit S C 5’ O,. - 2. GemaB 
1. gibt es zu U (mindestens) ein ©,, so daB die (in Ul abgeschlossene) Menge 
U6, nicht nirgends dicht ist in U, und daher *) gibt es eine in U (also auch in S) 
offene, nicht leere Teilmenge 0” von U mit D” C UD, © SO,. Da wegen 
S= (> 9,) die D, dicht liegen in G6, also auch in U, so gibt es ein D, mit 
nicht leerem D’= 0" D,, wobei D’ C ©, O, ebenfalls offen ist in S. - II. Es gibt 
also (gemaB I.) eine in S dichte Summe von in © offenen Mengen 0’, deren jede 
in einem ©, D, enthalten ist. Weil R (also GS) separabel ist, kann man die 0’ 
durch ein abzahlbares System ebensolcher Mengen ersetzen, welche tiberdies 
paarweise fremd wéhlbar sind. III. - Betr. den 1. Zusatz: Sind die D, k-Zellen, 
so ist die in S, also (wegen D, © GS) auch in O, offene Menge 0, homéomorph 
zu einer offenen Teilmenge einer euklidischen offenen Kugel. Daher existiert 
eine in ©. dichte Summe von abzihlbar vielen, paarweise fremden k-Zellen, 
deren jede also in einer der ©, ©, enthalten ist. 


*) Vgl. z. B. Hann: a. a. O. (FuBnote 1), Nr. 18.5.11. 

10) Vgl. Haun: a.a.O. (FuBnote 1), Nr. 10.7. und 19.1.1. 
1) Vgl. Haun: a. a. O. (FuBnote 1), Nr. 19.7.51. 

#2) Vgl. Haun: a.a. O. (FuBnote 1), Nr. 11.2. 13. 
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2.3. SchlieBlich ist noch die Beh. in Nr. 1.2.2. zu beweisen. Da die in Nr. 1.2.1. 
genannten k-Zellen 8, sich in der Gestalt (1.2) darstellen lassen und von be- 
schrankter Dehnung sind, so sind die g‘ in %, fast iiberall differenzierbar?). 
Es gibt also™) eine in © = > 8, und mithin auch in ©’ dichte Teilmenge T’ 
von S bzw. © derart, daB in jedem Punkt R € Tf’ 8, eine (einzige) k-dimen- 
sionale Tangentialebene an 8, existiert (¢ = 1, 2,...). Die Beh. in Nr. 1.2.2. 
ist daher sichergestellt, wenn die Existenz einer, in ©’ dichten Teilmenge & 
von &’ bewiesen ist derart, da8 in jedem Punkt T € & 3B, die Tangentialebene 
an 8, zugleich die (einzige) Tangentialebene an ©’ in T ist. Dies ist aber der 
Fall, wenn es eine in 8, dichte, offene Menge I, gibt derart, daB (€’ — 3.) 
fremd ist zu einer (n-dimensionalen) Umgebung UW (T) von T fiir jeden Punkt 
T € &,. Um die Existenz von T, zu beweisen, legen wir ein Koordinatensystem 
x® zugrunde, beziiglich dessen 8, die Darstellung (1.2) gestattet mit 8, als 
Definitionsbereich der g‘*). Da © ein Kompaktum von endlichem Ordnungswert 
und abgeschlossene Hiille einer Summe von k-Zellen ist, so gilt: In beliebiger 
Nahe eines jeden Punktes R € &, gibt es eine in &, offene Teilmenge XT (R) 
von St, und eine natiirliche Zahl m, = m, (Z (R)) derart, daB fiir jeden Punkt 
R, = (c®,..., ef) € T (R) dic (n —k)-Ebene x = ce), x =1,..., k, 
mit ©’ Punkte aus genau m, festen k-Zellen, deren abgeschlossene’ Hiillen 
paarweise fremd sind, gemeinsam hat und auBerdem keine Punkte mit ©’. 
(Man beweist dies indirekt durch ahnliche Uberlegungen, wie sie in Nr. 2.1., 
c,) ff.. angestellt wurden, wobei man hier lediglich die (n —k)-Ebenen aus der 
Parallelschar x® = konst., x = 1,..., k, heranzieht.) Da von der Gesamtheit 
der durch die Punkte von T (R) gehenden (n—k)-Ebenen der betrachteten 
Parallelschar eine, I (R) und die m, oben definierten k-Zellen enthaltende, in 
E,, offene Menge liickenlos tiberdeckt wird und da die m, erwahnten k-Zellen 
positive Abstande voneinander besitzen, ergibt sich: Jede (k-dimensionale) 
Tangentialebene an 3, in einem Punkte Q, der als Urbild einen Punkt von 
Tt (R) besitzt, ist zugleich Tangentialebene in Q an ©’. Die Summe aller 
den T (R) vermége (1.2) eindeutig entsprechenden, in 3, offenen Teilmengen 
von 3,, summiert iiber alle R € &,, liefert cine I, der gewiinschten Art. 


3.1. Die Beh. in Nr. 1.2.2. ist im allgemeinen falsch, wenn es sich um Kom- 
pakta € von endlichem Ordnungswert beziiglich der (n —k)-Ebenen handelt, in 
welchen die (k— 1)-dimensionale (Ausnahme-) Menge ©(€) im Sinne von 
Nr. 1.1., II.. nieht als leer angenommen werden kann. 





18) Vgl.z. B. Haupt-Aumann: Differential- und Integralrechnung 1. Aufl., III. Bd., 
136 (1938), Berlin-Leipzig. 

4) Die Kompiemente von (Lesescueschen) L,-Nullmengen in &, Sind dicht in 
&,, also ihre durch dieAbbildung (1.2) vermittelten topologischen Bilder, auf 8, dicht 
in 8,. 
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Beispiel: Es sein =2, k = 1. Ferner sei das zu konstruierende Kompaktum € 
Summe aus der abgeschlossenen Hiille €’ = 3 des Kreisbogens 3 = (x = cos 9, 

= sin 9, 0<@< 1) und aus einer abzihlbaren Menge Y, fiir welche die 
Menge ihrer Haufungspunkte mit 3 identisch ist. (Dann ist & jedenfalls offen 
in € und nulldimensional). Wir werden die Existenz einer derartigen Menge & 
beweisen, welche iiberdies folgende Eigenschaften besitzt: a) Jede Gerade hat 
mit U héchstens zwei Punkte gemeinsam; b) In jedem Punkte Q von 8 iiber- 
decken die Halbtangenten an & (und also erst recht an € = § + ) die ganze 
Ebene. Fiir solche & besitzt aber € beziiglich der Geraden den Ordnungswert 
vier, enthalt 8 als (gréBte) k-Zelle und besitzt nicht die in Nr. 1.2.2. behauptete 
Eigenschaft. - Konstruktion von &: Es seien diet =i,..., 2™-| die simt- 
lichen dyadischen Briiche a,2~' + a,2-? + ---+a,_, 2-™*' + 2-™, wo 
also a, = 0 oder = 1,» = 1, ...,.m—1; m>4, Diese d,,, seien der GroBe 
nach geordnet, also d,, ,,,; —dg, = 2~™**. Wir betrachten die gegen 3 kon- 
vergierende Folge von endlichen Mengen %,, welche so definiert sind: Fir 
q =2m bzw. q =2m + 1 ist U, die Menge der Punkt Phar = (X =P C08 Pine: 
Y=Tp Sin g,,) bzw. PL, =(x=ry cosgm,, Y=Mm SiN Pm). wobei 
rm, =1—(it+e)m", ro=i+(i+en)m™”. Ome =4ne— Mm: 
Omz = Im; — Nm und wo die reellen Zahlen ¢1,, €1,, Ym: Ym im Rahmen der 
Bedingungen 0< e, << m', 0<eh < m=, 0< 4 < 2°”, OS m< 
2-™+ jetzt passend gewahlt werden. Wir setzen namlich ¢, =e, = 0, 
Ny, = = 0. Ferner wahlen wir (was immer, sogar auf unendlich viele Weisen, 
mdglich ist) ef, ..., 45 so, daB (UM, + W%, + Wy) den Irdnungswert zwei hat. 
Vermittels vollstandiger Induktion erhalt man entsprechend solche U,, dab 


@ = ~ Y, dia Eigenschaft a) besitzt. Die Eigenschaft b) ist aber gleichfalls 


erfullt. Ist namlich « die Offmung desjenigen abgeschlossenen (kleinsten) 
Winkelraumes , welcher durch die beiden von Q ausgehenden und P%,, 
bzw. Pi, -,, oder Pi, bzw. Pin, r+1 enthaltenden Halbgeraden begrenzt 
wird, so gilt z. B. 0 < sina < lin (Pm, +1 —Pm, 2) (1 —Tm) < m 2-= +8. 
es ist also « fiir schlieBlich alle m beliebig klein. Ist ferner } irgendeins. von 
Q ausgehende, nicht in die Tangente an 8 in Q fallende, Halbgerade. so 
liegt § fiir schlieBlich alle m in einem Winkelraum ww. Daraus folgt die 
Eigenschaft b). 


(Eingegangen am 2. Dezember 1944.) 








Entwicklung analytischer Funktionen 
auf Riemannschen Flachen. 


Von 
Hemricu BewnKeE und KARv STEIN in Miinster (Westf.). 


Constantin Carathéodory zum 70. Geburtstag 
in Verehrung gewidmet. 


Wiahrend die klassische Funktionentheorie eine Fille von Aussagen kennt, 
nach denen Funktionen, die in einem vorgegebenen schlichten Gebiet regular 
sind, gleichmaBig durch Funktionen approximiert werden kénnen, die in vor- 
gegebenen gréBeren Gebieten regular bzw. meromorph sind [Potenzreihen- 
entwicklungen. Approximation durch Polynome und rationale Funktionen 
(Rungescher Satz), WeierstraBsche Produktentwicklung fiir beliebige 
schlichte Gebiete, usw.}*), sind entsprechende Aussagen bei vorgegebenen 
nichtschlichten Gebieten bisher nur in wenigen Spezialfallen aufgestellt wor- 
den*). Damit soli sich nun die vorliegende Arbeit beschaftigen. Vorgegeben 
sei eine Riemannsche Flaiche ® iiber der z-Ebene und eine ® als Teilgebiet 
enthaltende Riemannsche Flache R*. Gefragt ist: Wann lassen sich die in K 
reguliiren und eindeutigen Funktionen gleichmaBig im Innern von ® approxi- 
mieren durch Funktionen, die in R* definiert sind ? Im ersten Teil der Arbeit 
verlangen wir von den approxijmierenden Funktionen, daB sie in R* regular 
sein sollen, wahrend wir im zweiten Teil fiir sie Pole in R* zulassen. Als Haupt- 
resultat des ersten Teils beweisen wir (siehe Satz 6; wobei wir hier, um uns 
pragnanter ausdriicken zu kénnen, das Ergebnis spezialisiert wiedergeben) : 

Ist die Riemannsche Fldche KR Teilgebiet der nichtgeschlossenen Riemann- 
when Flache R*, so lassen sich die in R reguldren und eindeutigen Funktionen 
dann und nur dann stets durch in R* reguldre und eindeutige Funktionen gleich- 
maBig im Innern von R approximieren, wenn XK relativ za R* einfach zasammen- 
hdngend ist. 

Hierzu ist die Vefinition des relativ einfachen Zusammenhangs zu geben. 
Ver Bereich?) 8 heiBt zu dem B als Teilbereich enthaltenden, auf der Riemann- 


1) Die Approximation regularer Funktionen in schlichten Gebieten ist ausfihr- 
lich untersucht. Siche die umfangreiche Darstellung bei Wasn, J. L.: Interpolation 
and approximation by rational functions in the complex domain, New York 1935. 

*) Hier ist die schéne Arbeit von Oscar Perron zu nennen: Uber transzendente 
Funktionen auf Riemannschen Flachen, Sitzungsberichte der Heidelberger Aka- 
demie der Wissenschaften, Math.-Nat. Klasse, Abt. A, 1922/23. 

*) Die Definition von Bereich, Gebiet usw. auf Riemannschen Flachen siehe in § 1. 
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schen Flache & gelegenen Bereich * relativ einfach zusammenhingend, 
wenn jedes endliche System geschlossener Jordankurven in 8, das in 8* 
berandet, schon in % berandet. 

Zum Beweise des Hauptsatzes (§ 3) gehen wir von einem geeignet gewiiblten, 
ganz im Innern der Riemannschen Fliche ® gelegenen Polygongebiet aus. 
Ist dann f (z) eine zu approximierende, in K regulaére und eindeutige Funktion. 
so gestattet f(z) in G eine Darstellung durch ein Cauchysches Integral: 


Hi) = st [10 4G.) at. 
RaG 

Hierin ist A(, 2) eine im abgeschlossenen Gebiet 3 — ©, x W, der zwei Ver- 
anderlichen p, (2) und p,(z) eindeutige meromorphe Funktion —eine ,,Elementar- 
funktion“ in © - mit der Eigenschaft, daB das Differential A(C,z) dt in © 
fiir p, (C) + P2(z) endlich bleibt und fiir p, (C) = p,(z) einen einfachen Pol mit 
dem Kesiduum 1 aufweist. Im algebraischen Fall hat zuerst WEIERSTRASS 
(in seiner Vorlesung iiber Abelsche Transzendenten, Werke Bd. 4) Elementar- 
funktionen mit zusitzlichen festen Polen eingefiihrt*). Wir kénnen nun den 
Nachweis der Existenz von A (C, z) im Gebiete 8 auf den algebraischen Fall 
zuriickfiihren, indem wir zeigen (§ 1), daB @ stets in eine geschlossene Riemann- 
sche Fliche & als Teilgebiet einbettbar ist. Eine Elementarfunktion in © 
wird in einfacher Weise dadurch gewonnen (§ 2), daB ein analytisch vom 
Parameter © abhangendes Abelsches Integral 2. Gattung auf %& durch Addition 
geeigneter spezieller Integrale 2. Gattung, deren Pole auBerhalb ©& liegen, 
eindeutig gemacht wird. 


Die Integraldarstellung von f(z) wird nun approximativ durch eine Riemann- 
sche Summe ersetzt. Damit ist f(z) im Innern von & approximiert durch eine 
Funktion, die in einem © ganz umfassenden Polygongebiet @* eindeutig und 
meromorph ist und die héchstens endlich viele Pole auf dem Rande von © 
hat. Diese Pole werden in Analogie zu der im iiblichen Beweise des Rungeschen 
Satzes®) benutzten Polverschiebung bis zum Rande von @* ausgekebrt. 
Hierbei wird wesentlich die Tatsache benutzt, daB Gebiete auf Riemannschen 
Flichen stets regular-kdhvex (im Sinne der Funktionentheorie mehrerer 
Veranderlichen) sind. Das Verfahren wird sodann fiir die approximicrende 
Funktion wiederholt. Da % relativ zu R* als einfach zusammenhingend 
vorausgesetzt ist. gelingt die Auskehrung der Pole bis in eine beliebige Nach- 
barschaft des Randes von 8*. Daraus ergibt sich der eine Teil des Haupt- 
satzes. Der Beweis des zweiten Teiles ist kurz. 


*) Siehe auch Konic, R. und M. Krarrt: Elliptische Funktionen, Berlin und 
Leipzig 1928, S. 10 und S. 84ff., sowie die weitere dort angegebene Literatur. 


5) Vergleiche etwa Biepersacu, L.: Lehrbuch der Funktionentheorie I. 
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Die Bedingung des relativ einfachen Zusammenhanges von ® in bezug 
auf * kann im wesentlichen durch die Forderung ersetzt werden, daB ® 
halbstetig auf R* ausdehnbar sein soll. Unter halbstetiger Ausdehnung 
eines Bereiches 8 verstehen wir den ProzeS einer besonderen VergréBerung 
von 8, bei dem neben stetigen Ubergangen bestimmte Spriinge zugelassen 
sind. (Naheres siehe § 4.) Der Begriff der halbstetigen Ausdehnung und seine 
Verallgemeinerungen lassen sich, wie in einer spiteren Arbeit gezeigt werden 
soll, in der Funktionentheorie mehrerer Verinderlichen mit Nutzen ver- 
wenden. 


§ 5 ist der Ubertragung des Hauptsatzes auf Funktionen von n komplexen 
Veranderlichen in nichtschlichten Zylinderbereichen gewidmet. Der hier be- 
wiesene Satz 9 stellt ein wichtiges Hilfsmittel fiir die folgenden Uberlegungen 
dar. 

In den Abschnitten 6 und 7 behandeln wir die zweite Hauptfrage der Arbeit: 
Welche Eigenschaften muB eine die Riemannsche Flache ® umfassende, nicht- 
geschlossene Riemannsche Flache R* haben, damit jede in ® eindeutige regu- 
lare Funktion durch in %* eindeutige meromorphe Funktionen im Innern 
von & gleichmaBig approximierbar ist ? Es stellt sich heraus, daB R* keiner 
Einschrankung unterliegt (auBer selbstverstandlich der, daB R* die Flache R 
als Teilgebiet enthalt). Wir beweisen den 2. Approximationssatz (Satz 13), 
den wir hier wiederum nur spezialisiert wiedergeben: 

Jede in K eindeutige reguldre Funktion ist im Innern von R durch in K* ein- 
deutige meromorphe Funktionen gleichmaBig approzimierbar, die jeweils nur 
endlich viele Pole und diese nur auf dem Rande von Rt aufweisen. 

Zum Beweise bendtigen wir eine Elementarfunktion A(C, z) fiir die ganze 
Riemannsche Flache * (und nicht nur fiir ganz in R* liegende Teilgebiete). 
Die Konstruktion eines solchen A(C, z) wird in § 6 durchgefiihrt. Auf R* kon- 
struieren wir zunachst ein geeignetes Integral 3. Gattung V(C, z) mit speziellen 
Periodizitatsmoduln, das analytisch von beiden Veranderlichen abhangt. 
Dabei benutzen wir die Aussage, daB es auf einer nichtgeschlossenen Riemann- 
schen Flache zu beliebig vorgegebenen Periodizitaitsmoduln stets ein Integral 
1. Gattung mit diesen Periodizitatsmoduln gibt. (Prazisierung der henutzten 
Begriffe in § 6.) Aus V(C, z) wird sodann durch Differentiation eine gesuchte 
Funktion A(t, z) gewonnen. 

Der Beweis des zweiten Approximationssatzes, den wir in § 7 erbringen, 
\erlauft dann ahnlich wie der des Hauptsatzes im ersten Teil der Arbeit. 


§ 1. Begriffe und vorbereitende Sitze. 

§ 2. Die Cauchysche Integralformel fiir Bereiche auf Riemannschen Flachen. 
§ 3. Regulare Approximation von Funktionen in vorgegebenen Bereichen. 
$ 4. Regulare Approximation und halbstetige Ausdehnung. 
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§ 5. Der Approximationssatz in Zylinderbereichen von n komplexen Ver- 
anderlichen. 

§ 6. Die Konstruktion der Elementarfunktion auf der Gesamtflache. 

§ 7. Meromorphe Approximation regularer Funktionen. 


§ 1. Begriffe und vorbereitende Satze. 


Der Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen ist der Begriff der konkreten 
Riemannschen Flache R, wo jedem Punkte eine z-Koordinate von vornherein 
zugeordnet ist. Eine solene Riemannsche Flache § ist eine uber der z-Ebene 
liegende triangulierbare, aus lauter inneren Punkten bestehende Flache, die 
in isolierten Punkten verzweigt sein kann. Von den Verzweigungspunkten 
werden die Verzweigungspunkte endlicher Ordnung zur Flache gerechnet. 
Ist p (2) bzw. p (co) ein endlicher bzw. ein iiber dem unendlich fernen Punkt 
gelegener Punkt von ® und v—1 seine Verzweigungsordnung, so ist seine 
Umgebung von p durch 


s—ig = 0’ baw. * =f 


auf eine schlichte Umgebung des Nullpunktes der t-Ebene umkehrbar ein: 
deutig abbildbar; t heiBt der p zugeordnete ortsuniformisierende Parameter. 

Zur Triangulierung einer Riemannschen Flache ® kénnen immer Dreiecke 
gewihlt werden, deren Seiten Strecken, Halbgeraden oder Kreisbogen im 
metrischen Sinne sind (Elementardreiecke). Wir nennen ® geschlossen, 
wenn & eine aus endlich vielen Dreiecken bestehende Triangulierung (und da- 
mit nur endliche Triangulierungen) aufweist. Im anderen Falle sprechen wir 
von einer nichtgeschlossenen Riemannschen Flache. 

Unter einem Bereich 8 verstehen wir eine offene Punktmenge einer 
Riemannschen Flache ®. (In Zeichen: 8 ( R, und entsprechend, wenn %, ein 
Teilbereich von 8 ist: 6, 8.) Ist ein Bereich insbesondere zusammenhangend, 
so heiBt er ein Gebiet &. Die maximalen Gebiete, aus denen ein Bereich 8 
besteht, heiBen die Komponenten von 8%, ihre Anzahl ist endlich oder héch- 
stens abzahlbar. Ein Bereich 8, heiBt ganz im Inneren des Bereiches 6 ge- 
legen, falls 8, Teilbereich von % und jede unendliche Punktmenge aus 8, 
einen Haufungspunkt in % besitzt, d.h. wenn %, in $6 kompakt ist. (In Zei- 
chén $,€ %.) Liegt ein Bereich ganz im Innern von &, so liegt er bei jeder 
Triangulierung von ® in héchstens endlich vielen Dreiecken. - Ein ‘ganz im 
Innern von & liegender Bereich mit endlich vielen Komponenten heiBt ein 
Polygonbereich, wenn sein Rand aus endlich vielen punktfremden, doppel- 
punktfreien, geschlossenen Kurven besteht, die ihrerseits aus endlich vielen 
Strecken, Halbgeraden oder Kreisbogen zusammengesetzt sind, wenn ferner 
jeder Randpunkt auch Haufungspunkt duBerer Punkte ist. (In den Polygon- 
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bereich hinreichende ,,Stachel“ sind also ausgeschlossen.) Ein Poiygonbereich 
heiBt ein ausgezeichneter Polygonbereich, wenn auf seinem Rande 
kein Verzweigungspunkt und kein unendlich ferner Punkt liegt. Unter einem 
Polygongebiet verstehen wir einen zusammenhingenden Polygonbereich. 

Wir sagen: Die unendliche Folge von Bereichen $,,n = 1, 2, . . ., schdpft 
den Bereich 8 aus, wenn stets 8, C 8, ,€ 8 gilt und wenn es zu jedem ganz 
im Inneren von % gelegenen Teilbereich 8* einen Index ny, gibt, so daB fiir 
n>n, gilt 8* €B,. Wir sprechen auch von einer Ausschépfungsfolge; ins- 


besondere von einer zuldssigen Ausschépfungsfolge, wenn die 8, 
Polygonbereiche sind. 


Jeder Bereich 6 besitzt zuldssige Ausschépfungsfolgen. Man kann etwa 
eine vorgegebene Triangulierung von ® fortgesetzt verfeinern und hieraus in 
naheliegender Weise eine zuldssige Ausschépfungsfolge von $ gewinnen. 
Ist B speziell ein Gebiet G (insbesondere die Gesamtflache ®), so ist @ durch 
Polygongebiete zulassig ausschépfbar. 

Ein Bereich 8 heiBt beschrankt, wenn die z-Koordinaten der Punkte von 
% beschriinkt sind. 

Wir sprechen schlieBlich von cinem Zylinderbereich 8 iiber dem (C,:)- 
Raum, wenn es einen Bereich 8, iiber der C-Ebene und einen Bereich 8, iiber 
der :-Ebene gibt, so daB die Punktpaare [p(C), p(z)] mit p(C) aus 8, und 
p(z) aus 8. den 4-dimensionalen Bereich 8 ausmachen. 8, und 8, heiSen die 
Projektionen von 3; wir schreiben 8 = 6, x 8_. Sind 8, und 8, Gebiete, so 
hei®t 3 ein Zylindergebiet. Entsprechend werden Zylinderbereiche und 
Zylindergebiete iiber dem Raum der n komplexen Veranderlichen <,, .. . 3, 
erklirt. 

Eine Funktion /(z) (bzw. f(z... >,)) hei®t in einem Gebiet G (in einem 
Zylindergebiet 3) regular, wenn sie in einer Umgebung jedes Punktes von 
@(3) durch eine Potenzreihe im ortsuniformisierenden Parameter (in den zu 
den Projektionen von 3 gehdrigen ortsuniformisierenden Parametern) dar- 
stellbar ist. 

Die Funktion f(z) (bzw. f(z, . - . z,)) hei®t in @(8) meromorph, wenn sie 
in einer Nachbarschaft jedes Punktes von @(§) eine Darstellung als Quotient 
dort regularer Funktionen gestattet. Ist ein aus verschiedenen Komponenten 
@; bestehender Bereich 8 vorgegeben und in jedem G;, eine regulire (mero- 
morphe) Funktion /;(2), so sprechen wir von einer in 8 definierten regularen 
(meromorphen) Funktion f(z); und zwar ist es fiir die folgenden Uberlegungen 
bequem, diese Sprechweise auch dann einzufiihren, wenn die f;(z) nicht durch 
analytische Fortsetzung miteinander zusammenhangen. Eine entsprechende 


Festsetzung treffen wir fiir regulare (meromorphe) Funktionen f(z, ...z,) in 
Zylinderhereichen. 
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Wir sagen, die Folge der Funktionen /,,(z) approximiere die Funktion f(z) 
gleichmaBig im Innern des Bereiches 8, wenn wir zu jedem Bereich $*, 
8* € B, und zu jedem ¢ > 0 ein n, finden kénnen, so daB 


| f(z) —f, (2) |< © in B* fir n> ng. 


Durch die Menge & von Funktionen f(z) 1a8t sich F(z) im Innern von 8 gleich- 
maBig approximieren, hei®t, daB es zu jedem 8* € B und jedem ¢ >0 ein 
f(z) aus & gibt, so daB 

| F(z)—f(z)|<e 


in $*. Entsprechend wird die gleichmaBige Approximation von Funktionen 
im Innern von Zylinderbereichen erklart. 

Uber Bereiche, die ganz im Innern ihrer Riemannschen Fliche liegen, be- 
weisen wir 

Satz1 (Einbettungssatz): Zu jedem Bereich B, der ganz im Innern einer 
Riemannschen Flache R liegt; gibt es eine geschlossene Riemannsche Flache XU, 
die 8 als Teilbereich so enthdlt, daB 8 ein zweidimensionales Stiick von U nicht 
bedeckt. 

Wir sagen, 8 sei in & eingebettet. 


Beweis: Wegen 6 CR liegt B in endlich vielen Dreiecken einer Triangu- 
lierung von . Wir kénnen noch so viele weitere Dreiecke hinzunehmen, da8 
die so ausgewahliten Dreiecke eine abgeschlossenes Polygongebiet bilden. Diese 
Dreiecke €,, v = 1, ...n, denken wir uns so durchnumeriert, daB €,, , jeweils 
langs mindestens einer Seite mit dem Komplex @, = €, + --- + €, zusammen- 
hangs. Wir zeigen die Giiltigkeit des Satzes fiir G,, und damit fir den in G,, 
liegenden Bereich 6, durch Induktion nach v. 6, = &, ist offenbar. wie ver- 
langt einbettbar, nimlich in die ganze Ebene. Angenommen nun, &, sei in 
eine geschlossene Riemannsche Flache UW, einbettbar. Wir weisen nach, da8 
G,,, = G,+E,,,, einbettbar ist. Der G, und €,, , gemeinsame Rand heiBe G. 
Wir unterscheiden zwei Fille: 


1. © besteht aus 1, 2 oder 3 Seiten von &,,,. 
2. S besteht aus einer Seite und der gegeniiberliegenden Ecke von €,, ,. 


1. Fall: Wir legen €,,, in eine Ebene €, schneiden UW, und € lings © auf 
und verheften die Schnittufer kreuzweise. So entsteht eine gesuchte Flache 
U,,,- Zerfallt die durch die Heftung entstehende Mannigfaltigkeit, so wird 
als U,,, der Teil gewahlt, in dem G,, , liegt. 

2. Fall: © zerfalle in die Seite 3, und den Punkt P. Durch P lauft die 
Randseite 3, von @,. Wir erginzen UW, durch ein weiteres Blatt zu einer 
Flache &*, indem wir eine Ebene € und die Flache Y, langs 8, aufschneiden 
und wieder die Ufer kreuzweise verheften. €,,, wird sodann in eine Ebene €F 


28* 
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gelegt. U* und €F werden langs 3, und einer weiteren Strecke 8, aufge- 
schnitten, die folgende Eigenschaften hat: 8, lauft durch P, hat aber auf €F 
keinen weiteren Punkt mit €,,, gerrein; auf U verlauft 8, auf dem erganz- 
ten, von @, freien Blatt und hat mit 3, nur P gemein. €§ wird nun langs 
der Schnitte 3, und 8, mit U* verheftet. Es entsteht W,, ,. 

Damit ist gezeigt, da8 G,, und damit auch 8 in eine geschlossene Riemann- 
sche Flache & einbettbar ist. Hat & noch nicht die Eigenschaft, daB-B auf YU 
ein volles zweidimensionales Stiick freilaBt, so wird W idngs einer Randseite 
von @,, aufgeschnitten und ein weiteres Blatt angeheftet. 

Wir erweitern noch die Aussage von Satz 1. . 


Satz 2: Seien R,,v = 1, 2..., endlich oder abzahlbar unendlich viele nicht- 
geschlossene Riemannsche Flachen. Auf jedem ®, sei ein ganz im Innern liegen- 
der Bereich 8, vorgegeben. Dann gibt es eine Riemannsche Flache Rt, in die die 
%, punktfremd einbettbar sind und in der ein volles zweidimensionales Stiick von 
den 8, unbedeckt bleibt. Sind nur endlich viele R, und B, vorgegeben, so kann R 
als geschlossene Riemannsche Eldche gewdhit werden. 


Beweis: Nach Satz 1 ist jedes 8, in eine geschilossene Riemannsche Flache 
R* einbettbar. Die R* kénnen so gewdhlt werden, daB je ein volles Blatt von 
%, frei ist. Hat namlich ein R¥ noch nicht diese Eigenschaft, so wird es durch 
geeignetes Anheften eines weiteren Blattes erginzt. Nunmehr werden die 
R* sukzessiv miteinander verheftet, wobei die Verheftung von Rf + --- + RF 
mit R,,, jeweils langs eines Schnittes auf den freien Blattern von R* und 
R*,, erfolgt. 


So éntsteht die gesuchte Flache ®, die fiir den Fall endlich vieler R, und B, 
geschlossen ist. 


§ 2. Die Cauchysche Integralformel fiir Bereiche 
auf Ricmannschen Flachen. 


Fir die Uberlegungen der folgenden Abschnitte ist die Aussage wichtig, 
da8 eine in einem nichtschlichten Bereiche regulare Funktion dort — wie in 
schlichten Bereichen — durch ein Cauchysches Integral iiber ihre Randwerte 
darstellbar ist. Zur Bildung eines solchen Integrals wird eine von zwei Ver- 
anderlichen abhangende analytische Funktion A (C, z) bendtigt, die an die 


Stelle von = in der Cauchyschen Integralformel fiir schlichte Gebiete treten 


kann. Es gilt 


Satz 3: Das Gebiet & liege ganz im Innern der nichtgeschlossenen Riemann- 
schen Fliche R. Dann existiert im Zylindergebiet 8 = ©, x G, eine Funktion 
A(C,z) der zwei komplexen Verdnderlichen ©, z mit folgenden Eigenschaften: 

1. A(C, z) verhdlt sich in 8 meromorph und ist dort eindeutig. 
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2. Sind t,t die den Punkten p, (Co), P_(2) von G zugeordneten ortsuniformi- 
sierenden Parameter, so ist in einer Umgebung von 9 (Cq, 29) = Py (Co) X Pe (29): 





A(G, 2) $2 = + + R(x), falls p, (Cy) = Paley); 


t—3 
AG, 2) $2 = S(x,t), falls py (Co) + Pala); 


dabei bedeuten R (t,t), S (t,t) in einer Umgebung von (rt, t) = (0,0) reguldre 
Fanktionen. 


A(t, z) heiBe eine Elementarfunktion 1.Ordnung in ©. 


Die Eigenschaft 2) besagt, daB das Differential 
aN (0,2) =A(G,2) a0 
[wo ,(z) als Parameter aufzufassen ist] fir p,(¢) + $,(z) endlich bleibt und fir 
p, (C) = p,(z) einen einfachen Pol mit dem Residuum 1 besitzt. ‘ 
Zum Beweise betten wir das Gebiet G in eine geschlossene Riemannsche 
Flache Rg ein. Auf Ry gibt es nach WerERsTRASS Elementarfunktionen, 
doch weisen diese noch feste Polstellen auf. Verlegen wir die festen Pole in 
Punkte auBerhalb © auf Ry, so erhalten wir Funktionen A(€, z) der gesuchten 
Art. 
Ohne Benutzung der Weierstra8schen Konstruktion 148t sich die Existenz 
von A(t, z) auf folgendem Wege nachweiser: 
Wir gehen aus von einem Abelschen Normalintegral 3. Gattung auf Ry 
Zz 
(1) I] 4: Gy) = f SAGE) ge. 
ray 
Dabei sind z und z, die eigentlichen Veranderlichen, € und €, Parameter, die 
die Stelle der logarithmischen Singularitaten auf R, bezeichnen. Alle 4 GréBen 


laufen unabhangig auf Rg. Der analytische Charakter der Abhangigkeit von 
den Parametern € und ¢, ergibt sich aus der bekannten Beziehung 


IT (z, 2; &, &) = I &, %; 2, 2) 


(Vertauschbarkeit von Parameter und Argument) ®). 
In der Umgebung eies endlichen Punktes p (C) = p (C,) = p (z) = p (z,) mit 
den Ortsuniformisierenden t,t, ¢, t, gilt 


IT 4; %0) = log ye + G(t,45 4,7), 
wo G (t,t,; t, t,) dort regular ist. 


*) Vgl. etwa W. F. Oscoop, Lehrbuch der Funktionentheorie II, 2, 8. 398ff. 
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Die Periodizitatsmoduln von I] (:, z,; ,%,) in bezug auf die Veranderliche 
z sind gegeben durch 


(2) P, Gt) = f BEEH g., y =4,...,2p. 
Ly 
Dabei sei (L,, ...., L,,) ein vollstandiges System von paarweise konjugierten 


Riickkehrschnitten’) auf R,- P,(C, ¢,) hangt von =< und z, nicht mehr ab. Als 
Funktion von € und {, ist P, (¢,¢,) ein Abelsches Integral, und zwar ein Inte- 
gral 1. Gattung, da die logarithmischen Singularitaten herausfallen. 

Wir gehen nun von J] (z, z,;%, ¢,) durch Differentiation nach f iiber zu einem 
Normalintegral 2. Gattung in < und z,: 


(3) on eeu Sy) Q(z. 2%; CG). 
, (z,) wird als Konstante auBerhalb von & fest gewahlt; die Abhangigkeit von 
C, fallt durch die Differentiation fort. Dann sei 


A* €, 2) = Q(z, %; %, %)- 


A* (C, z) weist in G, x G, alle in Satz 3 angegebenen Eigenschaften auf mit 
Ausnahme der Eindeutigkeit in z. Als Funktion von z ist A* (C, z) ein Abel- 
sches Integral mit dem einen einfachen Pol p, (z) =p, (C)}, falls p,(C) ungleich 
, (z,) und nicht als Verzweigungspunkt gewahit wird. Die Periodizitatsmoduln 
sind nach (1), (2) und (3): 


@Pu (G&S) 
Pr) = Fae) yw =1,.... 2p. 


Dies sind auf Ry eindeutige Funktionen; und die Differentiale P% (C) dZ 
sind tiberall endlich, da die P, (C,¢,) Abelsche Integrale 1. Gattung in C sind. 
Wir betrachten nun die Matrix 


KR = (P* (0), u an 4,:..., 2p, ¥ = 1,..., &. 


Vabei seien p (Cf),...-, p (Cf) Punkte auf Rg, jedoch keine Verzweigungs- 
punkte. Ferner sei k der Maximalrang von § in bezug auf nichtidentisches Ver- 
schwinden der Unterdeterminanten der Matrix*). Da & ein zweidimensionales 
Stiick von Ry freilaBt, kénnen die p (C*) so auBerhalb G festgelegt werden, 
da8 der Rang der Matrix gleich & ist. Fir die Funktionen P¥ (C) gilt die 


Darstellung 
k 


PRO = To, O PLC; w=4,-.-1 2p. 


v=1 


7) Unter Riickkehrschnitt wird wie tiblich eine geschlossene, doppelpunktfreie, 
die Riemannsche Flache nicht zerlegende Kurve verstanden. 
*) Bekanntlich ist k = p. 
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Hierin sind die c, (¢) lineare Ausdriicke in den P* (C) mit Koeffizienten, die 
konstant sind, weil die p(C*) fest gewahlt waren. Daher sind auch die Dif- 
ferentiale c,(€) d¢ iiberall endlich. Die Funktion 


k 
A , 2) = A* , 2) iat > ¢ () A* e. 2) 
v= 
ist nun laut Konstruktion als Funktion von ¢ in Rg eindeutig und meromorph 
Als Funktion von z ist sie ein Abelsches Integral 2. Gattung mit den Periodizi- 
tatsmoduln 


Rk 
P®(C) — Dd’ ¢, ©) Pe CF) = 0; 
vel 


also eine eindeutige meromorphe Funktion auf Rig. In G, x G, hat A (C, z) 

die in Satz 3 angegebenen Eigenschaften. Damit ist Satz 3 bewiesen. 
Nunmehr kénnen wir die von uns bendtigte Aussage iiber die Giiltigkeit der 

Cauchyschen Integralformel in nichtschlichten Bereichen formulieren: 


Satz 4: Sei & ein Polygongebiet ganz im Innern der Riemannschen Flache f. 
@* sei ein G© ganz umfassendes Polygongebiet, das seinerseits noch ganz im 
Innern von §t liegt. A (C, z) sei eine G* gemaB Satz 3 zugeordnete Elementarfunk- 
tion. Dann gilt fiir jede in © reguldre und eindeutige Funktion f(z), die auf dem 
Rande € von & noch stetig ist: 


(4) 1) = 347 [1@-AG at 
€ 


Zum Beweise wird @ trianguliert. Fiir jedes Elementardreieck gilt (4), also 
auch fiir 6. 


Zusatz: (4) bleibt auch richtig, wenn © ersetzt wird durch einen aus mehreren 
punktfremden Komponenten bestehenden Polygonbereich 8 und f(z) in jeder 
Komponente von ® eine regulére Funktion mit stetigen Randwerten darstellt. 
(Die in den verschiedenen Komponenten von % erklarten reguléren Funk- 
tionen kénnen dabei nach der Festsetzung von § 1 véllig voneinander unab- 
hangig sein.) 


§ 3. Regulire Approximation von Funktionen 
in vorgegebenen Bereichen. 


Wir kénnen nun den Rungeschen Approximationssatz der Ebene auf be- 
liebige nichtschlichte, nichtgeschlossene Bereiche iibertragen. Zur Vorbereitung 
des Hauptsatzes beweisen wir zunichst 


Satz 5: Es seien 8, und 8B, Polygonbereiche auf der nichtgeschlossenen Rte- 
mannschen Flache Ri, und es gelte B®, € B, CR. Jeder Randpunkt von B, sei inner- 











440 Heinricnu Benne und Karat Stein: 


halb B, mit dem Rande von 8, derart verbindbar, daB die Verbindungskurve*) 
nur Rand- und duBere Punkte. von 8, enthdlt. Dann ist jede in B, reguldre ein- 
deutige Funktion f (z) gleichmaBig im Innern von ®, durch in ®, regulare ein- 
deutige Funktionen approximierbar. 

Wir haben zu zeigen, daB es zu jedem ganz im Innern von %, gelegenen 
Bereich $, und jedem ¢> 0 eine in %, regulire Funktion g(z) gibt. so daB 
in By gilt 

| f (2) —g (2) | <e. 


Wir wahlen einen ausgezeichneten Polygonbereich 8F, B,C BF C Bj. 
mit dem Rande €f, der sich hinsichtlich der Verbindbarkeit seines Randes 
mit dem Rande von ®, ebenso wie $6, verhalt. Ferner sei A (C, z) eine gema8 
Satz 3 einem %, noch ganz umfassenden auf ® liegenden Gebiete zugeordnete 
Elementarfunktion. In BF gilt dann: 


(1) fay = st [1@ 4G, 2 at. 
G 
Wir approximieren das Integral rechts in (1) durch eine Riemannsche Summe, 


die in 8, um weniger als ; von f (z) abweicht, was mdglich ist, da der Integrand 
gleichmaBig stetig ist fiir p (C) auf €F und p (z) in By. Es gilt also 








1 - 
(2) O95 L1G) AG? Ga —B| <5, 
wobei die p (C,) Punkte auf ©} sind. Die Funktionen 
(3) saz (ODAC 2) Cyr — Sv = fee 


sind in 8, meromorph und besitzen als einzige Singularitaten jeweils in p (z) = 
p (C,) einen Pol 1. Ordnung. Nach einem der. Rungeschen Polverschiebung ent- 
sprechenden Verfahren werden nun die Ausdriicke (3) durch Funktionen ap- 
proximiert, die in 8, regular sind. Hierzu ziehen wir heran den 


Hilfssatz 1: Es seien by und b, zwei Bereiche mit by € b, und H (z) eine in 
b, meromorphe und eindeutige Funktion, die nur in dém auferhalb von bg ge- 
legenen Punkt p (z) = p (C) einen Pol besitzen mége. Ferner sei h(z) eine weitere 
in b, meromorphe und eindeutige Funktion, die iv p(z) = p (C) reguldr ist und 
fiir die gilt 


(4) | h() | > Max | h (by) |. 


*) Unter Kurve verstehen wir hier und im folgenden einen (geschlossenen oder 
nichtgeschlossenen) Polygonzug, bestehend aus endlichvielen Strecken, Halbgeraden 
und Kreisbogen. 
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Dann ist H(z) in bg gleichmaBig durch in b, meromorphe und eindeutige Funk- 
tionen approximierbar, die nur dort Pole besitzen, wo h(z) Pole aufweist. 
Zum Beweis des Hilfssatzes bilden wir: 





H(z) = 2a EO—hoyr _ __Ayls) 
‘ (h@ — hia) (hl) —hizy)* * 


Dabei wird die ganze Zahl x so gewahlt, daB H(z) . (h(C) — h(z))* fur p(z) = 
= p(C) regular ist. Nun ist 





fos) 
1 ri 1 pe ll a x» ’ 
h@—hapy — Thr oma = 2 “¥), 
a 
und die Reihe konvergiert wegen 
| A(z) 
lig i<t-8 

gleichmaBig in by. Also ist 

k 
(5) H(z) = jim H, (2). S’ a, h*(z), w.z.b.w. 

—c p=0 


Nun zuriick zum Beweise.von Satz 5! 


Wir verbinden den Punkt p (¢,) von ©} mit einem Randpunkt » (C*) von 
%, durch ein Kurvenstiick &, das auBerhalb 8}, aber innerhalb 8, verlauft 
und weder einen Verzweigungspunkt noch einen unendlich fernen Punkt ent- 
halt. Auf & werden m +1 verschiedene Punkte p (Z,) = p (C,), p (Z,), ---, 
P (Zmai) = P (Cf) gewahlt, so daB fir alle p (z) aus B, gilt: 


(6) |A (Ga G) | > | AGary 2 


Das ist, da A (C, z) fiir p (C) auf & und p (z) in 8, beschrankt ist und die Man- 
nigfaltigkeit p(€) = p(z) als Polflache aufweist, stets méglich. Es braucht nur 
p (%4,) nahe genug bei p (Z,) gewahlt zu werden. Sicher ist auch A(Z,,,, 2;) 
endlich, ‘da & durch keinen Verzweigungspunkt lauft. Ferner hat A (2 +1» 2) 
in %, nur den einen Pol p(z) = p (2 Uj+1)- Auf Grund des Hilfssatzes und von (6) 
kénnen wir nun die Funktion 





i ere 


yey 1G) AG 2) C—O 


in 8, durch eine Funktion g, (z) approximieren, die nur fiir p (z) = p (@,) einen 
Pol aufweist und sonst im abgeschlossenen Bereich 8, regular und eindeutig 
ist. Wir wahlen g, (z) so, daB in By 


(7) | 1 4G) AG) G—h)— Hd |< 


Ini 2mn 
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ist. Ebenso 148t sich eine im abgeschlossenen Bereich 8, meromorphe ein- 
deutige Funktion g, (z) mit der einzigen Polstelle p (z) = (25) wahlen, so daB 
in By 

(8) | 1 (2) — ge (2)| < =~ . 

Allgemein gibt es Funktionen g; (z), / = 1,..., m, so dat ir By 


(9) | G1) — 8) |< o,f =2,...,.m, 


wobei g; (:) im abgeschlossenen Bereich 8, meromorph und cindeutig ist und 
nur fiir p (z} =p (G41) eine Polstelle hat. Aus (7), (8), (9) felgt 


| sey Gd AG 2) C—O) bm (1 < 


fiir p (2) in Bo. g,, (z) ist im Innern von B, regular und weist auf dem Rande 
von 8, nur einen Pol in p (Cf) auf. 

Entsprechend gibt es zu jedem v, v= 1, ... 7”, eine im Innern von %, 
regulare eindeutige Funktion g®(z) (wir setzen g) (z) = g,,(z)), so daB in 
¥, gilt ; 


i ; 
| Qri 1G) AG, 2) C4. —S) —e® (2) | «<. a ° 
Also gilt in B, 


n 


bts DIAG Gar —— De) |< 


r=] vot 


und wegen (2) 


(10) f(a) — 3 g(a) | <e. 


v= 

n n 
wo .»” g*)(z) in B, regular und eindeutig ist. Setzen wir >” g® (z) = g (2), 
v=] 


so haben wir 


r=1 


| f(z) — g(z) | <e ih Bp, w.z.b.w. 


Die in Satz 5 enthaltene Bedingung fiir die Approximierbarkeit einer in einem 
Polygonbereich regularen Funktion nach Funktionen eines umfassenden Be- 
reiches - die Verbindbarkeit der Bereichrander in der angegebenen Weise - 
ist fiir allgemeinere Bereiche wenig brauchbar. Wir wollen sie ersetzen durch 
eine andere Bedingung, die nur von inneren Figenschaften der Bereiche ab- 
hangt. 

Hierzu benétigen wir besondere zulassige Ausschépfungsfolgen der vorge- 
gebenen Bereiche. Wir nennen eine zulissige Ausschépfung eines Bereiches 
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% durch Polygonbereiche 8, normal, wenn fiir alle v jeder Randpunkt von 
%, innerhalb %,,, — 8, mit dem Rande von %,,, verbindbar ist. Zunidchst 
gilt dann: 


Eine zuldssige Ausschépfung eines Bereiches 8 durch Polygonbereiche 8, ist 
dann und nur dann normal, wenn kein 8, Randkontinua aufweist, die in 
B,.,— B, beranden*®). 

Ist namlich 6 ein Randkontinuum von %, so bildet die Menge der 
Punkte von 8,,, — 8, mit denen © innerhalb von %,.., — 8, verbindbar 
ist, ein Gebiet G,. Entweder gehéren zum Rande von ©, nur Randkontinua 
von %,, dann ist 6 nicht innerhalb 8,,, — 8, mit dem Rande von 8,,, 
verbindbar. Oder dér Rand von @, enthalt Randkontinia von %,,, dann ist 
€” innerhalb von %,,,—%8, mit dem Rande von %,,, verbindbar. Daraus 
folgt die Behauptung. 


Nun 148t sich leicht zeigen: 
Jeder Bereich ® ist normal Pel al 


Zum Beweise gehen wir aus von einer zuldssigen Ausschépfungsfolge %, 
von % und konstruieren aus ihr eine Folge $,, die 8 normal ausschépft. — 
Entweder weist 8, keine Randkontinua auf, die innerhalb 8—%, beranden, 
dann sei 8, = %,. Oder es gibt solche Randkontinua, dann sei ©, ein maxi- 
males System dieser Randkontinua. Wir fiigen die von ©, in 8—%, beran- 
deten Gebiete zu 8, hinzu. Der so durch Ergainzung aus %, entstehende Be- 
reich heiBe %,. Er ist gleichfalls ein Polygonbereich und besitzt keine Rand- 
kontinua mehr, die in 8—, beranden. Sei weiter v, so groB gewahlt, daB B, 
den Bereich $, ganz umfaBt. Wir verfahren mit 8, wie soeben mit 8, und 
erhalten den Polygonbereich $,. So fahren wir fort und erhalten eine Folge 8, 
von Polygonbereichen, die gleichfalls eine zulassige Ausschépfungsfolge von 
$ darstellen, und die nach Konstruktion die Eigenschaft haben, da8 kein $, 
Randkontinua hat, die in 8—®, beranden. Also besitzt auch kein $, Ri ad- 
kontinua, die in 8, ,—%®, beranden. Jeder Randpunkt von %, l4Bt sich also 
innerhalb $,,,—%, mit dem Rande von %,,, verbinden. Die 8, bilden eine 
normale Ausschépfungsfolge. 


Zusatzlich gilt: 

Jedes Gebiet @ ist durch Polygongebiete normal ausschépfbar. 

Denn @ ist als zusammenhangende Punktmenge durch Polygongebiete in 
zulassiger Weise ausschépfbar, und aus diesen gewinnt man, wie in der soeben 
angegebenen Konstruktion, Polygongebiete, die © normal ausschépfen. 


1°) Beranden ist hier und im folgenden ohne Beriicksichtigung von Orientierungen 
gemeint (Beranden mod 2). Zur topologischen Terminologie vgl. das Lehrbuch der 
Topologie von Se1rert-THRELFALL. 
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Sind nun zwei Bereiche 8 und $ vorgegeben und gilt 8 ( %, so konnen wir 
zu einem Kriterium fiir die Approximierbarkeit der in 8 regularen und ein- 
deutigen Funktionen /(z) durch in $ regulare und eindeutige Funktionen auf 
folgende Weise gelangen: Wir geben in 8 und % normale Ausschépfungsfolgen 
%, bzw: 8, vor und verlangen, da8 stets der Rand von $, mit dem Rande von 
%, innerhalb von $,—%, verbindbar sein soll, sobald nur 8, € &, gilt. Ist 
diese Bedingung fiir jedes Paar von Bereichen %,, %, mit 8, € &, erfiillt, 
so ergibt sich die Méglichkeit der geforderten Approximation von f (z) leicht 
aus Satz 5. Die Verbindbarkeitsbedingung ist ihrerseits aquivalent mit einer 
besonderen Eigenschaft der Bereiche 8 und $: Der Bereich $ muB relativ 
zu @ einfach zusammenhangend sein. 

Wir sagen, der Bereich 8 sei relativ zum Bereich $ einfach zusammen- 
hangend, falls 8 Teilbereich von $ ist und jedes endliche System geschlos- 
sener Kurven in 8, das innerhalb % berandet, schon in $ berandet. Dann gilt: 

Ist der Bereich 8 relativ zum Bereiche 8 einfach zusammenhdangend und sind 
®B, bzw. B, normale Ausschépfungsfolgen von B bzw. B, so ist der Rand eines 
B, stets mit dem Rande jedes Bereiches B,, der 8, ganz umfaft, innerhalb von 
¥,—8, verbindbar. 


Beweis: Gabe es eine Randkurve €‘ von %,, die nicht innerhalb $,—8, 
mit dem Rande von %, verbindbar ist, so bildet die Menge der Punkte, die 
innerhalb $,—%, mit €{ verbindbar sind, ein ganz in %, liegendes Gebiet 
@,. Der Rand €? von G, besteht nur aus Randkurven von 8, (zu denen 6” 
gehort). Doch kann €* nicht mit dem gesamten Rande von %, zusammen- 
fallen, sonst ware 8, + @, eine geschlossene Flache, was unmdglich ist. @, 
mu8 wenigstens einen Randpunkt von % enthalten. Andernfalls lage G, ganz 
in 8, also auch in.einem geeigneten ®,, (v, > v). Dann aber kénnte GF nicht 
innerhalb 8, — %, mit dem Rande von 8, verbunden werden, was der Nor- 
malitat der Folge 8, widerspricht. Mithin stellt €* ein System von endlich 
vielen geschlossenen Kurven in 8 dar, das in , nicht aber in 8 berandet. Da- 
mit haben wir einen Widerspruch zur Voraussetzung des relativ einfachen Zu- 
sammenhanges von ® in bezug auf 8, und unsere Behauptung ist bewiesen. 

Es gilt auch die Umkehrung der soeben bewiesenen Aussage ; doch bendtigen 
wir sie im folgenden nicht. Statt dessen beweisen wir noch: 

Wird ein Bereich © durch eine Folge von Polygonbereichen normal ausge- 
schépft, so ist jedes B, relativ zu allen 8, mit v>vo und zu ® einfach m- 
sammenhdngend. 

Ware die Behauptung falsch, so gabe es in 8, ein System geschlossener 
Kurven €,, ..., ©,, das innerhalb eines 8, , v, > vo, einen Bereich $* be- 
randet, derart, daB in 8* wenigstens ein Randpunkt von %,, lage. Dieser Rand- 
punkt kénnte dann aber nicht innerhalb 8, —%, mit dem Rande von 8, 
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verbunden werden im Widerspruch dazu, daB die 6, den Bereich $ normal 
ausschépfen. 
Nunmehr kénnen wir beweisen: 


Satz 6 (14. Approximationssatz): 8 und % seien Bereiche in der nicht- 
geschlossenen Riemannschen Flache R, und es gelte 8 B. (Dabei ist zugelassen, 
daB B = & ist.) Damit jede in B reguldre eindeutige Funktion f(z) im Innern 
von ® eine gleichmaBige Approximation durch in ® reguldre, eindeutige Funk- 
tionen gestattet, ist notwendig und hinreichend, daB ® relatio zu ® einfach zu- 
sammenhdngend ist. 


Beweis: 1) Die Bedingung ist hinreichend. 

Sei 8* ein ganz im Inhern von % gelegener Bereich. Wir haben zu zeigen, 
daB es zu jedem vorgegebenen ¢ > 0 eine in 8 regulare eindeutjge Funktion 
g(z) gibt, so daB in B* gilt 


| f(z) —g(z)| <e. 


Wir schépfen 8 und % durch je eine Folge von Polygonbereichen 8, baw. 
%,, normal aus. Es gibt dann ein vp, so daB 8, den Bereich $* ganz umfaft. 
und ebenso ein 4», so daB 8, ganz im Innern aller 8,, » > to, liegt. Jeder 
Randpunkt von %, ist. dann innerhalb 8, — %, mit dem Rande von ¥, 
verbindbar, und jeder Randpunkt von B, ist innerhalb von Bo. B, mit 
dem Rande von %,,, verbindbar. Wir wihlen eine Folge positiver ¢,, 


oc 
o=4,2,..., 80 daB 3S” e, <e ist. Dann gibt es nach Satz 5 eine in Bu 


o=l 


regulare eindeutige Funktion g, (z), so daB in %,, gilt 

| f(z) — #1 (2) | <a. 
Entsprechend 148t sich eine in Boas regulére eindeutige Funktion g, (z) so 
wahlen, da in B,. 

| gs (2) — ga (2) | <€ 
st. Allgemein gibt es jeweils in WB, se o = 2,3,.... eine dort regulire ein- 
deutige Funktion g, (z), so daB in 8, ,,_, gilt: 

| 8o-1 (2) — 8. (2) | < &: 


Die Folge der g,(z) konvergiert im Innern von % gleichmaBig gegen eine dort 
regulire eindeutige Funktion g(z). Diese ist eine gesuchte Funktion, denn es 
ist in 8, und damit in 8*: 


| #(2)—e(@)| = | (42) — 12} + fer (2) —ea(2)} +++ | 
S | #2) — 1 (2)| + | #12) — fale) | +--+ <2’ &<e. 


o=ml 
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2) Die Bedingung ist notwendig. — Ist 8 relativ zu $ nicht einfach zusammen- 
hangend, so gibt es in 8 ein System geschlossener Kurven 6,,..., ©,, das 
innerhalb % einen Bereich 8’ berandet, derart, da8 8’ wenigstens einen Rand- 
punkt P von % enthalt. Wir wahlen eine Funktion ¢(z), die in P eine isolierte 
Singularitat besitzt und sonst in $ regular und eindeutig ist; da8 solche Funk- 
tionen existieren, wird weiter unten nachgewiesen. Ware ¢(z) im Innern von 
% als Grenzfunktion einer gleichmaBig konvergenten Folge y,,(z) von in 
regularen eindeutigen Funktionen darstellbar, so wiirde diese Folge auch in 
%’ gleichmaBig konvergieren, da auf dem Rande ©,,..., ©, gleichmafige 
Konvergenz herrscht und alle , (z) in 8’ regular sind. Die Grenzfunktion 
@(z) miiBte also auch in 8’ iiberall regular sein, im Widerspruch zu ihrer Ein 
fiibrung. 

Es bleibt die Existenz eines @(z) nachzuweisen. Wir umgeben den Punkt P, 
der als (k—1)-facher Verzweigungspunkt vorausgesetzt sei (k > 1), mit einer 
k-fachen Kreisscheibe & mit P als Mittelpunkt und wahlen in & eine Lokal- 
funktion 1 (z), die in P einen Pol besitzt und sonst in & regular ist. Die in P 
punktierte Kreisscheibe & ist relativ zu dem in P punktierten Bereich % ein- 
fach zusammenhangend. Daher gibt es nach Teil 1 unseres Beweises eine Folge 
?,(z) von in 8 regularen eindeutigen Funktionen, die I(z) in & gleichmaBig 
approximieren. Fiir u > wo mit geeignetem y, muB jedes 9, (z) in P eine iso- 
lierte Singularitat aufweisen; anderenfalls wiirde eine Teilfolge $,(z) aus in 
® regularen Funktionen bestehen und im gesamten Innern von & gleichmabig 
konvergieren, und die Grenzfunktion /(z) miiBte auch in P regular sein. Also 
haben alle 9,(z) mit 1 >» die fiir p(z) geforderte Eigenschaft. Damit ist 
Satz 6 bewiesen. 


§ 4. Regulire Approximation und halbstetige Ausdehnung. 


Wir wollen in diesem Abschnitt eine weitere Bedingung dafiir angeben, 
daB die in einem Bereich reguliren und eindeutigen Funktionen f(z) durch 
Funktionen eines umfassenden Bereiches gleichmaSig approximierbar sind. 
Hierzu fiihren wir den Begriff der halbstetigen Ausdehnung ein. 

® und & seien Bereiche in der nichtgeschlossenen Riemannschen Flache §. 
Wir sagen, 8 sei halbstetig auf $8 ausdehnbar, wenn es eine Schar von 
Bereichen 8(s), 0 < s <1, in R mit folgenden Eigenschaften gibt: 


1) 8 (0) = 8, B(1) = B. 

2) Fir s, Ss, gilt B(s,) C B(s,). 

3) Jede Randpunktfolge p,(s,)"*) von Bereichen 8(s,) mit s, <5) und 
lim s, = Ss, besitzt nur Héufungspunkte auf dem Rande von %(s,). 


41) Es werden nur. Randpunkte betrachtet, die innere Punkte von & sind. 
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4) Jeder Randpunkt von 8(s,), s5 << 1, ist Haufungspunkt von Punkt- 
folgen p,, (s,,), Wo p,(s,) auf dem Rande von %(s,) liegt sowie s,, > Ss» 
und lim s,, = 5» ist. 

Offenbar ist jede stetige Ausdehnung auch eine halbstetige Ausdehnung. 
Doch gilt nicht das Umgekehrte (siehe Beispiel 2). 

Bei halbstetiger Ausdehnung gilt: Ist $* ein Bereich, der ganz in ® (s,) 
liegt, so gibt es ein 83> 0, so da8 B* auch noch ganz in allen Bereichen & (s) 
mit s > s_— 8 liegt. Ware das.naimlich nicht der Fall, so gabe es entgegen der 
Eigenschaft 3 eine Folge s,< s, mit lim s, = 59, so daB fiir eine geeignete 


Punktfolge p,(s,) vom Rande der 8(s,) ein Haufungspunkt im abgeschlos- 
senen Bereich 8* lage. 


Beispiele fiir halbstetige Ausdehnung: 

1) Das Gebiet 1/2< |z|< 4 ist auf das Gebiet 0<|z|< 4, nicht aber 
auf den Einheitskreis halbstetig ausdehnbar. 

2) Das Gebiet | z |< 4/2 ist auf den Bereich, der aus den beiden Kom- 
ponenten |z|< 1/2 und 1<|z|< 2 besteht, halbstetig ausdehnbar. 

3) Auf jeder geschlossenen Riemannschen Flache ist ein schlichter Kreis 
auf die einmal punktierte Riemannsche FYéche halbstetig ausdehnbar. 

Es gilt: 

Der Bereich ® sei auf den Bereich & halbstetig ausdehnbar. Dann ist ® 
relativ zu 8 einfach zusammenhdngend. 


Beweis: Ware % nicht relativ zu @ einfach zusammenhingend, 80 gabe es 
in ® ein System geschlossener Kurven €,,..., ©,, das innerhalb einen Be- 
reich $* berandet, jedoch so, da8 in 8* wenigstens ein Randpunkt P von 
B liegt. Sei nun 8(s), 0 Ss <1, eine Schar von Bereichen, tiber die 8 auf 
© halbstetig ausgedehnt wird. Es sei s, die obere Grenze derjenigen s, fiir die 
% (s) noch einen Randpunkt in 8* hat. Dann mu8 wegen Eigenschaft 3 der 
halbstetigen Ausdehnung der Bereich %®(s,) noch einen Randpunkt in 6* 
haben. (Auf dem Rande von $* kann ja kein Randpunkt liegen.) Also ist 
S9< 1. Nach Eigenschaft 4 mu8 es dann aber auch $(s) mit s> s, geben, 
bei denen in 8* noch Randpunkte liegen, was der Definition von s, wider- 
spricht. Damit folgt unmittelbar 


Satz 7: ® und ® seien Teilbereiche der nichtgeschlossenen Riemannschen 
Flache R, und es sei ® halbstetig auf 3 ausdehnbar. Dann ist jede in ® ein- 
deutige regulére Funktion gleichmadfig im Innern von ® durch in  ein- 
deutige reguldre Funktionen approximierbar. 

Wir kénnen weiter eine Aussage beweisen, die eine Art Umkehrung des 
Sachverhaltes von Satz 7 darstellt. 
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Satz 8: Der Bereich ® sei Teilbereich des Bereiches 8, und B liege in der 
nichtgeschlossenen Riemannschen Flache R. Jede in B eindeutige reguldre Funk- 
tion f (z) sei gleichmaBig im Innern von ® durch Funktionen approzximierbar, die 
in B eindeutig und regular sind. Dann ist ® durch eine Folge von Bereichen B,, 
ausschépfbar, die sdmtlich halbstetig auf 8 ausdehnbar sind. 


Beweis: Wir schépfen $8 durch eine Folge von Polygonbereichen 6% 
normal aus. Bezeichnen wir die einem 8% ganz umfassenden Bereich nach 
Satz 3 zugeordnete Elementarfunktion mit A“ (C, z), so gibt es zu jedem 
Randpunkt p (C) von 8%, u > 2,-eine Umgebung U (¢), so daB 


: (») () (s) 
(1) Min, AP G2) > MOD Max | AMC, 2)| 


ist. Wir kénnen den Rand von 8% mit den Umgebungen endlich vieler Punkte 
p (Ci), ---» p(@,) auf dem Rande von %* iiberdecken, und die U(f,), ..., 
U(t,) tiberdecken dann auch noch eine volle zweidimensionale Umgebung 
U (Ad B*) des Randes von 8%. Fiir jedes U(C,), i = 41, ..., &, gilt eine Un- 
gleichung 


(2) MR, [AP C21 > MP > Max [APG 21, 
und dariiber hinaus 


(3) 
z Min.) | _ Gis 2) | > my + a > my aac 3” > oe, | 4” Cis z)| 


mit geeignetem 8” > 0. Jede in B* eindeutige regulére Funktion la6t sich 
nun im Innern von 8% gleichmaSig durch Funktionen approximieren, die in 
% eindeutig und regular sind (Satz 6). Wir approximieren jede Funktion 
A™ (,, 2), i=4, ..., k, durch je eine in B eindeutige und regulire-Funktion 
/ (2). Hierzu wihlen wir einen $%_, ganz umfassenden, aber noch ganz in 
B* liegenden Bereich $%*, dessen Rand ganz in U (Rd B*) liegt; dann soll 


in = 
3) 
(4) | AM €,, 2) f? (2) | <-z b= 1,... 58, 


sein. Nach der Voraussetzung unseres Satzes gibt es weiter k in B eindeutige 
und regulare Funktionen 7{”(z), i = 1, ..., k, so daB in B* gilt: 


‘ 3) 
(5) | # (2) — fF (2) | <= t=14,...,k. 
er Bereich 


B”: {| 7) | < MM; zin B; i =1,..., 8) 











—v _— — — 
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enthalt dann eine Komponente Gf, die ganz in 8** liegt und B*_, ganz 
umfa8t. Wir bilden die Bereiche 


(4) J 
B™ (r): ee r,r>1; zinB; i= Lys. 
i 


1 





Setzen wir nun r = — und %, (s) = Be” ( --), wobei noch ®, = 8, (0) = 


= Gf und B, (1) = & sei, so stellen die B, (s), 0 < s <4, eine Schar von 
Bereichen dar, tiber die 8, = 8, (0) = @@ auf B halbstetig ausgedehnt ist. 
Die %,, (0) haben also die in unserem Satz angegebene Eigenschaft. 


§ 5. Der Approximationssatz in Zylinderbereichen 
von nm komplexen Verinderlichen. 


Wir bendtigen spater einen Satz 6 entsprechenden Approximationssatz fiir 
Funktionen von n komplexen Veranderlichen. Eine solche Ubertragung ge- 
jingt ohne Schwierigkeit. 

Satz 9: Der Zylinderbereich 3 = B™ x ... x 3™ iiber dem Raume 
der n komplexen Verdnderlichen z,, ..., 2, sei Teilbereich eines Zylinder- 
bereiches 8 = 3 x --- x §™, dessen z,-Projektionen 3°, j =1,..., n, 
Teilbereiche nichtgeschlossener Riemannscher Flichen R seien. Jede Pro- 
jektion 3 sei relativ zu 8 einfach zusammenhangend. Dann ist jede in 3 
eindeutige reguldre Funktion f(z,, ..., 2,) um Innern von 3 gleichmafig 
durch in 8 eindeutige regulére Funktionen approximierbar. 


Beweis: Es ist zu zeigen, daB es zu jedem ganz im Innern von 3 gelegenen 
Zylinderbereich 3* und einem vorgegebenen ¢ > 0 eine in 3 eindeutige re- 
gulare Funktion g(z,, ..., z,) gibt, so daB in * gilt 


| f(z, -.- 2,) — (zy, --- 2%) | <e. 


Wir wahlen jeweils ganz im Innerr von 3” einen ausgezeichneten Polygon- 
bereich 39, j =1,..., 2, 80 daB Bg = B® x --» x B™ den Bereich 3* ganz 
umfa8t und 3 relativ zu 3% einfach zusammenhangend ist. Dann ist 8 
auch relativ zu 8 einfach zusammenhangend. 


In Bo gilt nun 
a" we 
f(aqy «++ 29) =atne) oe eee) A (,.54)-.. AM Gyyq) dE, -- aL, 
Rag) Rag 
Hierin sei A® (,, z;), | = 1, .-.,n, jeweils die einem 3% ganz umfassenden 


Bereich nach Satz 3 zugeordnete Elementarfunktion. Wir approximieren das 
Integral so durch eine Riemannsche Summe, daB in §* gilt: 


Mathamatische Annalen. 120. 29 
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(1) | f(z, eee 2,) —_ ars (Cm, oes Cn) A® (Co, 2,) wes 
7" 


... AM (CC), 2) (Ce#9 _ 7000) os (COn*D_ Ln) | < 4 
Wir setzen A® (0°), 2,) = A, a, (2))- 

Dann ist A; (z;) nach Satz 6 im Innern von 3 gleichmaBig approximier- 
bar durch Funktionen, die in 5, regular und eindeutig sind. Wir kénnen also 


die A; o (2;) so durch in §® regolare Funktionen 8; «,(2;) ersetzen, daB in 
8* gilt: 


(2) | waza | 2 AEP. 5 OP) Ayo, (2) --- Ana, Bn) (CY — SO) ... 
; i 


22 (Cnt — UC n)) - D'hic, a * Bao, (Zn) | < +. 
95 


Die Funktion 
n 
(2, eeey 2,) = a 4 If Eko, (zx) 
Sx Kei 


ist in § regular und eindeutig, und nach (1) und (2) ist in 8*, wie bewiesen 
werden sollte: 


| flzqy «+45 Zn) — G(zqy «++ %) | <e- 


DaB die Bedingung des relativ einfachen Zusammenhanges der 8” in be- 
zug auf die $ auch notwendig ist, damit alle in 8 regularen eindeutigen 
Funktionen durch in § regulare eindeutige Funktionen im Innern von 8 gleich- 
maBig approximierbar sind, folgt unmittelbar aus Satz 6. 


$6. Die Konstruktion der Elcmentarfunktion auf der Gesamtfliche. 


Zur Ausdehnung der Resultate iiber die Approximation reguliérer Funk- 
tionen in vorgegebenen Bereichen bendtigen wir eine Elementarfunktion 
A (, z) mit den in Satz 3 angegebenen Eigenschaften, die auf der Gesamtflache 
R und nicht nur in einem approximierenden Polygongebiet definiert ist. Hier- 
zu konstruieren wir ein geeignetes Integral 3. Gattung auf ® mit speziellen 
Periodizitatsmoduln, aus dem sich die gesuchte Funktion durch Differen- 
tiation ergibt. 

Fiir die folgenden Uberlegungen sind noch Aussagen tiber Homologieeigen- 
schaften von Bereichen auf nichtgeschlossenen Riemannschen Flachen wichtig. 
Wir stellen zunachst einige solcher Aussagen zusammen. 

Die Homologiegruppen eines Bereiches 8 in der nichtgeschlossenen Rie- 
mannschen Flache ® besitzen je eine héchstens abzihlbare Basis. Hier in- 
teressiert insbesondere die eindimensionale Homologiegruppe $1 mit dem Ring 
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der ganzen Zahlen als Koeffizientenbereich. Zu einer Homologiebasis kénnen 
wir auf folgendem Wege gelangen : Wir geben eine normale Ausschépfung von 8 
durch eine Folge von Polygonbereichen 8, vor. Jedes 8, besteht aus endlich 
vielen orientierbaren, berandeten Flachen; seine Homologiegruppe §} besitzt 
also eine endliche Basis, die durch Zykel ©,, ..., Cx, reprasentiert werde. 
Alle ©, kénnen als einfach geschlossene Jordankurven in %, angenommen 
werden. Eine entsprechende Homologiebasis in 8,,, kann aus der Basis in 8, 
dadurch gewonnen werden, daB zu den Elementen der Basis in 8, gewisse 
weitere Zykel aus $,,, hinzugenommen werden. Wir denken uns die Basen 
in den %, auf diese Weise festgelegt. Die Vereinigungsmenge der Elemente 
aller dieser Basen bildet eine Homologiebasis in 8. Fiir jeden Zykel 3? in 
B besteht also eine eindeutig bestimmte Beziehung 


31 ~a, 6, +--+ +, ©,, (a; ganze Zahlen). 


wobei rechts jeweils endlich viele Basiselemente €; auftreten. 


Wir kénnen nun zuniachst die Existenz von Integralen 1. Gattung mit be- 
liebig vorgegebenen Periodizitatsmoduln auf R nachweisen. 


Satz 10: Sei R eine nichtgeschlossene Riemannsche Flache und ©,. ..., €,,...- 
eine etndimerisionale Homologiebasis in Rt. Den ©;,i = 1, 2,.... die als einfach 
geschlossene Jordankurven gewahit sein mégen, seien beliebige komplexe Zah- 
len a, zugeordnet. Dann gibt es eine auf R unbesehrankt regular fortsetzbare 
Funktion J (z), die sich bei Fortsetzung ldngs eines ©, oder einer =n ©; homolo- 
gen geschlossenen Kurve um die Konstante «, vermehrt. 


J (z) heiBt ein Integral 1. Gattung auf ® mit den Periodizitatsmoduln ~,. 


Beweis™): Wir schépfen ® durch eine Folge von Polygongebieten @, nor- 
mal aus und weisen zundchst die Existenz von Integralen 1. Gattung mit 
willkiirlich vorgeschriebenen Periodizitétsmoduln in einem beliebigen G, nach: 
Hierzu wahlen wir in @, eine besondere eindimensionale Homologiebasis, 
deren Elemente wir mit €,... ©f) bezeichnen: Es seien Cf) _,, Cf, 
(c < p,; 0S 2p, <k,) jeweils konjugierte, doppelpunktfreie Riickkehr- 
schnitte in @,. Die tibrigen Basiselemente Cf), ., ... Cf) (falls 2p,<k,) 
seien ebenfalls als doppelpunktfreie geschlossene Jordankurven gewahlt 
und so, daB8 jede dieser Kurven zu einer bestimmten Randkurve von @, 
isotop ist!), (Um dies zu erreichen, kénnen die ©, 2p, + 1 < <k,, etwa 


12) Wir betrachten nur den nichttrivialen Fall, daB $* nicht nur aus dem Null- 
element besteht, daB8 also wirklich Basiskurven ©, ... auftreten. Sonst ist schon 
J (z) = 0 ein Integral 1. Gattung auf R mit den allgemeinsten Periodizitatsmoduln. 

18) Falls p, = 0 oder 2 p, = ky, fallen die Ggo-1, G2 oder die ©, 2p,+1S¢Sk, 
oder -beide Klassen von Kurven fort. Im Falle k,= 9 kann das im folgenden zu 
konstruierende J) (z) = 0 gewahlt werden. 


29° 
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als Parallelkurven von Randkurven gewahlt werden.) Die €{ seien ferner so 
festgelegt, daB ©, 2p, + 1 <p <k,, zu allen anderen €% punktfremd ist, 
wahrend jedes Ce ,1<y S2p,, nur jeweils den konjugierten Riickkehrschnitt 
schneidet. Jedem ©, 2 p,+ 1 <p <k,, ordnen wir noch ein doppeltpunkt- 
freies Kurvenstiick €*" zu, das in G, zwei bestimmte Randkontinua mitein- 
ander verbindet, ferner €%) in genau einem Punkte und die iibrigen €{ nicht 
schneidet; solche cr kénnen ebenfalls als zueinander punktfremd gewahlt. 
werden. 

Nunmehr konstruieren wir spezielle Integrale 1. Gattung J) (z) in G,, 
die jeweils bei Fortsetzung langs €{) den Periodizitatsmodul 1 besitzen und 
bei Fortsetzung lings eines anderen © eindeutig bleiben. Sei zunachst €% 
ein Riickkehrschnitt und €® der konjugierte. Ferner sei A, (, 2) eine im ab- 
geschlossenen Gebiet @, erklarte Elementarfunktion mit den in Satz 3 an- 
gegebenen Eigenschaften. Wir setzen 


(2, — ! y 
IPs) =~. f A.(C,2) at. 
+ oH 


J®() erleidet bei Fortsetzung iiber den Integrationsweg 6 hinaus den 
Sprung’ + | und bleibt in G, sonst eindeutig und regular. Wird das Vorzeichen 
von 6% so gewahlt, da® sich J’ (z) bei Fortsetzung langs © um + 1 ver- 
mehrt, so ist J§)(z) ein Integral 1. Gattung mit der geforderten Eigenschaft. 
Ist Cf kein Riickkehrschnitt (also 2p, + 1 <<’ < k,), so ist 


J® (2) = sez J AG 2) dq 


Gy 


ein gesuchtes spezielles Integral: /{ (z) besitzt in bezug auf €% den Perio- 
dizitatsmodul +.1 (bei geeigneter Orientierung von ©) und sonst lauter 
verschwindende Periodizitatsmoduln. 


Sind nun in bezug auf die Kurven €{) beliebige komplexe Zahlen 8%) als 
Periodizititsmoduln vorgegeben, so stellt 


kh, 
J (2) = $7 B® - J (6) 


A=} 


in ®, ein Integral 1. Gattung mit diesen Periodizitatsmoduln dar. 

Cin nunmehr zu einem Integral 1. Gattung mit den Periodizitatsmoduin 
x, in bezug auf die Basiskurven ©; der Gesamtfliche ® zu gelangen, verfahren 
wir folgendermaBen: In jedem , sind durch die a, bestimmte Periodizi- 
Litsmoduln in bezug auf eine Basis von §! vorgeschrieben. Wir bilden 











Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Flachen. 453 


in G, wie oben ein Integral 1. Gattung J (2) mit diesen Periogizitatsmoduln. 
Sodann bilden wir formal die Reihe . 


J (2) + [J® (2) — JM (2)] + ++» + LEFP (2) — JM (2) + * 


Dabei sind fiir die J” (z) jeweils solche Zweige einzusetzen, die aus einem 
festen System von ,,Anfangszweigen‘‘ durch gleichzeitige Fortsetzung her- 
vorgehen. 
Jedes Reihenglied 
D® (2) = J&* (2) — J (2) 


ist dann eine in G, regulare und eindeutige Funktion. Die Reihe braucht jedoch 
noch nicht zu konvergieren; aber wir kénnen durch Hinzufiigen geeigneter 
Summanden erreichen, da8 sie in jedem G, nach Abtrennung von jeweils end- 
lich vielen Gliedern gleichmaBig konvergiert: Nach Satz 6 la8t sich D® (:) 
im Innern von @, gleichmaBig durch auf R regulare und eindeutige Funk- 
tionen approximieren. Wir wahlen eine Folge positiver <¢, mit konvergenter 
Summe und approximieren jedes D(z) durch eine auf ® regulare und ein- 
deutige Funktion g” (z), so daB in G,_, gilt 


| D® (2) — g (2) |<, 
Die Reihe 
J (2) + {(I™ (2) — IM (sy]—g™ (2)} +--+ + 
+ {(yer) (z) — Jy” (2)] —g (z)} ses 


konvergiert dann in jedem-ganz im Innern von ® gelegenen Gebiet nach 
Abtrennung von je endlich. vielen Gliedern absolut und gleichmiBig, sie stellt 
also eine auf R unbeschrankt regular fortsetzbare Funktion J (z) dar. Diese 
Funktion ist gema8 ihrer Konstruktion ein gesuchtes Integral 1. Gattung 
mit den vorgeschriebenen Periodizitatsmoduln auf . Damit ist Satz 10 he- 
wiesen. 

Wir beweisen nun: 


Satz 11: Set R eine nichtgeschlossene Riemannsche Fliache. p, (C), P_ (=) mégen 
unabhdngig verdnderliche Punkte, p3(Co) einen festen Punkt auf R bezeichnen. 
Dann gibt és eine analytische Funktion N (C, z) = N (C, =; Gq) der zwei komplexen 
Verdnderlichen ©, z mit folgenden Eigenschaften: 

1) N (C, z) ist innerhalb R, x R,, auBer in die Punkte p (C, 2) = py (C) X Pe (z) 
mit p, (C) = pz (z) oder p, (z) = ps (Gy), unbegrenzt reguldr fortsetzbar. 
2) In der Nachbarschaft eines Punktes yp (C’, 2’) = p, (C') X Pq (2') der Aus- 


nahmemannigfaltigkeit p, (C) = p, (=) b2w. Po (z) = Pg (Go) gilt fiir einen be- 
liebigen Zweig von N (C, z): 
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a) N (C, 2) = log (+ — t) + G, (+, 0), falls p, (C’) = Pe (z’) Ps GH). 
b) N ¢, 2) = log t + G, (t, t), falls Pp) C’) + Pe (z’) = Ps (Go) 


c) N (C, =) = log ‘ + Gz (x. t), falls p, (0) = Pe (z’) = Pg (C)- 


(t,t die p, (C’), p(z’) zugeordneten ortsuniformisierenden Parameter.) Dabei ist 
jeweils G (t,t), k =i, 2, 3, in der Nachbarschaft von (x, t) = (0, 0) regular. 

3) Wird p, (0) festgehalten und durchlduft p,(z) auf R, eine geschlossene Kurve, 
die die Punkte p, (z) = p, (C) und pz (z) = Pg (Co) vermeidet, so verdndert sich 
N (, 2) additiv um ein ganzes Vielfaches von 2 xi. 


4) Wird pz (z) + Ps (Cg) festgehalten und durchlduft p, (C) auf R, eine ge- 
schlossene Kurve, die p, (C) = P_(z) vermeidet. so verdndert sich N (C,z 
additiv um ein Integral 1. Gattung in = auf §,. 

Wir nennen N (f, =) ein Integral 3. Gattung auf &. 


Beweis: Es seien G,, v = 1, 2,... Polygongebiete, die ® normal ausschépfen 
und simtlich den Punkt p, (¢,) enthalten. Wir wahlen in ® ein System doppel- 
punktfreier, geschlossener Kurven ©,, p = 1, 2, ..., als eindimensionale Ho- 
mologiebasis in R, derart, daB G,, ..., G, k, Sk,,,, jeweils eine eind. Ho- 
mologiebasis in @, darstellen. Ferner mégen alle ©, den Punkt pz, (C,) ent- 
halten. Sei nun A, (€, z) eine dem Gebiet G, gema8 Satz 3 zugeordnete Ele- 
mentartunktion. Wir bilden 

m() 
N,(@. 2) = [ 4,@, 2) a8. 
Ps (Co) 

V,(, 2) hat in G,, x G,, die Eigenschaften 1) bis 4) unseres Satzes. Die 

Periodizititsmoduln in bezug auf die Variable € sind durch 


PO(:) = f A,G,<) dé 


geyeben. 
Dies sind Integrale 1. Gattung in G, mit ganzzahligen Vielfachen von 2 i 
als Periodizitaétsmoduln. 


Die Differenz 
», (0) 


DG.) - N,.,G2)—N,C. 2 = J {A,.,(E,2) — 4,(E, 2} dé 
Pa (Ce) 
stellt eine in @,. « G,, uneingeschrankt regular fortsetzbate Funktion dar. 
In bezug auf = ist V,(C, =) eindeutig und in bezug avf f ein Integral 1. Gattung 
‘mit den Periodizitatsmoduln 


QM (2) = f {4,21 E 2) — A, 2)} dB = PET (2) — PP (2). 
e 


e 
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Q° (z) ist eine in G, regulire eindeutige Funktion. Daher besitzen P+» (z) 
und P®)(z) in G, die gleichen Periodizitétsmoduln. Wir bilden nun auf der 
Gesamtflache ® Integrale 1. Gattung S, (z), deren Periodizititsmoduln a, 
wir folgendermaBen festlegen: In @, mégen die «, mit den Periodizitats- 
moduln von P) (z) iibereinstimmen, allgemein in ©, mit denen von P®) (z). 
Solche Integrale existieren nach Satz 10. Nach dem gleichen Satze gibt es auf 
# zu jedem p ein spezielles Integral 1. Gattung J, (C), derart, daB der Periodizi- 
tatsmodul in bezug auf ©, gleich 1 ist und alle anderen Periodizitatsmoduln 
verschwinden. 

Wir setzen 


k, 
N, G2) =, 2)— DJ, ©) {PO (2) —S, (2)}. 


e=i 


Da die P® (z)—S,(z) in G, eindeutig sind, stellt N,(C, 2) in) G, x G, 
ebenfalls eine Funktion mit den Eigenschaften 1) bis 4) unseres Satzes dar; 
ihr Periodizitatsmodul in bezug auf ©, ist identisch mit S, (z). Die Differenz 


k, 
D, ©, 2) = N,41 G2) —N,€, 2) = D, G2) — DI, © QO (2) — 
e=1 
Ry41 
— he FM OS.) 


ist in G,, x @,, regulaér und eindeutig. (Es mégen jeweils bestimmte Zweige 
der rechts vorkommenden mehrdeutigen Funktionen zugrunde gelegt sein.) 

Wir wahlen eine Folge positiver Zahlen ¢, mit konvergenter Summe. Nach 
Satz 9 14Bt sich jede Funktion D, (C, z) im Innern von G,, x G,, gleichmabig 
durch Funktionen approximieren, die in R, x §R, regular und eindeutig sind. 
Wir bestimmen zu D, ((, z) jeweils eine in R, x R, regulare und eindeutige 
Funktion h, (C, z), 80 daB in G,_,. x G,_,, gilt 


| D, , z)—h, (G, 2) | <6, v = 1. 
(Es sei noch speziell @, ein ganz im Innern von @, gelegenes Gebiet.) Sodann 
betrachten wir die Reihe 
Ny &, 2) +{D, ©, 2) — hy €, 2} +--+ + (DC, 2-4, +-- 


Diese Reihe konvergiert in jedem @,, x ©, nach Abtrennung von jeweils 

endlich vielen Gliedern absolut und gleichmaBig. Sie stellt also in R, = R, 

eine analytische Funktion N (€, z) dar, die dort gem48 ihrer Konstruktion die 

in unserem Satz angegebenen Eigenschaften hat. Damit ist Satz 11 bewiesen. 
Die Verallgemeinerung von Satz 2 ergibt sich nun unmittelbar: 
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Satz 12: Sei R eine nichtgeschlossene Riemannsche Fliche. Dann existiert 
in R, x R, eine Elementarfunktion 1. Ordnung A (C, z) mit folgenden Eigen- 
schaften : 

1) A (C, 2) ist in R, x R, meromorph und eindeutig. 

2) Sind t,t die den Punkten p, (C'), P_ (z') von R zugeordneten ortsuniformi- 

sierenden Parameter, so ist in einer Umgebung von p(C', z') =: p,(C') X pglz’): 

A€,2) 4 =—*_ + R(x, falls pC’) = pa (2); 


c-—6 
A€, 2) $2 = S(x,2), falls pC’) + P4 (2). 


Dabei bedeuten jeweils R(x, t), S(x,t) in einer Umgebung von (x, t) = (0,0) 
reguldre Funktionen. 


Beweis: Wir gehen von einem Integral 3. Gattung N (C, z) avf R mit den 
in Satz 13 angegebenen Eigenschaften aus und bilden 


é 
AE, 2) > a NG. 
A (C, z) hat die geforderten Eigenschaften. 


§ 7. Meromorphe Approximation reguliérer Funktionen. 


Wir kénnen nun die Ergebnisse iiber Approximierbarkeit von Funktionen 
in vorgegebenen Bereichen durch Funktionen umfassender Bereiche erweitern, 
und zwar wollen wir zulassen, daB die approximierenden Funktionen Pole 
aufweisen. 

Dann gilt: 


Satz 13 (2. Approximationssatz): Sei 8 Teilbereich des in der nicht- 
geschlossenen Riemannschen Flache ® gelegenen Bereichs 8:8 (C ® C KR. Dann ist 
jede in ® reguldre und eindeutige Funktion f(z) im Innern von ® gleichmafig 
durch in 8 meromorphe und eindeutige Funktionen approximierbar, die jeweils 
héchstens endlich viele Pole auf dem Rande von B aufweisen. 


Beweis: Wir schépfen 8 durch eine Folge von ausgezeichneten Polygon- 
bereichen %, normal aus. Der Satz ist bewiesen, wenn gezeigt ist, dab es zu 
jedem ¢> 0 stets eine in 8 meromorphe und eindeutige Funktion g, (z) mit 
hichstens endlich vielen Polstellen auf dem Rande von % gibt, so daB in 8 


gilt 


v1 


| f(z) —g, (2) | <e. 
‘In 8, gilt nun 


fay= st ff 1M 4G at. 


Rd®8, 
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Dabei ist A (C, z) eine auf ® erklarte Elementarfunktion mit den in Satz 12 
angegebenen Eigenschaften. Wir approximieren das Integral durch eine Rie- 
mannsche Summe, so da8 in B,_, gilt: 


1 — Far Dy 1G) ACen) Gi —Bd |< $, 
hierin sind p(C,) Punkte auf dem Rande von %,. Die Funktionen 


en) = a> 1G) AR 2) Grr —%) 


werden sodann durch in 8 meromorphe und eindeutige Funktionen approxi- 
miert. Dies erfolgt auf verschiedene Weise, je nachdem auf welchem Rand- 
kontinuum von %, der Punkt p(€,) liegt. 


®, besitzt méglicherweise Randkontinua, die in 8 — B, beranden. Es sei 
G,, ... ©, ein maximales System solcher Randkurven, und @,,..., G, seien 
die von ihnen berandeten Gebiete (die also Teilgebiete von $ — 8, sind). Die 
ibrigen Randkurven von 8, seien mit Gf, ..., ©, bezeichnet. SchlieBlich sei 
$,.der Polygonbereich, der aus 8, dadurch entsteht, daB die Gebiete G,, ..., 
G,, nebst Randern zu 8, hinzugefiigt werden. Liegt nun p(C,) auf einem Gf, 
so ist 





92) = sar 1G) AG?) Corr by) 


eine in %, regulare Funktion. %, ist relativ zu $ einfach zusammenhangend, 
also kann ¢,(z) durch in $ regulare und eindeutige Funktionen gleichmaBig 
im Innern von §, approximiert werden. Wir setzen noch 


p(z) = 3” 9, (2), 


dabei ist summiert iiber alle p, fiir die p(C,) auf einem €} liegt. Dann kiénnen 
wir also eine in $ regulare und eindeutige Funktion h(z) wahlen, so daB in 
B,_, gilt: 

|e)—h) |<. 


Liegt p(C,) auf einem €,, so wird 9,(z) abnlich wie im Beweise von Satz 5 
nach Art der Rungeschen Polverschiebung approximiert durch eine in » mero- 
morphe und eindeutige Funktion, die eine einzige Polstelle auf dem Rande von 
® hat: €, gehére zum Rand von @,. Im Innern von ©, liegt mindestens ein 
Randpunkt von %, denn sonst besé8e , Randkontinua, die schon in 8 — 8, 
berandeten, vas der Eigenschaft von %, als Element einer 8 normal aus- 
schdpfenden Bereichsfolge widersprache. Wir greifen einen solchen Randpunkt 
p von ® heraus und verbinden ihn mit p(C,) innerhalb ©, durch ein Kurven- 
stiick 3, das, bis eventuell auf p, keine Verzweigungspunkte und unendlich 
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fernen Punkte enthalt. Ist nun p selbst nicht Verzweigungspunkt oder unend- 
lich ferner Punkt, so kann 9, (z) genau wie im Beweise von Satz 5 approximiert 
werden durch eine Funktion h,(z), die in p eine Polstelle aufweist und sonst 
in $ regular und eindeutig ist; wir wahlen h, (z) so, da8 in B,_, gilt 


| e,(2) —h, (2) |< 


dabei sei n die Anzahl der p (C,), die auf einem ©, liegen. Eine solche Funktion 
h,(z) existiert auch dann, wenn p ein unendlich ferner Nichtverzweigungs- 
punkt ist, da wir diesen Fall durch eine lineare Transformation, die p ins End- 
liche und keinen Punkt von %, ins Unendliche abbildet, auf den soeben behan- 
delten zuriickfiihren kénnen. Ist schlieBlich p Verzweigungspunkt, so wird 
?,(z) zunachst wieder genau wie im Beweise von Satz 5 nach Art der Runge- 
schen Polverschiebung approximiert durch eine Funktion h¥(z), die eine 
einzige Polstelle p* in der Nachbarschaft von p besitzt und sonst in § regular 
und eindeutig ist. Es sei in 8,_,: 


|p, (2) —A& (2) | < tx ‘ 


Sodann bilden wir die Riemannsche Flache ® auf eine weitere Riemannsche 
Flache so ab, daB § in einen gewdhnlichen endlichen Punkt iibergeht. (Die 
Méglichkeit einer solchen Abbildung wird weiter unten nachgewiesen.) Wir 
denken uns p* so dicht bei p gewahit daB bei dieser Abbildung auch p* und 
alle Punkte auf J, zwischen p* und ) in gewohnliche endliche Punkte iber- 
gehen. Nach der Abbildung kann wiederum das Polverschiebungsverfahren 
aus dem Beweis zu Satz 5 angewandt werden: Wir ersetzen h* (z) durch eine 
Funktion h, (2), die allein in p eine Polstelle hat und sonst in $ eindeutig und 
regular ist, so daB in %,_, gilt: 


| AE (2) —h, (2) |< =. 
In jedem Falle gilt also in 8, _,: 


€ 
le, (2) —h, (2) |< ze 
Setzen wir nun: 


$2) = DS" 1G) AG) Crus — 5) 


2Qni 





und 


H(z) = Sh, (2), 


wo iiber alle  summiert ist, fiir die p(C,) auf einem 6, liegt, so haben wir in 
B 


r=—1° 


lp) —H@)|<§. 
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1 


PA +9Q) = ss DIE) AC.) Cor —h) 





und in B,_, gilt: 
1f—-@M+4¥@)I<F, 


Ile @+¥@)—h@+H@)| <5, 
so gilt in 8, _,: 
| f(z) —(h(@) + H@) | <e. 


Wir setzen: 
&,(z) = h(z) + H (2). 


g, (2) ist in 8 meromorph und eindeutig und besitzt lediglich héchstens 
endlich viele Pole auf dem Rande von &. g, (z) ist also eine gesuchte Funktion. 


Es bleibt noch die Méglichkeit der im Beweise benutzten Abbildung nach- 
zuweisen. 


Hilfssatz 2: Eine nichtgeschlossene Riemannsche Flaiche kann so auf 
eine Riemannsche Flache ®' analytisch abgebildet werden, daB ein vorgegebener 
Verzweigungspunkt p in einen gewdhnlichen endlichen Punkt iibergeht. 


Beweis: p kann als Punkt im Endlichen angenommen werden, eventuell ist 
noch eine lineare Transformation auszufiihren. Die Verzweigungsordnung von 
R in p sei v—1> 0. Wir konstruieren zunichst eine in R eindeutige und mero- 
morphe Funktion, die in p genau in (v—1). Ordnung verzweigt ist und dort 
endlich bleibt. Eine solche Funktion f(z) gewinnen wir auf folgende Weise: 
Wir legen in einer Umgebung von p eine v-fach gewundene Kreisscheibe & 
mit p als Mittelpunkt fest. In & wahlen wir v schlichte Kreisscheiben &,,..., &,, 
die alle der gleichen Kreisscheibe &* in der schlichten Ebene iiberlagert sind. 
Im Innern jedes &, wird weiter je ein Punkt p (z) =p (C,) festgelegt, jedoch 
so, daB nicht zwei dieser Punkte einander iiberlagert sind. Wir bilden dann 


f(z) =A, 2) + AG, 2) + °° +A, 2), 


wobei A (C,z) eine § zugeordnete Elementarfunktion ist. f(z) hat die ge- 
wiinschte Eigenschaft. In einer Umgebung von p ist 


f(z) = b C; [« _ «wt 


(p sei dem Punkt z = z der schlichten Ebene iiberlagert). 
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Sei nun j, der kleinste Index = 0 mod v in der angegebenen Entwicklung 
von f(z), fiir den C; + 0 ist, ein solches j, existiert, da f(z) in p die Verzwei- 
gungsordnung v — 1 hat. Es sei etwa 


Jo=Kevtp. Op. 
Wir bilden 


s f(z) = f™ (2). 


In einer Umgebung von » ist 


# 
{™ (2) =dy +d, (z—a)" +-"*, a, +0. 


Wir betrachten die durch f” (z) vermittelte Abbildung. ® gehe in eine Rie- - 
mannsche Flache R* iiber und p in p*. Der Bildpunkt p* ist auf R* endlicher 
Punkt und besitzt die Verzweigungsordnung p — 1 < v—414. Ist noch p> 1, 
so wird das beschriebene Verfahren wiederholt. Nach endlich vielen Schritten 
kommt man schlieBlich zu einer Bildflache ®’, auf der der Bildpunkt von p 
gewohnlicher endlicher Punkt ist.-Damit ist der Hilfssatz und Satz 13 vdllig 
bewiesen. 

Aus dem Beweise von Satz 13 ergibt sich, da8 diejenigen Punkte auf dem 
Rande von %, in denen die Funktionen einer Approximationsfolge Pole auf- 
weisen kénnen, nicht abhdéngen von der approximierten Funktion. Vielmehr 
gilt folgender 


Zusatz zu Satz 13: Auf dem Rande von © lassen sich stets héchstens abzahl- 
bar viele Punkte so festlegen, daB jede in B vorgegebene reguldre eindeutige Funk- 
tion im Innern von ® durch solche in $ meromorphen eindeutigen Funktionen 
gleichmaBig approzimierbar ist, die héchstens in jeweils endlich vielen dieser 
Punkte Pole aufweisen. 

Satz 13 enthalt eine Aussage iiber die Méglichkeit, verschiedene analytische 
Funktionen gleichzeitig zu approximieren. Wir betrachten eine héchstens ab- 
zihlbare Menge nichtkonstanter analytischer Funktionen /, (z). Die Regu- 
laritatsbereiche der f, (z) sind wohlbestimmte nichtgeschlossene Riemannsche 
Flachen ®,,. Sind nun die R, zugleich in eine einzige Riemannsche Flache R 
punktfremd einbettbar, so besagt Satz 13: Es gibt eine Folge von in ® ein- 
deutigen meromorphen Funktionen g, (z), die jede Funktion /, (z) im Innern 
ihres Regularitaétsbereiches R,, gleichm&Big approximieren. 

Aber auch wenn die ®, nicht zugleich in eine umfassende Riemannsche 
Flache ® einbetthar sind, gilt eine entsprechende Aussage. Wir denken uns 
jedes R, normal ausgeschépft durch je eine Folge om von Polygongebieten. 
Sodann betten wir fir jedes k die Polygongebiete Gf”, Gf”, .... Gf in 








Entwicklung analytischer Funktionen auf Riemannschen Flachen. 4614 


eine nichtgeschlossene Riemannsche Flache {f, punktfremd ein; ft, kann als 
punktierte algebraische Flache gewahit werden. Nach Satz 13 gibt es zu vor- 
gegebenem ¢, > 0 eine in ft, eindeutige und meromorphe Funktion g, (2), 
derart, daB 


| fn (2) — gy (2) |< & in @,, n=1,2,...,k. 


Wir wahlen eine Folge positiver ¢, mit lim ¢, = 0 und bestimmen zu jedem k 
wie angegeben eine Funktion g,(z). Die Funktionen g,(z) haben wiederum 
die, Eigenschaft, daB sie jede Funktion /,,(z) im Innern ihres Regularitats- 
bereiches ®,, gleichmaBig approximieren. Nur kann i. a. nicht ein gemeinsames 
Existenzgebiet fiir die g,(z) angegeben werden. 

Wir fassen dieses Ergebnis zusammen zu 


Satz 14: Gegeben sei eine abzdhlbare Menge analytischer Funktionen f, (z). 
Dann gibt es eine Folge analytischer Funktionen g,(z), derart, dap jede Funktion 
f,(z) im Innern ihres Regularitdtsgebietes durch die g,(z) gleichmaBig mero- 
morph approzimiert wird, wobei jeweils ein bestimmter Zweig jeder Funktion 
&, (2) auszuwdahlen ist. 


(Eingegangen am 10. August 1943.) 








Minimumeigenschaften n-dimensionaler Wiirfel. 


Von 
Ricwarp Batpvusf in Miinchen. 


Herrn C. Carathéodory zur Vollendung des 70. Lebensjahres. 


Mittels J. Srerners Viergelenkverfahren 148t sich bekanntlich in der Ebene 
die isoperimetrische Eigenschaft des Kreises beweisen, wenn man STEINERs 
Betrachtungen erginzt, was in verschiedenen Weisen méglich ist*). Dabei 
kommt man mit ziemlich einfachen Hilfsmitteln aus. In einer groBen Abhand- 
lung hat E. Scumipt im n-dimensionalen Euklidischen Raum R,, das isoperi- 
metrische Problem geldst, allerdings naturgem4é8 mit wesentlich héheren 
Hilfsmitteln*). 


Die hier folgenden Ausfiihrungen gelten den viel einfacheren Fragen nach 
Minimumeigenschaften der Quadrate unter den ebenen Vierecken, der Wiirfel 
unter den Parallelepipeden, der Uberwiirfel unter den Parallelotopen*) im 
Euklidischen R,,. Dafiir geniigen wieder elementare Hilfsmittel; dabei kann 
man auch die Frage beantworten, die bei der Kugel kein Analogon hat, ob 
der Uberwiirfel im A, unter allen inhaltsgleichen n-dimensionalen Spaten 
nicht nur die kleinste Summe der begrenzenden (n —1)-dimensionalen Wiirfel, 


1) Vgl. Ever, E.: Vervollstandigung der Sternerschen elementargeometrischen 
Beweise fiir den Satz, daB der Kreis gréBeren Flacheninhalt besitzt, als jede andere 
ebene Figur gleich groBen Umfanges. Gétt. Nachr. 1882,73-80; ferner CanaTHEODORY, 
C. und E. Stupy: Zwei Beweise des Satzes, da8 der Kreis unter allen Figuren glei- 
chen Umfanges den gréBten Inhalt hat. Math. Annalen 68, 133-140 (1910). Siehe 
auch das bekannte Buch von Biascuxe, W.: Kreis und Kugel, 169 §8., Leipzig 1916; 
auf den vielseitigen Anteil von Canatntopory, C. an diesen Betrachtungen ist dort 
auf 8. 168 verwiesen. 


*) Scumipt, E.: Uber das isoperimetrische Problem im Raum von n-Dimensionen. 
Math. Z. 44, 689-788 (1939); vgl. dazu das Referat von CaratHtopory, C.: Zbl. 
Math. 20, 373-374 (1939). In spateren Abhandlungen hat E. Scumint seine Unter- 
suchungen auf den n-dimensionalen spharischen Raum sowie auf den Raum kon- 
stanter negativer Kriimmung ausgedehnt. Der Titel einer neuen Abhandlung- von 
E. Scumipt hieriiber, aie auch die Ergebnisse der soeben angefiihrten aus Math. Z. 
44 als Spezialfalle enthalt, lautet ,,Uber eine neue Methode zur Behandlung einer 
Klasse isoperimetrischer Aufgaben im GroBen“. Math. Z. 47, 489-642 (1942). 


5) In neuerdings viel gebrauchter Weise sagen wir statt (3-dimensionales) Parallel- 
epiped ,,Spat“, statt n-dimensionales Parallelotop ,,n-dimensionaler Spat“, statt 
rechtwinkliges Parallelepiped ,,Quader“; der Ausdruck ,,Kiste“ fir den letzten Fall 
(vgl. Scnoute, P. H.: Mehrdimensionale Geometrie, II. Die Polytope, Leipzig 1905, 
326 S., insbes. 8. 93ff.) hat sich nicht eingefiihrt. 
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sondern auch der Kanten, aus diesen gebildeten Quadrate, 3-dimensionalen 
Wiirfel, . . ., (n—2)-dimensionalen Wiirfel hat*). 


§ 4. 
Die Ebene. 


1. Zunachst soll vom R, die Rede sein, d. h. von der Ebene. Es gilt der be- 
kannte Satz: Unter allen Dreiecken gegebener Grundlinie und Hoéhe hat das 
gleichschenklige den kleinsten Umfang. Das ergibt sich ohne weiteres durch 
Spiegelung des einen Basisendpunktes an der durch die Spitze gelegten Par- 
allelen zur Basis und Verbindung dieses Spiegelpunktes mit dem anderen Basis- 
endpunkte'). 

Es sei ein nicht-iiberschlagenes*) Viereck V,,, ohne einspringende Ecke 
gegeben, das keine Raute ist. Die beiden durch eine Diagonale bestimmten 
Teildreiecke verwandelt man nach dem soeben genannten Satz in gleich- 
schenklige Dreiecke, dann ist die Verbindungsgerade von deren Spitzen ge- 
meinsame Grundlinie von zwei (spiegelbildlich) kongruenten Dreiecken, auf 
die man wieder den oben kursiv gedruckten Satz anwendet’). Damit ist Vi., 
in eine inhaltsgleiche Raute mit kleinerem Umfang verwandelt. Hat das ur- 
spriingliche Viereck eine einspringende Ecke, dann spiegelt man diese Ecke 
an der auBerhalb des Vierecks verlaufenden Diagonalen, wihrend man die 
iibrigen Ecken unverandert la8t, erhalt damit ein Viereck, das gréBeren Inhalt 
als das urspriingliche und gleichen Umfang hat, und bekommt durch pro- 
portionale Verkleinerung aus diesem Viereck eines, das gleichen Inhalt wie 
das urspriingliche und kleineren Umfang hat. Mit diesem verfahrt man wie 
soeben mit V,) und erhalt wieder eine Raute. Da ferner ein Quadrat gleicher 
Seitenlange wie die Raute gréBeren Inhalt hat. daher ein der Raute inhalts- 
gleiches kleineren Umfang, ist damit gezeigt : 


Satz 1. Unter allen inhaltsgleichen ebenen, nicht-iiberschlagenen Vierecken 
hat das Quadrat den kieinsten Umfang. 


Selbstverstandlich kann man Satz 1 auch in der Form aussprechen: Unter 
allen umfangsgleichen Vierecken hat das Quadrat den gréBten Inhalt. 


4) DenFall von 3 Dimensionen hat der Verfasser schon friiher behandelt ,,Elemen- 
tare Lésung einiger einfacher Fragen tiber Maxima und Minima“. Z. mathem.- 
naturw. Unterr. LX XI 1940, 30-36 u. 51-60, weiterhin kurz bezeichnet mit ,,E. L.“; 
doch ist dort der Beweis umstandlicher, der Wirfel nur mit dem Quader verglichen, 
so daB wesentliche Teile der vorliegenden Arbeit fehlen, namlich die Heranziehung 
der Spate und die Ausdehnung der Betrachtungen auf den Ry fir n > 3. 

5) ,,E. L.“, Nr. 9, vgl. Anm. 4. 

*) Nur davon ist weiterhin die Rede, der Zusatz ,,nicht-iiberschlagen“ wird im 
folgenden meist weggelassen werden. 

7) So auch in ,,E. L.“, Nr. 10. 
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§ 2. 
Der 3-dimensionale Wiirfel. 


2. In der Ebene ¢ sei ein Parallelogramm P,,, gegeben, A,,..., A,°), das 
kein Rechteck ist. Unter Erhaltung der Grundlinie A, A, verwandelt man es 
in ein inhaltsgleiches Rechteck Q,,, mit den Ecken B, = A, B, = Ay; Bs, B,, 
dann hat Q,,) gréBeren Umfang als P,,). 

Es sei im 3-dimensionalen Raum A, ein Parallelepiped (Spat) P,,, das 
kein Quader ist, mit der Grundflache P,,, gegeben und mit der Deckflache 
Ag,..-, Ag®) in e’; de> senkrechte Abstand zwischen ¢ und e’ sei h. Uber Qi) 
errichtet man den Quader Q,, mit den Eckpunkten B,,.:., Bg in e’. Man 
erkennt ohne weiteres, daB jede Kante von P,,) mindestens so lang ist wie die 
mit denselben Indizes bezeichnete Kante von Q,,). Jede der 4 Seitenflachen 
des Spates hat in ¢ eine Grundlinie, die mindestens so groB ist wie die mit den 
gleichen Indizes bezeichnete Kante von Qj,), und eine Héhe mindestens von 
der Lange h; daher ist jede dieser seitlichen Spatflachen mindestens so gro8 
wie die zu denselben Indizes gehérende Quaderflache. Demnach gilt der 


Satz 2. Man kann zu einem gegebenen Spat, der kein Quader ist, einen inhalts- 
gleichen Quader angeben, der eine kleinere Oberflache und eine kleinere Kanten- 
summe als der Spat hat. 


3. Es sei nun ein Quader Q,,, mit den Kantenlangen 
(2, 4) u12%2%s 


gegeben. Er sei kein Wiirfel, d.h. es gelten nicht beide Gleichheitszeichen. 
Man verwandelt, wenn nicht das erste Gleichheitszeichen gilt, das Rechteck 
mit den Seiten 9;, g, in ein inhaltsgleiches Quadrat von der Seitenlange q¢ 


(2, 2) 1% = 9%, 


(2, 3) q> 4: 
dann ist nach Satz 1 von Nr. 1 


(2, 4) 1 + %> 2¢. 


Uber dem Quadrat errichtet man mit der Hohe g, einen Quader Q/,) [der Qs) 





*) Die Eckpunkte folgen, wie iblich, auf dem Umfang in der Reihenfolge A,,..., 
Ag, A; aufeinander. 
*) A,undA,,, =1,...,4sind Endpunkte je einer Kante, ebenso anschlieBend 


B, und B,.,. 


10) In den Nummern der (Un-) Gleichungen gibt in bekannter Weise die Zahl vor 
dem Komma den Paragraphen an, die Zahl hinter dem Komma die Nummer der 
(Un-) Gleichung in diesem Paragraphen. 
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inhaltegleich ist). Fir die Kantensummen von Q,,) und Q,) findet man unter 
Beriicksichtigung von (2, 4) 


(2, 5) 4 (9; + 9) + 4q3> 89 + 495 
und fiir die Oberflachen wegen (2, 2) und (2, 4) 
(2, 6) 29192 + 293 (91 + 92) > 29° + 4995. 


Qs) hat demnach eine gré8ere Kantensumme und Oberfliche als Qj... Nun 
verwandelt man Q,) in einen inhaltsgleichen Wirfel W,,, von der Kanten- 
lange w, 


(2, 7) wags 

Wegen (2, 3) und (2, 1) ist g > g, und daher zufolge (2, 7) 

(2, 8) q=w+d>0, q,=w—e>0, d>0, e>0, 
w 

(2, 9) a e--$ = Bs 


Der Vergleich der Kantensummen von Qj, und Wy liefert vermége (2, 8) 
und (2, 9) 


aa w* ue a 
(2, 10) 8q + 4g, =8 (w + 0) + 4 ae = 12w +8 Ce > tly 
und der Vergleich der Oberflachen, ebenfalls wegen (2, 8) und (2, 9). 
w 
(2, 44) 2q° + 4993= 2 (w + 0 + 4(w + 0)- Sa = 
=6u2+ 29 SBT? & 6 yt. 


+8 

FaBt man (2,5) und (2,10) zusammen, sowie (2,6) und (2, 11), dann folgt 
daraus, daB der Wiirfel unter allen inhaltsgleichen Quadern die kleinste Kanten- 
summe und Oberflache hat. Nimmt man dazu den Satz 2, dann ist damit gezeigt 

Satz 3. Der Wiirfel hat unter allen inhaltsgleichen Parallelepipeden (Spaten) 
die kleinste Kantensumme und die kleinste Oberflache. 

Diesen Satz kann man ohne weitere’ in zweierlei Weisen umkehren: Unter 
allen Parallelepipeden mit gleicher Kantensumme hat der Wiirfel den gréBten 
Inhalt, ebenso unter allen Parallelepipeden mit gleicher Oberflache. 


4. Satz 3 vergleicht die Kantensummen mit den Inhalten, jedoch nicht die 
Kantensummen mit den Oberflachen. Dies soll jetzt geschehen, allerdings nur 
fir Wirfel und Quader. ew sei wieder die Kantenlange des Wiirfels, die Kanten- 
langen des (nicht wirfelformigen) Quaders seien, in Ubereinstimmung mit (2, 1) 





Mathematische Annalen 120 0 








466 Ricwarp Batpus ft: 

(2,12) 9, =9 +, I Is =%—8, «20, BDO, a + BDO. 
Wiirfel und Quader mégen die gleiche Summe der Kantenlangen haben, 
(2, 13) = 








Die Differenz aus den Oberflachen des Wiirfels und des Quaders ist, wie man 
sofort vermdge (2, 12) und (2, 13) berechnet, 


= (a — B)* + 2a8 > 0, d.h. 


Satz 4. Unter allen Quadern mit gleicher Kantensumme hat der Wiirfel die 
gréBte Oberflache. 

Die Umkehrung dieses Satzes liefert, mit einem Teil der Umkehrung von 
Satz 3 zusammengehalten, den 


Satz 5. Unter allen Quadern mit gleicher Oberflache hat der Wiirfel die kleinste 
Kantensumme und den gréBten Inhalt. 


§ 3. 
Der n-dimensionale Raum. 


5. Es soll nun das Ergebnis des im vorigen Paragraphen bewiesenen Satzes 3 
far den n-dimensionalen (Euklidischen) Raum R,, verallgemeinert werden. Wie 
man von der Strecke zum Parallelogramm, vom Parallelogramm zum Spat 
kommt, so kann man sich einen n-dimensionalen Spat P,,, im R, dadurch 
entstanden denken, da8 in einem A, __, ein P,,__,) vorliegt und dieser in einer 
nicht im R,__, enthaltenen Richtung ein Stiick parallel in eine Endlage P,_,) 
verschoben wird. Die Strecken, welche die Eckpunkte von P,,,__,) dabei be- 
schreiben, sind Kanten von P,,), ferner die Kanten von P,,_, und Pi. 1; 
die Parallellogramme, welche die Kanten von P,,,_,) beschreiben, sind die 
Parallelogramme von P,,,"), dazu die Parallelogramme, welche die Flachen 
von P,,_.,, und Pi,_,) bilden usf. 


P) hat demnach 2" Ecken, von jeder Ecke gehen n Kanten aus, jede 
Kante verbindet zwei Ecken, demnach sind es 2"~ - n Kanten. Je zwei Kanten, 
die von einer Ecke ausgehen, bestimmen ein Parallelogramm, das vier Ecken 
hat, demnach hat der Spat P,. im ganzen 2"—*- (3) Parallelogramme usf. 
Daraus folgt der 


4) Die Kanten von Pi) werden von Eckpunkten begrenzt, ae ae 
von diesen Kanten, die 3-dimensionalen = gn Aer ting Parallelogrammen 

Der Zusatz ,,begrenzend“ bei diesen Punkten, Strecken ieedhinaeainn ete. wnt 
hier und meistens auch weiterhin weggelassen. 
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Satz 6. Ein n-dimensionaler Spat P. hat 2" Ecken und 2"— - (°) v-ddimen- 
sionale Spate P., v =1,2,..., n™). Je 2"—” von diesen P,,, sind einander 
parallel; von jeder Ecke von Pew gehen (° n) Spate P.,, aus, jeder andere P.,, ist 
einem von diesen letzten parallel. 


6. Es sei ein P,,), der kein Uberquader ist, im R, gegeben. Man greift einen 
seiner (n — 1)-dimensionalen Spate heraus, es sei dies P,,,__,)"*); dann kann 
man sich Nr. 5 zufolge Pon) eager entstanden denken, da8 man P,,__,) um 
ein Stiick p, parallel in eine Lage P,, (n—1) Verschiebt. Die zwei (n — 1)-dimen- 


sionalen Riume von P,,__,, und Pi, mégen einen senkrechten Abstand h 
voneinander haben, 


(3, 4) | Pn = h. 


Es st: >'{,—1) die Kantensumme von P,,,__,), ferner >’, 1) die Oberflaichen- 
summe von dessen Parallelogrammen, >}, __,) die Inhaltssumme von dessen 
3-dimensionalen Spaten usw., 5%,—, der Inhalt von P,,__,). Ein Quader Qn —1) 
sei mit P,,_,) inhaltsgleich, d.h. es sei Ty—’,, = > %,—', dagegen seien die 
iibrigen Summen dieses Quaders, Tin), Tén—1)>+++: Tymaty Kleiner als die 
erltsprechenden GréBen 5%, 1),---» D qu—1) VOR ie ein Beispiel dafiir lie- 
fert fiir n — 1 = 3 der Satz 3 von Nr. 3. Es sei also 


(3,2) Dym—1y > Ta—y ¥ = 1,2, ---) M23 Diy = Man 


Die Kantensumme von P,,) setzt sich zusammen aus der Zahl der Kanten 
von Py) und von Pi, _,) sowie der Zahl 2"—* der durch die Verschiebung 
entstandenen Kanten von der Lange p,,, welche nach Beginn dieser Nummer 
von den Ecken von P,,_,, ausgehen. Es mégen nun entsprechend fiir P,,, 
die Bezeichnungen 5%), v = 1, 2,..., ” gebraucht werden. 

Indem man Q,,_,, wm das Stiick h (Anfang dieser Nummer) paralle) ver- 
schiebt, erhalt man einen Quader Q,,), fiir den die P,,, entsprechenden Be- 


zeichnungen Tj,), v= 1,2,..., ” seien. Fir P,,) und Q,) gilt nun, unter 
Beriicksichtigung von (3, 1), (3, 2) und Satz 6 
Dm) = Tn) ? 


2m we 22 %m—1 +2—*-p, > 2Tin—1) +h- = Tony + 
am> 2d %n—1 th Diy > 2M ay +A Tay = Ten ¥ = 2,3,--- 4. 


18) Der 1-dimensionale Spat ist eine Strecke, der 2-dimensionale ein Parallelo- 
gramm. Das gilt auch weiterhin. 

18) Pa 1) Sei kein Uberquader, da sich sonst der zu beweisende Satz noch leichter, 
namlich ohne die Zwischenbetrachtungen von Nr. 6, ergibt. Weil P,,.. kein Uber- 
quader ist, gibt es sicher P,,,_ ,), die nicht Uberquader sind. 
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(3, 2) vorausgesetzt, gilt demnach 


(3, 3) Dw > Tay ¥ =1,2,..., n—1i; Dm = Te: 


Da nun, wie erwahnt, die Formeln (3, 2) fiir den Fall n —1 =3 in Nr. 2, 
Satz 2 bewiesen sind, gelten auch die Formeln (3, 3) fiir n = 4 usw.. durch 
volistandige Induktion. Daher gilt der 


Satz 7. Im R,, sei ein nicht quaderformiger Uberspat gegeben mit der Kanten- 
summe S"t,), der Oberflachensumme 5%, der Parallelogramme, der Inhaltssumme 
Dw der 3-dimensionalen Spate, ..., dem (n-dimensionalen) Inhalt 3%). Man 
kann dann im R,, einen n-dimensionalen Uberquader finden, der dem Uberspat 
inhaltsgleich ist, wahrend er geringere Summe der Kanten, Flachensumme der 
Rechtecke, ..., Inhaltssumme der (n—1)-dimensionalen Uberquader hat; d. h., 
wenn Ti, die entsprechende Grofe beim Uberquader bezeichnet wie S*,,. beim 
Oberspat: Thy = Dim Tiny <DLey ¥ = 1,2, ---, m—1. 

7. Im R,, hat unter allen inhaltsgleichen n-dimensionalen Uberquadern der 
n-dimensionale Uberwiirfel die kleinste Summe der v-dimensionalen Quader, 
vy =1,2,..., m—41. Das soll nun als nichstes bewiesen werden, und zwar 
mittels vollstandiger Induktion. Fiir den R, ist der Anfangssatz dieser Nummer 
im Satz 3 von Nr. 3 enthalten. Es fehlt daher nur noch der Schlu8 von n auf 
n + 1, er soll jetzt durchgefiihrt werden. 

Es sei Q,, , , in Oberquader mit den Kantenlingen 


(3, 4) m1 2%] --» 2>9n41) 


der kein Uberwiirfel ist [d. h. es gelten in (3, 4) nicht alle n Gleichheitszeichen). 
Wenn in (3, 4) nicht die ersten n Gleichheitszeichen gelten, verwandelt man 
den Quader Q,,,, mit den Kantenlangen g, > 9, > ... 2 9, in einen inhalts- 
gleichen Wiirfel W,,, mit der Kantenlange q; 


(3, 5) gq” = 91° %2--+ In» 
(3, 4) zufolge ist dabei 
(3, 6) q > Gn: 


Da ferner der erste Satz dieser Nummer fiir n bewiesen sein soll, ergeben 
sich unter Beriicksichtigung von Nr. 5, Satz 6 folgende Ungleichungen durch 
Vérgleich der Summen der Kanten, der Flachen der begrenzenden Rechtecke, 
der Inhalte der begrenzenden Quader, ..., der (n—14)-dimensionalen Uber- 
quader von Q,,,) und W,,): : 


(3, 7) y eo ZZ &’&*:: Gor "a, 


Fas May - + oe My lh 
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Die Summe der Langen der Kanten, Inhalte der Rechtecke, Quader, ..., 
(n —1)-dimensionalen Uberquader von Q,, , ,) ist groBer als die von Q, . 1», 
denn es ist wegen der p-ten der Ungleichungen (3, 7) 


n+1 


(3,8) PH ged e ee > tI (Mee + 


Fy Maye 2 Pym 
+ Pt" (2 ee daa p=i1,2,...,n2—1, 


Man verwandelt Q,, , ,) in einen inhaltsgleichen Uberwiirfel W,, , ,, von der 
Kantenhinge w 


(3, 9) ; w*t? = 9"q,);. 
Wegen (3, 4) und (3, 6) ist dabei 
(3, 10) I> In+1° 


Aus (3, 9) und (3, 10) folgt 
(3, 44) gq=w+2>d, g4,=w—e>0, O>0, «>, 
und aus (3, 14) und (3, 9) ergibt sich 


wet+t 


(3, 12) In+1 = OES prey 


Die Summe der Inhalte der u-dimensionalen Quader von Q,, , ,) ist die rechte 
Seite der Ungleichungen (3, 8), und nach Nr. 5, Satz 6 erhalt man bei W,, , 
den Ausdruck 2"+—* ("+ *) w, Es ist daher-zu beweisen, daB dieser Aus- 


druck kleiner ist als die rechte Seite der Ungleichungen (3,8) mit dem- 
selben pw. Oder, indem man setzt 





a 1 nal i 
(3,13) SSREE + dng = AE = Ay p= 1,2, ..- RA; 


es soll gezeigt werden, daB A, > 0 ist. Unter Berticksichtigung von (3, 11) 
und (3, 12) findet man aus (3, 13) leicht 


A. a tA —w) (w+ at? + p-w***—(n + 1) oH (w+ 42 
" (w+ ant 3—* 





Der Nenner ist wegen (3, 11) positiv, daher kommt es fiir das Vorzeichen nur 
auf den Zahler Z, an. Zur einfacheren Berechnung fihrt man die Kanten- 
lange von W,,, , ,) als Einheit ein™), w = 4, und erhalt dann unschwer 


44) w und 8 sind Langen, der soeben angegebene Ausdruck fir A, muB nach (3, 18) 
die Dimension » haben. Um diese Kontrolle zu ermdglichen, wurde bisher noch nicht 
w = 1 gesetzt. 











470 Ricuarp Batpus ft: 


n—sp+1 





=) a woe toers [n(n —-1) ... (n—v + 2) — 

ans n+1 

—(n—p) (n—1—p)... 2—v + 2—p)J + rr. 
oY 


Da in der eckigen Klammer jeder Faktor des Minuenden um yp gréBer ist als 
der entspreehende des Subtrahenden, ist Z, positiv, damit auch A p in (3, 13). 
Der einleitende Satz von Nr. 7 ist bewiesen. 


8. Ist ein Uberspat gegeben, dann gibt es zu diesem einen Uberquader, der 
Satz 7 erfiillt; fiir den Uberquader gilt der Anfangssatz von Nr. 7. Das gibt, 
zusammengehalten, den folgenden Satz, der allgemeiner als der erwahnte 
Anfangssatz ist und der iiber jeden n-dimensionalen Wiirfel n—1 Minimum- 
aussagen enthalt: 


Satz 8. Der n-dimensionale Wiirfel im R,, hat unter allen inhaltsgleichen 
n-dimensionalen Spaten die kleinste Summe der begrenzenden v-dimensionalen 
Spate, v = 1,2, ..., n— 1"). 


Nun, der Umkehrung des Satzes 1 in Nr. 1 und den Umkehrungen der 
Satze 3 und 4 in Nr. 3 entsprechend, noch eine einfache Bemerkung iiber die 
Moglichkeit, Umkehrungen von Satz 8 auszusprechen. W,,) sei wieder ein 
n-dimensionaler Wiirfel, es sei ferner On, seine Kantensumme, Q#,, die Summe 
seiner Quadrate, ..:, QF, sein (n-dimensionaler) Inhalt. Die entsprechenden 
GréBen fir einen n-dimensionalen Uberspat Pi) seien wieder, wie in Nr. 6, 


Dim ¥ = 1, 2, ..., ”- Es gelte 


(3, 14) Xm) = mg Do) 
Dann ist nach Satz 8 
(3, 15) Yay < Lin» ¥ = 1,2, ..-,2— 1. 


Es sei ein bestimmtes v herausgegriffen. Man erhalt durch proportionale 
lineare Verkleinerung mit dem Faktor p aus dem Uberspat einen Uberspat 
— die zu ihm gehérenden Summen seien durch den vorgesetzten Index 4 
gekennzeichnet — mit 


(3, 16) 1D) = e”- Din» Do) = e”- Dim 0< e<i, v = 1, 2, ooeyR—i. 
Ist nuo ,>%,) = Qi,)- dann gilt wegen (3, 46) und (3, 14) 





44) Wie mir Herr J.Heinnotp mitgeteilt hat, kann Satz 8, etwas anders als hier, 
ohne die Ungleichungen (3, 4) bewiesen werden, doch hat man dann beim Beweise 
zwei Falle zu unterscheiden, die verschieden zu behandeln sind. 
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2 Din = Din) = Qn, 
Pn * Lin) = 12m) = 0 * May < QM). 


Demnach gilt der 


Satz 9. Im R,, hat unter allen n-dimensionalen Spaten mit gleicher Summe 
der v-dimensionalen begrenzenden S palte —v ist eine der Zahlen 1, 2, . .., n—1— 
der n-dimensionale Wiirfel den gréBten (n-dimensionalen) Inhalt. 


Damit hat man (mn — 1) Umkehrungen von Satz 8. 


9. Zum Schlusse mégen noch einige Abzaéhlungen gebracht werden, die ein 
Bild von der Tragweite der Satze 1, 3, 8 geben. 

Es sollen in der Ebene zwei nicht-kongruente Quadrate als verschiedene 
Quadrate bezeichnet werden; das Entsprechende gilt fiir irgendwelche ebene 
Vierecke, ebenso weiter unten fir (Uber-) Wiirfel und (Uber-) Spate. Be- 
zeichnet man in iiblicher Weise die Menge der reellen Punkte einer reellen 
Geraden als 001, dann gibt es zu einem Quadrat 00! verschiedene ihm inhalts- 
gleiche Rechtecke. Einem Parallelogramm mit gegebenem Inhalt kann man 
die Grundlinie vorschreiben, die Gegenseite mu8 dann irgendwo in der dazu 
parallelen Geraden liegen, die durch die Héhe des Parallelogramms bestimmt 
ist; es gibt daher zu einem Quadrat 0o* verschiedene ihm inhaltsgleiche Paral- 
lelogramme. In Nr. 1, Satz 1 wurde das Quadrat mit den ihm inhaltsgleichen 
Vierecken verglichen. Wieviele verschiedene Vierecke mit gegebenem Inhalt J 
gibt es ? Man denkt sich J in zwei positive Summanden zerlegt, J = J, + J; 
des gibt cot Méglichkeiten. Das Viereck sei durch eine Diagonale in zwei Drei- 
ecke zerlegt, ihre Inhalte seien J, und J,. Nimmt man die gemeinsame Grund- 
linie an — co! Méglichkeiten —, dann gibt es wegen des zu jedem Dreieck vor- 
geschriebenen Inhaltes fiir jede Spitze co! Méglichkejten. Demnach gilt, in 
Erganzung von Nr. 1, Satz 1 der 


Satz 10. In der Ebene gibt es zu einem Quadrat co* verschiedene ihm inhalts- 
gleiche Vierecke, von diesen sind co! Parallelogramme, co! Rechtecke. 

Im R, gibt es co* verschiedene Quader mit gegebenem Inhalt. Ist aber fiir 
einen Spat der Inhalt gegeben, dann kann man sein Grundparallelogramm 
beliebig annehmen — oo* Mdglichkeiten —, der Abstand der Gegenebene ist 
dann durch den Inhalt bestimmt, in der Gegenebene ist noch eine Gegenecke 
willkiirlich —oo* Méglichkeiten —, demnach gibt es co° verschiedene inhalts- 
gieiche Spate. Nr. 3, Satz 3 erginzt dahe- der 


Satz 11. Im R, gibt es zu einem Wiirfel oc verschiedene ihm inhaltsgleiche 
S pate. 
Im R,, gibt es su einem Uberwiirfel W,,, Gl. (3, 5) zufolgeoo"—* verschiedene 
ihm inhaltsgleiche Uberquader Q,,,. Nun sei fiir einen Uberspat P,,, im R,, der 
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Inhalt gegeben. Dann kann man zunichst fir P,,, einen Grundspat P,,__,) in 
einem R,,_, beliebig annehmen; der Gegenspat P/,_,, von P,,) (vgl. Nr. 5) 
liegt in einem Raum Rj,_,, der von R,_, einen senkrechten Abstand hat, 
der als Quotient des Inhalts von P,,, [und W,,] durch den von P,,,__,, bekannt 
ist. In Ri, 4) nimmt man die einer Ecke von P,,,__,, entsprechende Ecke von 
P%q—1) beliebig an —oo"—* Moglichkeiten —, dann ist dadurch P,,, bestimmt. 
Es ist daher nur noch festzustellen, wie viele verschiedene Pin —zy €8 gibt: fiir 
P») gibt es nach dem ersten Absatze dieser Nummer 0o* Moglichkeiten, fiir 
Pg, wegen der Parallelverschiebung eines P,,) im A, dann 0d* * * Méglichkeiten, 


fiir P.,) entsprechend CoPtets, ..., fir P..__ y endlich an*t®+*+6+...+a—1 

, aaa 
=co * Mbdglichkeiten. Das liefert fir Pq), Zasammen mit den unmittel- 
&—) (+9) 


bar vorher bestimmten oo" —' Méglichkeiten fiir Pin—1)? im ganzen co 
Moglichkeiten. Als Erginzung von Nr. 8, Satz 8 erhalt man demnach den 
(n—1) (n+) 
Satz 12. Zu einem Uberwiirfel W,,. im R, gibtesco 8 * verschiedene 
inhaltsgleiche Uberspate Pa): 


In Satz 12 sind fiir n = 3 Satz 11 und fiir n = 2 ein Teil von Satz 10 ent- 
halten. 


(Eingegangen am 12. April 1943.) 








Schwache Ordnung 
im projektiven n-dimensionalen Raum R,. 


Herrn Georg Faber 
zum siebenzigsten Geburtstag gewidmet. . 


Von 
_Orro Havpr in Erlangen. 


Bei der Bestimmung des Ordnungswertes des Limes einer konvergenten 
Folge von Kontinuen mit beschrankten Ordnungswerten erwies sich!) der 
Begriff der schwachen Ordnung als der naturgem4Be; bei diesem wird - kurz 
gesagt — der Ordnungswert nur bis auf eine (im Raum der Ordnungscharak- 
teristiken) nirgends dichte (Ausnahme-) Menge von Ordnungscharakteristiken 
festgelegt. Schwache Ordnungen stellen daher, worauf schon die Bezeichnung 
hinweist, Abschwichungen der iiblicherweise betrachteten (starken) Ord- 
nungen dar, bei welch letzteren keine Ausnahmemengen von Ordnungscharak- 
teristiken zugelassen sind*). Das System der Gebilde von einem vorgeschrie- 
benen schwachen Ordnungswert wird infolgedessen (bei gleichem Grundraum 
und gleichen Ordnungscharakteristiken) im allgemeinen umfassender sein, als 
im Falle des gleichen starken Ordnungswertes. Dementsprechend werden nach- 
stehend einige Eigenschaften der Kontinua von beschranktem schwachem 
Punktordnungswert besprochen, wobei als Grundraum der projektive R, (nicht 
der euklidische E,) zugrunde gelegt ist und wobei die Hyperebenen des R,, die 
Ordnungscharakteristiken sein sollen. 

In einer anschlieBenden Note iiber ordnungsminimale Kontjnua im projek- 
tiven R, soll dann eine Anwendung der gegenwartigen Darlegungen gegeben 
werden. 


§ 1. Vorbemerkungen und Hilfssitze. 
1.1. Elementare Eigenschaften des projektiven R,. 


1.1.1. Grundraum ist der n-dimensionale projektive Raum R,. Die t-dimen- 
sionalen projektiven Teilraume des R,, seien als t-Ebenen und mit L, bezeich- 
net, —1 <t <n; dabei sei L_, = 0, L, = R,; Ly ist einpunktig. Ein L,_., 

1) Haupt: a) Vollstandigkeitsprobleme bei geometrischen Ordnungen, Sitz.-Ber. 
bayer. Akad. Wiss., Math.-naturw. KI., Jg. 1941, 57ff.; ferner: b) Limessatze bei 
geometrischen Ordnungen, Annali mat. pura ed appl. (IV) 28, 123ff. (1944). 

2) Wir sehen bei dieser Bemerkung ab von den, in der Juetschen Geometrie iib- 
lichen Festsetzungen, denen zufolge beispielsweise in einer Flache § mit einer Strecke 
stets zugleich die volle Tragergerade dieser Strecke enthalten sein soll 
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0<r<n, ist festgelegt als Durchschnitt von r linear unabhangigen L,_, 
(Hyperebenen) ; oder, was auf das gleiche hinauslauft : Es is‘. .,_, darstellbar als 


n-r 
Menge aller Punkte x, = > 1, x mit Rang (|| x©||: -=n—r-+ 41, wo- 


o=0 
bei die x, bzw. ux, mit pu + 0,v=0, 1, ..., nm, homogene pro, ektive Koordina- 
ten bezeichnen: Ein L, ist also durch (t + 1) linear unabhdngige seiner Punkte 
(x) eindeutig festgelegt (— 1 < t <n). 


1.1.2. Unter der linearen Hiille der Punktmengen M, des R,,x =1,..., - 
k, 1 <k, werde verstanden der Durchschnitt aller L,, in welezen (M, + ... 
+ M,) enthalten ist, in Zeichen L (M,, ..., M,). Es ist L (My. ..., M,) ein 
L,, dessen Dimension r auch als Rang von (QM, + ... + M,) bezeichnet werde, 
in Zeichen R(M, + ... + M,); es ist daher 1 + R (M) = Maximalzahl der 
in M vorhandenen linear unabhangigen Punkte. 

Anmerkung. Der Rang einer Punktmenge des Rp ist eine ,,Ordnung“ im engeren 
Sinne (der Theorie der geometrischen Ordnungen); insbesondere ist R (3) monoton, 
d.h. R(M) < R(M’) fir MC M'. Daher gilt der ,, Verteilungssatz“*), demzufolge jede 


Menge MM darstellbar ist als abgeschlossene Hiille (vgl. Nr. 1.2.1.) einer in M dichten 
offenen Summe abzahlbar vieler ,,rahghomogener“ Teile usw. 


1.1.3. Fir die Dimension d bzw. v des Durchschnittes L, = L,L, bzw. 
der linearen Hiille L, = L(L,, L,) eines L, und eines Ly gilt) v+d= 
p +q. Ist daher q = n—1, 80 gilt, wegen v < n, stets p—1 < d und, falls 
p <n—1, auch d < p (weil d < Min (p, q)); also: fir O< p< q =n—1 
gilt d = p oder d = p —1, je nachdem L, in L,_, enthalten ist oder nicht. 
Allgemein gilt noch: p + q—n<d < Min (p, q), weil namlich v < n. 


1.1.4. Sind P,,p =1,....1r, linear unabhangige Punkte aus R,, so ist der 
Durchschnitt von L((P,), ...,(P,)) und L((P,,,), ..-, (P,)) leer fiir jedes t 
mit 1<t<r—i1. Umgekehrt: Ist der Durchschnitt von L, und L, leer 
(0 < p, 0 < q), 80 ist jedes, aus linear unabhangigen Punkten von L, und von 
L, zusammengesetzte Punktsystem ein System linear unabhangiger Punkte. 
Ist R (M) = k, so gibt es zu beliebigen, linear unabhingigen Punkten P, C M, 
s=1,...,t; 1<t<k<n, stets weitere (k+1—t) Punkte P,C M, 

=t+i1,...,k +4, derart, daB P,, ..., P,,, linear unabhangig sind‘). 

Irgend welche Punktmengn M,C R,, p=1,...,7; 1S r<cn+i1, 
sollen als linear unabhangig bezeichnet werden, wenn beliebige Punkte 
P, € My A= oy, ----, Pgs 1Sscrjice,<r; ep, +e, fire +o’, linear 
unabhangig sind. Zu linear unabhangigen Punkten Q,, ...,Q, gibt es Um- 


%) Vgl. Haupt: Zum Verteilungssatz der Strukturtheorie reeller Gebilde, Mh. 
Math. u. Phys. 46, 84 ff. (1937). 

*) Fir diese und andere einschlagige Bemerkungen vgl. z. B. van DER WAERDEN, 
B, L.: Einfiihrung in die algebraische Geometrie, § 2, auch § 1, Berlin 1939. 
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gebungen (vgl. Nr. 1.2.4.) U, = U(Q.), s =1,..., t, welche linear unab- 
hangig sind. 

Eine Punktmenge M C R,, heiBe (quasi-) euklidisch, wenn es eine zu M 
fremde L,_, gibt. (Dann ist namlich M (ein-eindeutiges) projektives Bild einer 
Punktmenge des euklidischen E,). Euklidisch ist daher z. B. jedes n-dimen- 
sionale Simplex, ferner jede endliche Menge sowie jede hinreichend kleine Um- 
gebung einer im R, abgeschlossenen euklidischen Menge (betr. Umgebung 
usw. im R, vgl. Nr. 1.2.4.) 


1.2. Weitere Eigenschaften des R,. 


1.2.1. Der R,, 14Bt sich auffassen als in sich kompakter Hausdorffraum mit 
zweitem Abzahlbarkeitsaxiom (rationaler Raum); der R,, ist mithin®) metri- 
sierbar und iiberdies separabel. Jedes Kontinuum®) im R,, ist in sich kompakt. 
Eine (offene) Umgebung des Punktes P= (p,)=(Ap,), A= %, mit etwa py + 0, 


ist z.B. die Menge aller Punkte Q = (x,) mit xy = Po und 3” |x,—p,|<e. 


Fiir jede Menge MC R,, gilt?) R(M) = R (M). Ist der Durchschnitt eines Kon- 
tinuums € C R,, mit der Hyperebene L,,_, Summe endlich vieler Stiicke®) T, so 
existiert zu jedem Stiick T von €L,_, oder von € mit (oder beziiglich) L,_, 
eine Normalumgebung von f, d. h.*) eine Umgebung von Tf im R,, deren 
abgeschlossene Hiille fremd ist zur abgeschlossenen Hiille einer (Normal-) 
Umgebung eines jeden anderen der Stiicke und deren Begrenzung mit €L,_, 
einen leeren Durchschnitt besitzt. 


1.2.2. Die Hyperebenen L, _, eines R, lassen sich auffassen als Punkte eines 
projektiven, k-dimensionalen Raumes, des sogenannten L,_ ,-Raumes(Hyper- 
ebenenraumes) R{" , von R, oder beziiglich R,. Ubrigens entspreche die topo- 
logische bzw. metrische Konvergenz einer Schar von Punkten (L,_,) des R{*, 
der topologischen bzw. metrischen Konvergenz der Schar der zugehdrigen L, _,, 
wenn namlich die L,_, als Punktmengen des R, aufgefaBt werden. Soweit im 
folgenden von offenen usw. Mengen von Hyperebenen die Rede ist, beziehen 








5) Vgl. z. B. ALexanprorr-Hopr: Topologie I., 89, Berlin 1935. 

*) Als Kontinuum werde jede mehrpunktige, zusammenhangende, in Rp abge- 
schlossene Punktmenge verstanden. Da jede metrische, kompakte, abgeschlossene 
Menge in sich kompakt ist, so ist jedes Kontinuum in Rp zugleich ein Kompaktum 
(d. h. metrisch und in sich kompakt). 

7) Mit M bzw. M wird die abgeschlossene Hiille bzw. der offene Kern von M be- 
zeichnet. — In Formeln wie AB = OH bezeichnet © die leere Menge. 

*) Unter einer Zerstiickelung einer (nicht leeren) Punktmenge 2 C Rp verstehen 
wir jede Darstellung 2 = S, + --- + Sy von M, wenn die (endlich vielen) S, (nicht 
leer) in M abgeschlossen und paarweise fremd sind, p= 1,...,7; r21. Jedes 
"S, + © heiBe ein Stick von M und M spaltbar in die Sy. 

*) Vgl. a.a. O. (FuBnote 1), b), Nr. 2.1. 1. 
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wir das immer auf den R{* , beziiglich eines R,. es sei denn, da8 ausdriicklich 
anderes angegeben wird. 


1.2.3. Es sei L,. C R,, k = 0, ...,n — 1, dargestellt etwa als Durchschnitt 
n 
der (n — k) linear unabhangigen Hyperebenen H, = (H, (X) = >'a,, x, = 0), 


v=0 


t =1,....n—k, wobei also Rang (jj a,, ||) =n —k; 0<k Gn—1. Dann 


bildet die Gesamtheit aller L, enthaltenden L,_, (des R,) eime Schar 
n—k 


> % Hy (X) = 0 linear und homogen in den (n—k) Parametern p, (mit 
t=1 


>’ |u| > 0), kurz eine (n—k)-Schar mit der Achse L,; dem Werte k =—1 
entspreche die Gesamtheit aller L,_, als (n + 1)-Schar. Eine solche (n —k)- 
Schar ist also eine (n — k — 1)-Ebene im R),. 


1.2.4. Folgende Bemerkungen sind spater niitzlich: 

A. Die L, _, einer (n—k)-Schar liegen nirgends dicht im R® ,,0<k <n—41. 

B. Vor. Es sei t eine (n —k)-Schar (—1 < k < n—{) mit der Achse & = Lt. 
Ferner sei die feste (t + 1)-Ebene Lf, ,, wobei 0 << t < n—2, fremd zu U 
(also k + 1 <n—t—1). Als ,,Projektion“ einer Hyperebene L,_, € t aus W 
in L?,, bezeichne man die t-Ebene L, = L¥,, L,_, = 3 (L,_,), welche also 
Hyperebene im Raum L#,, ist. Im Falle k = —1 hat man fiir t zu nehmen 
(R@ ,—n), wobei n die in R, nirgends dichte Menge derjenigen (n — 1)- 
Ebenen bezeichnet, in denen L?_, enthalten ist. 


Beh. Vermége der (eindeutigen) Abbildung (Projektion) L, = § (L,_,) 
von t auf t' = §(t) = R{**” beziiglich Lf,, sind den offenen Mengen in t 
offene Mengen in t’ zugeordnet, ferner den nicht nirgends dichten Mengen in t 
ebensolche in t’. Umgekehrt ist die gréBte Urbildmenge einer in t’ offenen bzw. 
nirgends dichten Menge offen bzw. nirgends dicht in t. Eine in t’ nirgends dichte 
Menge kann Bild nur einer in t nirgends dichten Menge sein. 


Bew. Zu A. Bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems ist die Achse % 
der (n—k)-Schar die Menge der Punkte (xp, ..., X,; X44, =*** =X, = 9), 
0<k<n—4. Eine L,_, gehért zur (n—k)-Schar, wenn und nur wenn ihre 
Gleichung lautet: uy 4, X41. + °°* + Up X_ =O mit loys, | +--+] aa] > 9, 
wenn und nur wenn also die Koeffizienten der xg, ..., x, Null sind. Ist daher 
fiir eine Hyperebene L,_, aus der Schar etwa u, + 0, ist ferner e > 0 beliebig 


gegeben, so wird durch die Gesamtheit der n-tupel wy, ..., Uy, Ueais «<-> 


wens Be =n mit [wi<e, x=0,...,k; |u—ml<e, p=k+41, 
...,n—4, eine (beliebig kleine) Umgebung u von L,__, im R®, definiert; und 
zu jeder Li, € u—(L,_,) gibt es zuL,,_, fremde Umgebungen u’ von Li_, im 
Ri) .. Daraus folgt die Beh. - Zu B. Es kann & = Lf, falls 0 < k, wie im Bew: 
fiir A. dargestellt werden, ferner (weil L¥, , und & fremd sein sollen) L¥, , als 
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Menge der Punkte (xp =-*> = x, =**' = x,_4..=0; xX, 4.4, ---) Xp). 
Fiir die L,_,€ t baw. die L, € R{*” sind kennzeichnend die Gleichungen 
Hy, (X) + H,(X) = 0 baw. H, (X) = 0, wobei Hy, (X) = yas Xegi to + 
+ Un—t—e Xn—t—e baw. Hy (X) = py ys Xpey + + yk, (fallsk + 1 = 
n—t— 1 ist, fallt H,, weg). Bei L, = § (L,_,) mit L,_, € t wird also der 
,Punkt (uy 45, ---) ,) eindeutig abgebildet auf den ,,Punkt* (u, 4 ., ..., 
w,)- Daraus kann man (vgl. auch den Bew. von A.) schon Beh. B. entnehmen. 
Fiir den Fall k = — 1 gilt Entsprechendes. 

1.2.5. Vor. Es sei f eine t-Schar (2< t <n) von Hyperebenen mit der 
Achse L¥_,; auBerdem sei L?_, Cf und M, j=1, ..., q, Pumkt von 
Lh. Ferner sei {M,,}, p = 1,2,..., eine Punktfolge in R, mit lim M;, = M, 


und mit M,, fremd zu Lj _, fiir (schlieBlich) alle p. - Beh. In beliebiger Nahe 
von L¥_, inf gibt es eine in f offene Menge u von L,_, und dazu fiir jedes j = 4, 

.., q, eine unendliche Teilfolge {Mj,} von {M,,} derart, daB jede L,_,€ u 
fremd ist zu jedem Mie: 


Bew. 1. Wir beweisen die Beh. zunachst fiir q = 1. Dazu setzen wir M = 
M,, M, = M,,. Es sei (0. B.d. A.) Hy (X) =0 die Gleichung von L}_, und 
L*_, der Durchschnitt von t linear unabhangigen Hyperebenen mit den Glei- 
chungen H;(X) = 0, j =1,...,t; 2<t <n. Eine Umgebung U von | li 


. t 
in f wird dann geliefert durch >’ yu, H,(X) =0 mit | yu, | = 4, | w]e, 0<e, 
j=1 


i= 2, ..., t. Es existiert nun eine Teilfolge {M{} von {M,} und eine Einteilung 
der H, (X) baw. der j = 1,...,t, in zwei Klassen derart, daB H,(M)) > 0 bzw. 
H, (M,) <0 fiir alle x je nachdem j der 1. baw. der 2. Klasse angehért. Eine 
Menge u C f der behaupteten Art entspricht nun der Menge aller (,,. . . , 124), 
welche folgendermaBen erklart ist: uy, = +1 bzw. uy, = —1, je nachdem 
j = 1 zur 1. oder 2. Klasse gehért; 0 <p, < e, bzw. —e, < pj < 0, je nachdem 
i zur 1. oder 2. Klasse gehdrt (i = 2, ..., t). Es mu8 namlich bei peliebig ge- 
gebenem x fiir mindestens ein j = j (x) gelten H, (M!) + 0, weil die*M, samtlich 
t 


‘fremd sind zu L*_,, es mu also > ujH, (M.y > 0 sein fiir jedes x bei 
j=1 


der getroffenen Wahl der y,;; und damit erweist sich {M{} als eine Teilfolge 
der behaupteten Art. - II. Die Beh. ist gema8 Ziff. 1. richtig fiir q = 1. Wir 
wenden vollstandige Induktion an. Es sei also die Beh. schon fiir 1 << q < s—1 
bewiesen, es existiere somit beliebignahe bei L?_ , einein { offene Menge u,_, Cf 
und dazu fiir jedes o =1,...,8s—4, eine unendliche Teilfolge {M,,} von 
{M,,} derart, daB jede L,_, € u,_, fremd ist zu allen M;.» «= 1,2, .... 


Erfiillt nun eine weitere Folge {M,,} die Vor. des Satzes, so gibt es in u,_, 
(mindestens) ein L/,_,; welches fremd ist zu allen M,,- Daher gibt es einen 


offenen Teil u, von u,_, und eine Teilfolge {M,,} von {M,,} derart, daB My, 
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fremd ist zu jeder L,_, € u, fiir alle x. Da aber fiir u, auch die iibrigen 
{M,,}, ¢=1,..., s—1, die im Satze behauptete Eigenschaft besitzen, ist 
die Beh. auch fiir q = s bewiesen. 


1.3. Hilfssdtze. 


1.3.1. Hilfssatz. Vor. Es sei © ein metrisches, kompaktes, lokal’zusammen- 
hdngendes Kontinuum®). Ferner seien U und B nicht leere, abgeschlossene fremde 
Teile von ©; es enthalte U mindestens zwei Punkte. 


Beh. Falls alle Briicken™) in D = €C — U— B zwischen U und B den Punkt 
P als einzigen Miindungspunkt") in & besitzen, ist P Zerlegungspunkt") von ©. 
Dies folgt unmittelbar (namlich fir M, = (P) ) aus dem 


Satz. Vor. Das Kontinuum € sei metrisch, kompakt und lokal zusammen- 
hangend und es sei U=YCC, B= BCC, AB = 0, B + O. Sind f, baw. t, 
bzw. ft, , die-in U aber nicht in B bzw. die in B aber nicht in U baw. die gleichzeitig 
in Mund in B miindenden Komponenten von D = C—UA—B® und wird 


xR, = MN, = U (SE, ,) gesetzt}), so sei U— M, + O. 


Beh. Es sind) Y =A—M, + Dt, und B =B+ Dt +D bay ge- 
trennte™!) Mengen. 


Bew. Zu zeigen ist, daB Y' B’ = W' B’ = O. Wir schlieBen indirekt. Erstens: 
Es wire 8’ + D (wegen A— M, C A = Wund AB’ = OH) gleichbedeutend 
mit a8’ + ©, wobei a = » f, gesetzt ist. Dann existierte aber ein Punkt 
Q € %’, in dessen beliebiger Umgebung U Punkte Q’ € a liegen. Wegen 
4B’ = O und A = ¥&| kann angenommen werden, daB 7] A = O. Wegen des 
lokalen Zusammenhanges von € in Q gibt es zu Ul eine Umgebung 8 C UvonQ 
derart, daB jeder Punkt Q’ € B mit Q durch ein Kontinuum § C Tj verbindbar 


1°) Die Komponente f von ®D besitzt den Punkt P € & als Miindungspunkt oder 
miindet in % im Punkte P, wenn P € f. Eine sowohl in & als in 8 miindende Kompo- 
nente von ®D heiBt eine Briicke in D zwischen UM und B. Unter den Vor. unseres 
Satzes existiert mindestens eine Briicke in D zwischen & und %. Vgl. Haupt-Nése- 
uinG-Pauc: Sekanten und Paratineg aten in topologischen Abhangigkeitsraumen, 
J.r. u. angew. Math. 182, 118 (194u). —- Aus dem Briickensatz folgt der Randsatz (von 
JANISZEWSK1): Ist & ein metrisches Kontinuum und WU eine in & offene echte Teil- 
menge von &, so ist die abgeschlossene Hiille jeder Komponente von U zu (& — Ul) 
nicht fremd. 

11) Es wird P € M als Zerlegungspunkt von M bezeichnet, wenn in der, P enthal- 
tenden Komponente von M zwei Punkte existieren, welche durch P in M getrennt 
werden. Dabei sagt man, daB8 zwei Punkte A € M und B € M durch den Punkt 
P € Min M getrennt werden, wenn (~—(P)) Summe zweier getrennter Mengen ist 
(d. h. zweier Mengen, von denen keine einen Beriihrungspunkt der anderen ent- 
halt), in deren einer Aund in deren anderer B enthalten ist. Vgl. Mencenr, K.: Kurven- 
theorie, 153 u. 18, Leipzig-Berlin 1932. 

18) Die Summation ist zu erstrecken iiber alle fg» bzw. iiber alle f, bzw. iiber 
alle th. - Durch die Vor. A—M, + O wird W’ + O garantiert. 
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ist. Es sei irgend ein Q’ € Ba ausgewahit und es sei etwa Q’ € ff). Entweder 
ist jetzt (mindestens) eines der 3, etwa 3’, fremd zu 8; dann ist (f, + 3’) eine 
in D enthaltene, zusammenhangende und (weil Q enthaltend) echte Obermenge 
von f,, wahrend doch die Existenz einer solchen Obermenge der Definition 
von f, als Komponente von D widerspricht. Oder 3 enthalt Punkte von 8. 
Wegen"*) f, 8 = ©, 88 + 0 und 3 — D+ B existierte daher) eine, Q’ 
enthaltende, in 8 miindende mehrpunktige Komponente 8’ von (D —f) und es 
wire (f, + 3’) wieder eine echte, in D enthaltene, zusammenhangende Ober- 
menge von fi. Widerspruch. -Zweitens: Die Annahme, dab &' B’ +0, wird 
durch ganz entsprechende Schliisse (wie in Erstens) ad absurdum gefiihrt. 


1.3.2. Vor. Es sei 8 = UM + M metrisch und in sich kompakt, ferner W 
abgeschlossen in Bund M punkthaft") (evtl. M = O), sowie AM = O. 


Beh. Jede mehrpunktige Komponente & von 8 ist ganz in Y enthalten (und 
ein Kontinuum). Jeder Punkt von M ist einpunktige Komponente auch von 8. 


Bew. .O. B.d. A. sei M + O. Es ist K nicht fremd zu W; denn andernfalls 
ware & mehrpunktige, zusammenhangende Teilmenge von I. Ware ferner 
MRK =+ O und Q ein Punkt von M &, so existierte™) eine, in A miindende, Q ent- 
haltende Komponente 8 von MS. Da Q von W positiven Abstand hat, ware 8 
mehrpunktig, was, wie gezeigt, unméglich ist. Ware schlieBlich O = (Q) EC M 
nicht Komponente von %, so wire © echte Teilmenge einer mehrpunktigen 
Komponente & von %, also (gema8 dem schon Bewiesenen) in & enthalten. Da 
R abgeschlossen in 8, ist ® ein Kontinuum (in 8). 


Folgerung. Ist & (vgl. Vor.) ebenfalls punkthaft (speziell endlich), so ist 
auch $ punkthaft. 


1.3.3. Es sei € ein metrisches, in sich kompaktes Kontinuum, ferner sei 
WM = CA abgeschlossen in €. Ist A, = WU — W der Rand von A (in €) und be- 


18) Die nachstehende Fassung des Schlusses verdanke ich freundlicher Mitteilung 
von Herrn Cur. Pauc. — Herr Pauc machte mich ferner darauf aufmerksam, daB 
unler den Vor. des Satzes die Anzahl derjenigen Komponenten von D = (C—U—B). 
welche nicht in einer e-Umgebung von (U + B) enthalten sind (e > 0, beliebig, fest) end- 
lich ist, insbesondere also die Anzahl der Briicken in D zwischen U und B. (Vgl. Pauc, 
Cur.: Topologie des contingents et paratingents, Rend. circolo mat. Palermo 62, 156 
(1938/39)). Der Beweis dieser Tatsache stiitzt sich auf ahnliche Uberlegungen, wie sie 
in Nr. 1. 3.1., Bew., angestellt wurden. Aus diesem Endlichkeitssatz folgt anderer- 
seits der Satz in Nr. 1. 3.1. und 1.°3. 2. . 

14) Nach dem Randsatz, vgl. z. B. a. a. O. (FuBnote 10). 

5) Eine Punktmenge hei&t punkthaft bzw. diskontinuierlich (im metrischen Raume 
®), wenn sie keine zusammenhangende, mehrpunktige Teilmenge bzw. keine zusam- 
menhangende, mehrpunktige, in R abgeschlossene Teilmenge enthalt. Eine in sich 
diskontinuierliche, insbesondere also jede abgeschlossene diskontinuierliche, Menge 
ist auch punkthaft; jede punkthafte Menge ist a fertiori diskontinuierlich; vgl. 
Hausporrr, F.: Mengenlehre, 3. Aufl., 152, Berlin 1935. 
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sitzt U. = CA, + O nur endlich viele Komponenten, so ist €A% Summe end- 
lich vieler Kontinua. 


Bew. Nach dem Randsatz**) hat jede Komponente von € & = AW Punkte mit 
UW, gemeinsam. Es sind aber (wegen &, C W) alle diejenigen Komponenten von 
WY identisch, welche mit der gleichen Komponente von YU, Punkte gemeinsam 
haben. Daher besitzt & nicht mehr Komponenten als &,, woraus die Beh. folgt. 


1.4. Kontinua im R,. 


1.4.1. Es sei € ein Kontinuum im R, und & ein Stiick von ©L)_,; ferner 
sei Ul eine Normalumgebung (vgl. Nr. 1.2.1.) von & (beziiglich 2 Die Be- 
grenzung (i — U1) von U sei mit U, bezeichnet..Ist € nicht in U enthalten, so 
ist € U,= O und es existiert?®) eine, in U, sowohl alsin I miindende Komponente 
von €(U—). (Wenn und nur wenn € nicht in L}_, enthalten (aber T +0) 
ist, existieren Normalumgebungen Ul von & (beziiglich Li__,) mit Cu,+ O; und 
fiir jede in 0 enthaltene Normalumgebung Ul’ von T ist dann ebenfalls Cu,+ ©.) 
Die abgeschlossene Menge CU, besitzt, falls nicht leer und falls U euklidisch, 
einen positiven Abstand a von L;_, (weil ja GU, Li_,= ©). Jede abgeschlos- 
sene, CU; + O enthaltende und zu L),__, fremde Teilmenge b von U, (welche im 
iibrigen jeweils nach Bedarf beliebig wahlbar sein mége), werde als (eine) 
Deckelsumme Dd von Ui (beziiglich Li_,) bezeichnet. Ist U euklidisch, so ist 
d Summe héchstens zweier, durch U, Li_, voneinander getrennter (fremder, 
abgeschlossener) Mengen, der sogenannten (héchstens zwei) Deckel der 
Normalumgebung WU. 

Ist das Stiick E von €L}_, fremd zu keiner L,,_, (oder, was das gleiche, zu 
keiner L,_, © Li_,), so heiBe T Schnittstiick 1. Art von ©L{)_, bzw. von€ 
mit (oder beziiglich) L)_,. Im Falle & ewklidisch (also fremd zu mindestens 
einer L,_, d.h. zu einer L,,_, © Li_,) ist und falls gleichzeitig eine euklidische 
Normalumgebung Ul von & mit genau zwei Deckeln existiert, so daB in beiden 
Deckeln die zu E nicht fremde Komponente von € U miindet, heiBe T Schnitt- 
stiick 2. Art von €©L{_, bzw. von € mit oder beziiglich L/_,. 

Ist ein Schnittstiick I von €L)_, Komponente bzw. einpunktige Kompo- 
nente von €L/_.,, so werde E auch als Schnittkomponente (4. oder 2. Art) 
bzw. als Schnittpunkt von €L/_, bzw. von € mit oder beziiglich L}_, be- 
zeichnet. 


1.4.1.1. Es sei P ein in L)_, isolierter Punkt von ©L)_,; ferner sei L,_, = 
Li, L¥, 1<t <n—4, also L¥ nicht in L}_, enthalten. Ist P in L? Schnitt- 
punkt von € mit L,_,, so ist P auch Schnittpunkt von € mit L}_, (im R,). 

Bew. Zu P gibt es in L? eine (euklidische) Normalumgebung WU beziiglich 
L,_,, 80 daB eine Komponente & von € Ul in beiden Deckeln von U miindet (weil 
P Schnittpunkt). Da nach Vor. P isoliert liegt in L}_,, 148t sich U auffassen als 
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Durchschnitt von Lf mit einer (euklidischen) Normalumgebung WU’ von P 
beziiglich L)_, im R,. Wegen U C WU’ ist dann & in genau einer Komponente £’ 
von € 1’ enthalten. Daher miindet &’ in zwei (verschiedenen) Deckeln von 1’ 
und enthalt P. Denn die beiden Deckel von U liegen ersichtlich auf ver- 
schiedenen Seiten auch von L/_.. 


1.4.2. Ist Tein Stiick von ©L/_,, ist ferner U Normalumgebung im R,, von 
E beziiglich L}_,. so existiert eine, Li_, enthaltende (im R®@,) offene Menge 
u von Hyperebenen derart, daB U auch Normalumgebung eines Stiickes von 
€L,,_, ist beziiglich L,_, fiir jede L,_,Cu, sofern nur GUL, _, +2 fiir diese 
L,—y- (In der Tat ist CU, L,, ,= 0 fiir jede zu L,_, hinreichend henachbarte 


Lip_4)- 


1.4.3. Ist ©L)_, in mindestens k Schnittstiicke (bzw. in mindestens-k Schnitt- 
stiicke 2. Art) spaltbar, so auch GL, _, fiir jede zu L)__, hinreichend benachbarte 
L,_, (d.h. es existiert eine Umgebung u in R®, von Li_, derart, daB CL, _, 
in mindestens k Schnittstiicke bzw. in mindestens k Schnittstiicke 2. Art spalt- 
bar ist fiir jede L,_, € u). Dabei liegen die Schnittstiicke von € mit L,_, in 
festen Normalumgebungen beziiglich L)_, der Schnittstiicke von € mit L{_,. 


Bew. Ist I Schnittstiick 1. Art mit einer Normalumgebung UU boeziiglich 
L/_,, 80 ist definitionsgema8 GUL, _, + O fiir jede L,_,; aus Nr. 1.4.2. folgt 
daher die Beh. fiir I. Ist dagegen I Schnittstiick 2. Art von CL)_, und U eine 
Normalumgebung von & beziiglich L) _,, in deren beiden Deckeln eine Kom- 
ponente 8 von €U mit 8 T+ © miindet, so hat**) jede zu Lj _, hinreichend 
henachbarte L, _, Punkte mit 8 gemeinsam. Da somit (gemiB Nr. 1. 4. 2.) U 
Normalumgebung eines Stiickes von €L,_, ist fiir jede zu Li_, hinreichend 
benachbarte L,_,, so daB besagtes Stiick nicht fremd ist zu 3, muB dieses 
Stiick Schnittstiick 2. Art von € mit L, _, sein. Damit ist die Beh. bewiesen fiir 
jedes einzelne der k Stiicke. Die Beh. gilt dann auch fiir jede endliche Anzahl 
von Stiicken. 


1.4.3.1. Es sei (© — Li_,) + © und &’ ein Stiick von €L{_, mit einer 
Normalumgebung WU’ von fT’. Dann existiert in beliebiger Nahe von L)_, eine 
offene Menge u C Ri), derart, daG fiir jede L,_, € u in CL,_, Wl’ ein 
Schnittstiick I = X(L,_,) von € beziiglich L,_, enthalten ist; tiberdies 
existiert eine in WW’ enthaltene, in R, offene Menge U, welche Normalum- 
gebung ist gleichzeitig fiir alle Stiicke T(L,_;) mit L,_, € u. 


Bew. I. Zunachst sei I’ speziell ein euklidisches Stick von € L),_,. O.B.d.A. 
kénnen wir jetzt U’ als ewklidische Normalumgebung von T’ (beziiglich Li, _,) 
annehmen; und da € nicht in _ he enthalten ist. kann man ll’ so verkleinern, 


16) Vgl.a.a. ©. (FuBnote 15), S. 153 (weil 8 zusammenhangend ist). 
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daB cu, + ©. Nun gibt es?”) eine Komponente & von (€ll’ — &’), die in T’ 
und in (mindestens) einem Deckel » von WW’ miindet. Es sei Ul’ = 
= §' + W Li_, + §”, wobei §’, ©” diejenigen fremden offenen Teile von 
UW’ bexeichnen, in welche (die euklidische Umgebung) U’ durch Li,_, zerlegt 
wird ; dabei sei D in $, enthalten (nicht aber in $,). Anwendung des Briicken- 
satzes!”) auf das Kontinuum & und die beiden fremden, abgeschlossenen, nicht 
leeren Mengen &d und & §” ergibt die Existenz einer Komponente &’ von €§’, 
welche sowohl in D als in 11’ inet miindet (aber in keinem zu d fremden Punkt 
von Uy). Daher gibt es in beliebiger Nahe von Li_, eine (in R®,) offene 
Menge u von L,_,, deren jede fremd ist sowohl zu U’L)_, als zu > und 
deren jede Punkte mit $’ gemeinsam hat. Somit ist $’ gemeinsame, in WU’ 
enthaltene Normalumgebung der Schnittstiicke von €H’ mit allen L,_, € u; 
w. z. z. w.. — I. Ist ©’ kein euklidisches Stiick, so ist I’ nach Definition 
(Nr. 1.4.1.) ein Schnittstiick 1. Art. Es existiert, dann (vgl. Ziff. I.) eine in I’ 
miindende Komponente &’ von (€Ul’ — &’); es sei H € &’ ein (Miindungs- 
d. h.) in ET’ gelegener Haufungspunkt von #’. Weiter existiert (vgl. Nr. 1.4.2.) 
in jeder Umgebung » von Li_, in R®, eine offene Menge w derart, daB 
U,CL,_, = © ist fiir jede L,_, Ew. Andererseits gibt es eine euklidische 
Umgebung & von H in R, mit 8 C W’ derart, daB (B,— L,_,) & + 0. Da- 
her existiert (vgl. Ziff. 1.) eine in {’% und in (BV, — L,_,) miindende Kom- 
ponente &” von (&’ B — &’). Weil &”’ zusammenhingend ist. la8t sich) w 
in (jedem beliebigen) » so wahlen, daB BR’L,_, + O (zugleich mit 
U,CL,_, = D) fiir jede L,_, € w. Nun sind zwei Falle méglich: Entweder 
(1. Fall) ist fiir jede Umgebung pb, fiir jede zugehérige Menge w C b und fiir jede 
L,_, € ™ in W8&’L,_, ein Schnittstiick 1. Art enthalten (beachte, dab 
WS’L,_; + D wegen VR" L,_, C U'R'L,_,); oder (2. Fall) in einer Um- 
gebung » von Li _, gibt es eine Menge !, in der eine io enthalten ist, so daB 
U's’ LY_, ein euklidisches Stiick & enthalt; X besitzt dann beziiglich Ly _, 
eine in ll’ enthaltene, euklidische Normalumgebung U. Im 1. Falle ist die 
Beh. unseres Satzes bewiesen, wann etwa u = w und Ul = Wl’ gesetzt wird. 
Da im 2. Falle Reet in beliebiger Nahe von ae angenommen werden 
kann, diirfen wir die weitere Betrachtung auf eine Umgebung von L{’_, im 
R®”) , beschrinken, also L/’_, an Stelle von L/_, treten lassen und eine in UW’ 
enthaltene euklidische Umgebung von f& an Stelle von Ul’. Damit sind wir aber 
bei dem schon in Ziff. I. behandelten Falle angelangt. 


1.4.4. Vor. Es sei € ein Kontinuum im R,,. Inder im R®, offenen Menge u 


sollen diejenigen L,_, dicht liegen, fiir welche €L,_, (mindestens k Kompo- 
nenten besitzt oder’™*), was das Gleiche) in k Stiicke spaltbar ist. 


17) Vgl. a. a. O. (FuBnote 10). 
'*) Vel. a... O. (FuBnote 1), b) Nr. 1. 3.1. 
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Beh. Diejenigen L,_, € u, fiir welche €L,_, (mindestens) k Schnittstiicke 
besitzt, erfiillen eine in u dichte, offene Menge. 


Bew. Es sei L,_, € u. Erstens: Hinsichtlich der Schnittstiicke 2. Art ist 
gem4B Nr. 1.4.3. nichts zu beweisen. Zweitens: Ist T ein euklidisches Stiick 
von CLi_, (aber nicht Schnittstiick 2. Art), so gibt es in beliebiger Nahe von 
Li, eineim R®), offene Menge u, derart, daBfiirL, ,€ u,in€L,_, Wein Schnitt- 
stiick 2. Art enthalten ist mit einer, in der Normalumgebung Ul von TF ent- 
haltenen (fiir alle L, ,€u festen) Normalumgebung (Nr. 1.4.3.1.). Nimmt man 
(o. B.d. A.) u, © wan, so liegt in u, dicht die Menge derjenigen L/’_,. fiir welche 
€L{_, in k Stiicke spaltbar ist; und unter diesen k Stiicken findet sich jetzt 
(fiir beliebig, aber hinreichend nahe bei L}_, gelegene u,) ein Schnittstiick 
2. Art mehr, als urspriinglich in ©L)_, vorhanden war (gemaB Nr. 1.4.3.). So 
fortfahrend kann man (unter ev. Verkleinerung von u,) ein in ©L/_, etwa 
noch vorhandenes euklidisches Stiick, das nicht Schnittstiick ist. in ein Schnitt- 
stiick 2. Art (gem&8 Nr. 1.4.3.1.) verwandeln usw. Drittens: Ist schlieBlich 
fT ein Schnittstiick 1. Art mit der Normalumgebung U und enthalt CUL,_, ein 
Schnittstiick 1. Art fiir allé zu L}_, hinreichend benachbarten L,_,. so ist 
nichts zu beweisen. Andernfalls gibt es beliebig nahe bei Li, solche L,_,, fiir 


welche CUL,_, euklidisch ist, womit die in Zweitens angestellte Uberlegung 
anwendbar wird. 


1.4.5. Unter dem Komponentenordnungswert einer Punktmenge Yt C RK, 
beziiglich L,_, verstehe man die Anzahl (Kardinalzahl) der Komponenten von 
ML,_,. Ist ML,_, punkthaft, so wird der Komponentenordnungswert als 
Punktordnungswert bezeichnet. Existiert das Maximum der Komponenten- 
ordnungswerte von I beziiglich aller L,__,, so.hei®t dieses Maximum der starke 
Komponentenordnungswert von M, kurz: StKO(M). Ist ML, _, punkt- 
haft (ev. auch leer) fiir jede L,__,, so wird der Komponentenordnungswert (falls 
vorhanden) als starker Pun kt ordnungswert von M bezeichnet, kurz: StPO (M). 
Hingegen bezeichnet man als sch wache n K omponentenordnungswert von 
M, kurz: SKO(M), die kleinste (Kardinal-)Zahl € derart, daB die Menge 
der Hyperebenen, beziiglich deren Jt einen Komponentenordnungswert gréBer 
als € besitzt, nirgends dicht liegen (in R,). Existiert eine nirgends dichte 
Menge n’ von Hyperebenen, in deren Komplement p nur L,__, mit punkthaftem 
ML,_, enthalten sind, so werde als schwacher Punktordnungswert von M 
bezeichnet die kleinste Zahl {, fiir welche die Menge derjenigen L,_, € 
nirgends dicht ist in p, beziiglich deren M einen Punktordnungswert gréBer als 
C besitzt; kurz: € = SPO (M). 


Ist ein starker oder schwacher Ordnungswert eine natiirliche Zahl, so spre- 
chen wir kurz von beschranktem Ordnungswert. Besitzt M den (beschrank- 


31° 
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ten) starken bzw. schwachen Punktordnungswert p, so™) auch den starken 
bzw. schwachen Komponentenordnungswert p. Ist SPO (M) = k, so gibt es’) 
eine in R®, offene Menge q derart, daB die L,_, € q mit®) M(ML,_,) =k 
dicht liegen in q. (Vgl. Weiteres in Nr. 2.4.) 


§ 2. Kontinua von beschrinktem Punktordnungswert. 


2.1. Satz. Vor. Es sei © ein Kontinuum im R,, mit beschranktem, schwa- 
chem Punktordnungswert SPO (€) = p< + co. 


Beh. Es ist € erbliche Bogensumme (und reguldre Kurve, insbesondere also 
lokal =usammenhdngend). 


Bew. GemaB Nr. 1.4.5. folgt aus SPO (€) = p die Existenz einer in R™, 
offenen Menge u, in welcher die L,_, mit M (€L,_,) = p dicht liegen. Es gibt 
daher (n + 1) linear unabhangige L,_, € u mit M (€L,_,) = p. Durch diese 
(n + 1) Hyperebenen wird der R, in 2" (euklidische) Simplexe S mit paarweise 
fremden offenen Kernen zerlegt. Da die Begrenzung eines jeden © in der 
Summe der (n + 1) fraglichen Hyperebenen enthalten ist, enthalt ihr Durch- 
schnitt mit € nicht mehr als (n + 1) p Punkte. GemaB Nr. 1.3.3. ist daher 
€S Summe von endlich vielen (namlich von nicht mehr als (n + 1)p) euklidi- 
schen Kontinuen ©’ mit SPO (6’) < p. Folglich®) ist ©’ regulare Kurve und 
erbliche Bogensumme*). Als Si mme endlich vieler regularer Kurven ist € 
selbst eine regulire Kurve, inst -sondere also eine stetige Kurve. Eine stetige 
Kurve ist aber®’) erbliche Bogensumme, wenn und nur wenn die Menge ihrer 
nicht lokal zerlegenden Punkte abzahlbar*) ist. Da diese Bedingung fiir jedes 
einzelne ©’ erfiillt ist und da die ©’ je nur endlich viele Punkte gemeinsam 
haben, so ist die Bedingung auch fiir die Summe der ©’ d. h. fiir € erfiillt. 


Zusatz. Alle Punkte einer erblichen Bogensumme %, bis auf abzahibar**) 
viele Ausnahmen, sind gewéhnliche™) Punkte. In der Tat: Die Endpunkte von 
® zerlegen nicht lokal*5), sind also abzdhlbar, ebenso wie die nicht lokal zer- 


legenden Verzweigungspunkte. Die lokal zerlegenden Verzweigungspunkte sind 
aber*5) ebenfalls abzahlibar. 


1%) Vgi. a.a. O. (FuBnote 1), b) Nr. 1. 5. 

20) Es bezeichne M (OQ) die Machtigkeit der Menge ©. 

21) Vgl. a.a. O. (FuBnote 1), b) Nr. 3. 1. 

22) Eine stetige Kurve € heiBt erbliche Bogensumme, wenn sowohl € als jedes Teil- 


kontinuum von © Bogensumme ist. Vgl. Harrop jr., O.G.: Hereditary arc sums, 
Duke math. J. 5, 111 (1939). 


23) | Abzahibar“ bedeutet hier und im folgenden: Leer oder endlich oder abzahl- 
bar unendlich. 


*) D.h. Punkte von 2. Ordnung im Sinne der topologischen Kurventheorie, vgl. 
a. a. O. (FuBnote 11), S. 99. 


2%) Vgl. a. a. O. (FuBnote 11), S. 164. 
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2.2. Satz. Vor. Es sei © ein Kontinuum im R,, von beschrinktem 
schwachen Komponentenordnungswert SKO (€) = p< + oo. 

Beh. Es ist © sogar von beschranktem, starkem Komponentenordnungswert ; 
genauer: Es ist StKO (©) < 3p + 1. 

Bew. 1. Es sei L¥_, C L_, im iibrigen beliebig gegeben. Es besitze CLI_, 
mindestens q Komponenten (q > 2), sei also"*) in q Stiicke spaltbar, etwa in 
Z,..., Ty. O.B.d.A. seien T,..., Z,,1<k <q, diejenigen unter den Tf, 
(falls es iiberhaupt solche T, gibt) j = 1,..., q, sodaB zu Z, eine Umgebung u, 
von L*_, im R®—” beziiglich L¥_, existiert derart, daB jede L,_, € u, nicht 
fremd ist zu .» x=1,...,k. Es ist d, =u, ... u, +0. Falls k<q gibt es 
dann zu Z, ,, ind, eine L,_, mit L,_, T,,,=© und (wegen der Insichkompakt- 
heit von L,_, und &, , ,) einen offenen Teil b,.,, von 0,, so daB L,_,2,,,=0 
fiir alleL, ,€ d,,,. Fallsk+2<q gibt esfernerzu T, , einen offenen Teil b, , , 
von b, , ,,80daB entwederL, ,%,,.— O fiiralleL,_ ,€ d,,,oderdaBL, ,Z,,, 
+ D fiir jedeL,_ ,€»,,.. Fortsetzung dieser Schliisse liefert eine offene Menge 
ao Re beziiglich L¥_, derart, daB (0. B. d.A.) gilt: Fiir jede L,_, € b, ist 
t, Los =D bzw. +D je ape ts Og 1<j<r bzw. r<j < q (dabei kann eine 
Pe Bet beiden Méglichkeiten auch nicht realisiert sein). -2. Es sei jetzt L)_. € dq 
(beliebig, aber) fest und es sei LiF Lp , eine, ebenfalls feste, L,_. cuihaibende 
Hyperebene. Dann gibt es eine Normalumgebung Ul, von f,, p = 1, 
beziiglich L¥_, derart, dab i, Li_, = ©. Weiter sei U,,i=r+ e bade - 
Nesnabuinesiente von f, bexiiglich I Lt . Eine zu Uj, j = 1, ..., q, gehorige 
Deckelsumme sei },. Nun existiert zunichst eine offene, L*_, aber nicht Li_, 
enthaltende Menge m’ C R®), derart, daB fiir jede L,_, € Ro, — (L*_,) gilt: 
Ly, La_4 € 0, und (u,—d) Li + ©, sowiedL,_, = O,i=r+1,..., q. 
Wegen Z,L,_, +O fiir jedes L,_,€ 0, ist €L,_, in mindestens (q—r) Stiicke 
spaltbar fiir jedes Ha m’; daraus sowie aus SKO (€) = p folgt q—r << p+ 1. 
- 3. Die i, pe = 1, , t, sind euklidisch (weil fremd zu L)_,); es seid, © + ©. 
Ferner existiert eine in m’ offene, L*_, enthaltende Menge m C m ' derart, daB 
fiir jede L,_, € m auch (li,—d,) L,_, + O undd,L, ,=0,p =1,...,r. Ist 
nun 2r’ + 1 <r< 2r’ + 2, so miinden von den, je ein T, uttinalieslih Kom- 
ponenten der U,€ mindestens (r’ + 1) in Deckeln (der U,), welche saimtlich 
auf der gleichen Seite von L*_, liegen. (Um den Begriff ,,Seite‘ von LX_, zu 
definieren, braucht man nur pan Li_, als uneigentliche Hyperebene auszu- 
zeichnen und zu beachten, daB die U,,p =1,...,r, fremd sind zu dieser 
Hyperebene.) Daher™) ware ©U, L,_, + © fiir alle white aus einer offenen Teil- 
menge von m und fiir mindestens (r’ + 1) feste Werte von p (aus der Reihe 1, 

.., ©). Wegen SKO(C) = p folgt r' + 1 <p, also r< 2p. Zusammen mit 
q<p+i+r (vgl. Ziff. 2.) ergibt dies: q< 3p + 4, w. z. z. w. 

2.2.1. Satz. Vor. Es sei € ein Kontinuum im R,, von beschrénktem, 

schwachem Komponentenordnungswert SKO(€) = p< + oo. 
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Beh. Ey besitzt € den schwachen Punktordnungswert p dann (und nur dann), 
wenn die L,_, mit diskontinuierlichem €L,_, dicht liegen im R®,. 


Bew. ,,.Nur dann“ folgt aus der Definition von SPO (€). Wir beweisen jetzt . 
dann“. - 1. Dadie L,_, mit diskontinuierlichem €L,_, dicht liegen sollen im 
R® ,, gibt es (n + 1) linear unabhangige unter ihnen. Und da jede L,,_,mit dis- 
kontinuierlichem €L,_, nicht mehr als 3p Punkte von € enthalt, ergibt sich 
(wie beim Beweise in Nr. 2. 1.) die Darstellbarkeit von € als Summe endlich 
vieler euklidischer Kontinuen ©’, welche paarweise nur endlich viele Punkte 
gemeinsam haben. - 2. Wir behaupten weiter: Jedes der ©’ besitzt einen be- 
schrankten starken Komponentenordnungswert StKO(€’) < 2 (3p + 1). In 
der Tat: Gibt es eine L/_,, fiir welche €’L)_, mindestens q Komponenten 
besitzt, so ist ©’L’, _, in q Stiicke spaltbar. Sind U,,j = 1, ...,q, Normal- 
umgebungen dieser Stiicke und ist 2r + 2 >q > 2r + 1, so miinden unter 
den je eines dieser Stucke enthaltenden Komponenten der ’ U; mindestens 
(r + 1) in Deckeln, welche auf der gleichen Seite von L/ _, liegen. (Der Ausdruck 
.,Seite“ ist hier sinnvoll, weil ©’ euklidisch ist.) Daher existiert in beliebiger 
Nahe von L/_, im R®™, eine offene Menge m derart, daB €’L,_, fiir jede 
L,—; € m in mindestens (r + 1) Stiicke spaltbar ist, also mindestens (r + 1) 
Komponenten besitzt. Nach Vor. liegen aber die L, _, mit diskontinuierlichem 
€L,,_, und daher auch diskontinuierlichem €’L,_, dicht in m; und fiir jede 
solche L,_, “hat nicht nur ©’L,_, sondern sogar €L,_, mindestens (r + 1) 
einpunktige Komponenten. Da (gema8 Nr. 2.2.) nun StKO (€) < 3 p + 1 ist, 
folgt q< 2 (3p + 1). w. z.z.w. - 3. GemaB Ziff. 1. und 2. zusammen mit 
der Vor., daB die L,_ , mit diskontinuierlichem €L,,_, bzw. €’ L,_, dicht liegen 
in R®,, folgt,*) da8 ©’ beschrankten schwachen Punktordnungswert besitzt. 
GemaB der Definition von SPO(G’) liegen somit die L,_, mit nicht-diskonti- 
nuierlichen ©’ L,_, nirgends dicht in R,. Da ferner bei nicht-diskontinuier- 
lichem €L,_, mindestens eine der endlich vielen ©’ L,_, nicht-diskontinuier- 
lich ist, so liegen die L,_, mit nicht-diskontinuierlichen €L, _, ebenfalls nir- 
gends dicht in R®.. Wegen SKO(€) = p liegen ferner die L,_,, fiir welche 
€L,_, mehr als p Komponenten besitzt, nirgends dicht in R ,. Daher bilden 
die L,,_, mit M (€L,_,) > p insbesondere eine in R™, nirgends dichte Menge 
(weil namlich M (€L,_,)> p fiir nicht-diskontinuierliches €L, _, gilt). AuBer- 
dem liegen wegen SKO (€) = p die L,_, mit M(€L,_,) = p nicht nirgends 
dicht. 


2.3. Satz. Vor. Es sei € ein Kontinuum im R,, mit beschrdnktem schwachen 
_Punktordnungswert SPO (€) = p< + 00. Ferner sei a eine t-Schar mit der 
Achsee A= L,_,.2 << t <n. 


%) Vgl. a. a. O. (FuBnote 1), b), Nr. 3. 2. 
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Beh. 1. Ist t = 2, sv gibt es ina (héchstens) abzahlbar viele L,_, mit nicht- 
punkthaftem (€ — UM) L,_,. 


2. Allgemein liegen ina die L,_, mit punkthaftem (€—4Y) L,_, dicht. Somit 
liegen erst recht dicht in a die L,_.,, fiir welche (© —U) L,_, keine in U miin- 
dende Komponente besitzt. 


Zusatz. Tritt zu den Voraussetzungen dieses Satzes noch hinzu, dab €% 
endlich sei, so gilt: 1. Fir t = 2 ist M (© L,_,) << 3p + 1 fiir alle L,_, Ga 
bis auf (héchstens) abzéhlbar viele Ausnahmehyperebenen. - 2. Fiir t > 2 
liegen dicht ina die L,_, mit M(©L,_,)< 3p + 1. 


Anmerkung. Ist ©’ = (C—4%) L,_, punkthaft fir L,_, € a, so ist ©’ so- 
gar endlich; genauer: Es ist M (€’) = M(€)< 3p +1 oder M(@’) < 3p je 
nachdem €&% = D oder CU + O. 


Bew. Zu 1. Indirekt. Es sei t = 2 und es seien iiberabzahlbar viele (kurz: 
iia.) L,_, € a mit nicht-punkthaftem (© — M%)L,_, vorhanden. €,, sei eine 
solche L,_, und 8, eine mehrpunktige Komponente von M, = (€ — U) G,. 
Unter den, den iia. €, entsprechenden, iia. 8,, -die wegen t = 2 notwendig 
paarweise fremd sind, gibt es jedenfalls unendlich viele, etwa 8, . . ., mit posi- 
tiver unterer Schranke fiir die Durchmesserlingen und (gema8 der Kom- 
paktheit des R, (Nr. 4. 2. 4.)) mit Durchmesserendpunkten, die gegen zwei 
(verschiedene) Punkte T,, T, konvergieren (wobei T, € W nicht ausgeschlossen 
ist, ] = 1, 2). Bezeichnet Li_, die Mittelsenkrechte der Strecke T,T,, so hat 
jede L,_, aus einer Umgebung u von Li _, im R®, Punkte mit schlieBlich 
jeder der 3,,... gemeinsazh; es ist also M(€L,_,)> p fiir jede L,_, € u 
im Widerspruch mit SPO (€) = p. Die vorstehenden Schliisse fiihren ohne 
weiteres zu folgendem, etwas weitergehendem Ergebnis: 

Es sei MW =L)_.,2 <<t <n. Dann gibt es héchstens abzdhibar viele Ly, mit 
k >n—t, welche paarweise genau U' als Durchschnitt besitzen und fiir welche 
(€ — WM’) L, nicht-punkthaft ist. 

Zu 2. Fiir t = 2 folgt die Beh. 2. schon aus Beh. 1. Es sei also t > 3. Ange- 
nommen, es lagen die L,_, €a mit punkthaftem (© —W) L, _, nicht dicht in a. 
Dann existiert eine in a offene Teilmenge u von a, so da8 (©—W) L,_, und um 
so mehr € L, _, nicht-punkthaft ist fiir jede L,_, € u. Es sei €, eine L,_, € u 
und %, eine L,_,mit AC F, C &,. Ist E,(X) = 0 die Gleichung von €,, so 
148t sich %, darstellen durch E,(X) = G,(X) =0 und & durch E,(X) = 
G,(X) = ... = G,(X) = 0, wobei E,(X), G,(X), ..., G,(X) linear unab- 
hangig sind. Durch E,(X) +, G,(X) = 0 mit |u,|< e wird dann eine, E, 
enthaltende, in der 2-Schar f; mit %, als Achse enthaltene und in f, offene 
Menge m, C u von Hyperebenen dargestelit; iibrigens sei ¢ hinreichend klein. 
Gema8 Beh. 1. existiert eine abzthlbare Menge p, von Hyperebenen derart. 
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daB (6 — 3) L,_, punkthaft ist fiir jede L,_, € (m, — p,,; es sei €, + €, und 
€, € (m,—},) mit der Gleichung E, (X) = E, (X) + p G(X) = 0. Es ist 
dann %, = ©, €, und CG, nicht punkthaft (weil m, © u). GemaB Nr. 1.3.2. (in 
der dortigen Bezeichnung setze man 8 = €€,, M = (C — F,) E,) sind dann 
alle mehrpunktigen Komponenten von €G, in ©, enthaltea. Mit €, verfahrt 
man jetzt entsprechend wie mit €,, indem man in ©, eine, von %, linear un- 
abhangige L,_,, etwa §,, mit den Gleichungen E, (X) =-0, G, (X) = 0, 
und folgenden Eigenschaften wahlt: Es ist & C §, © €, und die 2-Schar f, 
mit %, als Achse enthalt eine, in f, offene, €, enthaltende, in u enthaltene 
Hyperebenenmenge m,. Dann ist €L,_, nicht-punkthaft, aber (©C— §,) L, _, 
punkthaft fiir jede L,_, € m,— pg, unter p, eine passende abzahlbare Menge 
von Hyperebenen verstanden. Es enthalt also € §, alle mehrpunktigen Kompo- 
nenten von GG,, falls €, C m,—,; dabei kann o. B. d. A. €, als von €, und 
€, linear unabhangig angenommen werden, etwa mit der Gleichung E, (X) = 
E, (X) + wu, G, (X) = 0. Andererseits liegen aber, weil € %, alle mehrpunktigen 
Komponenten von €&, enthalt und weil §, C €,, }, © &,, alle mehrpunktigen 
Komponenten von ©}, in % = 3, J. = © €, Ey. Somit liegen alle mehr- 
punktigen Komponenten von €G, in %}, d. h. (© — §;) G, ist punkthaft. Falls 
nun t = 3 und mithin §, = Wist, ware (€ — U) €, punkthaft, was wegen ©, € u 
der Beweisannahme widerspricht. Ist aber t > 4, so wahle man eine von %, 
und }, linear unabhangig? L, ,, etwa }, mit den Gleichungen E, (X) = 0, 
G, (X) = 0, also mit UC F, C E;, so daB in der 2-Schar f, mit §, als Achse eine 
in u enthaltene, €, enthaltende, in f, offene Menge m, enthalten ist. Alsdann 
ergibt sich (wie vorhin) die Existenz einer zu €,.beliebig benachbarten, von 
€,, €,, €, linear unabhangigen Hyperebene €, C m, C u derart, daB alle mehr- 
punktigen Komponenten von €&, in %, enthalten sind. Wegen %, — €5, 3 — & 
und weil alle mehrpunktigen Komponenten von €€, in , enthalten sind, 
liegen aber alle mehrpunktigen Komponenten von € %, und damit von €&, in 
€ Fj, wobei F, = HF, = €& © &, &,. Fiir t = 4 erhalt man, wegen J; = W 
einen Widerspruch; fiir t > 5 kann man (vollstandige Induktion) entsprechend 
weiter schlieBen. 


Zu Zusatz und Anmerkung. Folgt aus Nr. 2.2. und Nr. 1.3.2. im Hinblick 


darauf, daB aus SPO (€) = p< + oo folgt SKO (€) = p. (Vgl. auch Nr. 2.4.1., 
Beh. A.) 


In Riicksicht auf spatere Anwendung besprechen wir zum SchluB noch einige 
Hilfssatze. 


2.4. Hiifssatz. Vor. 1. Es sei€ C R, ein Kontinuum von beschranktem, 
schwachen Punktordnungswert SPO (€) = p. - 2. Es sei QE L*_, Miin- 
dungspunkt einer Komponente & von (©—L?_,); oder also: Q gehdért einem 
Stiick von €L}_, an (C—L¥_, + ©). 
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-Beh. In beliebiger Nahe von L*_, (im R®),) gibt es zu beliebig kleiner Um- 
gebung Ul = U (Q) in R, von Qeine in R™, offene Menge u derart, da8 fiir alle 
L,_, € u gilt: €L,_, besitzt ein in U gelegenes Schnittstiick 2. Art. 


Bew. O. B. d. A. sei 1 = U(Q) eine euklidische Umgebung von Q. Da & 
ein Kontinuum mit SPO(®) < p ist und da Q € B®, so ist (Nr. 2.1.) Rin Q 
lokal zusammenhangend. Da ferner Q Haufungspunkt von & ist, gibt es zu 
eine, in Uenthaltene Umgebung ll’ = 11’ (Q) von Q derart, daB Q mit Q’ durch 
eine zusammenhangende, in U enthaltene Teilmenge & von & verbunden ist, 
falls Q’ € RU’. In beliebiger Nahe von L*_, gibt es also eine in R™, offene 
Menge. w’ solcher Hyperebenen L/_.,, auf deren beiden Seiten (es ist 1 eukli- 
disch) Punkte von & liegen, so daB TLi_, + 0, also CUL)_, + O. Da die 
Li; mit endlichem € Li_, dicht liegen in u’, kann o. B.d. A. ©L{_, als end- 
lich angenommen werden; ferner kénnen wir o. B.d. A. voraussetzen, daB 
Cu, Li_, = €(— ) Li_, =, weil dies andernfalls, wegen der Endlichkeit 
von €©L)_,, durch passende beliebig kleine Abanderung von U in hinreichend 
kleiner Umgebung von U, Li_, stets erreichbar ist. Dann ist aber in ©L)_, 
ein Stiick von €Li_, mit einer in‘ enthaltenen Normalumgebung UW” ent- 
halten. GemaB Nr. 1.4.3.1. gibt es daher in beliebiger Nahe von Li_, eine 
offene Menge u C R®, derart, daB CL,_, fiir jede L,_, € u ein in W’ ent- 
haltenes Schnittstiick 2. Art aufweist, w. z. z. w. 


2.4.1. Hilfssatz. Vor. Es sei © ein Kontinuum im R, von beschrinktem, 
schwachen Punktordnungswert SPO(€) = p< + oo. 


Beh. A. Fiir keine L,_, besitzt €L,_, mehr als p’= 3p Komponenten. Ins- 
besondere enthalt kein diskontinuierliches (also auch kein punkthaftes) CL,_, 
mehr als p’ Punkte. 


B. 1. Ist €L)_, punkthaft mit (mindestens) p Schnittpunkten*’), so ent- 
halt ©L/_, genau p Punkte (d.h. es ist M(CL{_,) = p); ferner gibt es in be- 
liebiger Nahe von L}_, eine im R®@, offene Menge » derart, daB ©L,_, genau 
p Schnittpunkte enthalt (also auch M(€L,_,) = p ist) fiir jedes L,_, Ed. 


B. 2. Es sei m eine in R®, offene Menge. Wenn (und nur wenn) in m die 
Menge § aller L,_, mit M(CL,_,) = p dicht liegt, existiert eine in m dichte 
offene Menge m’ derart, daB M(CL,_,) = p ist und daB diese p Punkte samt- 
lich Schnittpunkte von ©L,_, sind fiir jedes L,_, € m’. 


Bew. ZuA. Folgt aus Nr. 2.2., weil auch SKO(€) = p (wegen SPO () = p). 


Zu B. 1. Sind S, die in der Beh. genannten p Schnittpunkte (p = 1, . . ., p), 
so sei U1, eine euklidische Normalumgebung von S,; es gibt (gem4B Nr. 1.4.3.) 


eine Umgebung u C R®, von L/_, derart, daB €L,_, U, ein Schnittstiick 2. Art 


27) Wegen SPO (€) = p existieren gemaB Nr. 1. 4. 4. solche Lp—1. 
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von €L,,_, ist fur jedes L,_, € u und jedes p = 1, ..., p. Wegen SPO(G@) = p 
liegen aber die L,_, mit nicht-punkthaftem €L,__, nirgends dicht in u. Daher 
gibt es eine in u offene dichte Menge v’ so, daB €L,,_, fiir jedes L,_, Ev’ punkt- 
haft ist und mindestens p Schnittpunkte enthailt. Ware nun M (€ L{’_,) > p 
fiir (mindestens) ein L{'_, € v’, so gabe es (gemaB Nr. 1.4.3.) eine zu Li’ _, 
beliebig benachbarte, also inv’ enthaltene offene Mengev’’, soda M(CL,_,)>p 
fiir jedes L,_, € v0”. Widerspruch mit SPO (€) = p. 


Zu B. 2. Es liege } dicht in m. Sind simtliche p Punkte von ©L,_, Schnitt- 
punkte fiir jedes L,_, € , so folgt die Beh. aus B. 1. Es existiere also ein 
Li_,; © 5, fiir welches CL) _, nur r Schnittpunkte enthalt (0<r< p). Dann 
gibt es eine offene Teilmenge u, von m beliebig nahe bei L{_,, so daB fiir jedes 
Li’_, € u, in © Li, (mindestens) (r + 1) Schnittstiicke enthalten sind, also 
ein Schnittstiick mehr als in © L/_, (folgt aus Nr. 1.4.3.1.). Da § dicht ist in 
m, gibt es also ein Li’, € bu,, d.h. es kann M(€L{’_,) = p angenommen 
werden. Durch erneute Anwendung von Nr. 1.4.3.1. auf diese L{’_, ergibt sich 
die Existenz einer L¥_, € § beliebig nahe bei L/_,, fiir welche © L¥_, (min- 
destens) (r + 2) Schnittpunkte besitzt. Vollstandige Induktion fiihrt schlieB- 
lich zu einem L,_., € § in beliebiger Nahe von L/_ , mit p Schnittpunkten in 
€ L,_,. Gema8 B. 1. ergibt sich daraus die Beh. B. 2. 


2.5. Verallgemeinerung von Hilfssatz 2. 4. Vor. Es sei € ein Kon- 
tinuum im R, von beschranktem schwachen Punktordnungswert SPO (€) = 
p< + oo. Ferner seien P;,j = 1,...,t + 4, linear unabhangige Punkte aus 
€Li_,, wo 1<t<n—1. Und in P, miinde eine Komponente & aus (€—L/{_.,). 
Mit 8 sei die (n —t + 1)-Schar bezeichnet, deren Achse O = L ((P,), . 
(Py,1)) ist. 


Beh, 1. In beliebiger Nahe von L/ _, (im R@ ,) gibt es eine in 8 offene (nicht 
leere) Menge"b, so da8 © L/’ _, fiir jede L/’_, E » ein Schnittstiick besitzt, 
welches in einer beliebig kleinen Umgebung U1, = Ul, (b) von P, enthalten ist, 
dieses Schnittstiick ist dann insbesondere linear unabhangig (vgl. Nr. 1.1.4.) 
von hinreichend kleinen Umgebungen der P,, ..., P,,,. — 2. In» liegen dicht 
diejenigen L/’_,, fiir welche © Li’_, in der (in 1. genannten, beliebig kleinen) 
Umgebung U, von P, einen Schnittpunkt besitzt. | 


“+9 


Bew. Betr. Beh. 1. GemaB Nr. 2. 4. gibt es in R™, offene Mengen u der 
behaupteten Art. Der Durchschnitt » = 8u ist aber nicht leer. In der Tat: Er- 
ganzt man die P,, j =1,..., t+ 41, durch Hinzufiigen von Punkten P,,,,..., 
P, aus Li_, zu einem System von n linear-unabhangigen Punkten (vg. 
Nr. 1.1.4.) und setzt & =.L.((P,), ..., (P,)), so ist M fremd zu Py. Deshilb 
gibt es in der 2-Schar mit der Achse & solche zu L{ _ ,beliebig benachbarte L, 


n-1) 


daB in einer beliebigen Umgebung Ul von P, Punkte einer Komponente & von 
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€U auf verschiedenen Seiten von L,_, liegen (betr. die Existenz von & vgl. 
den Bew. des Hilfssatzes in Nr. 2.4.). Da 0. B.d. A. U fremd zu & voraus- 
gesetzt und (gema8 Nr. 2.3.) (© —W) L,_, als punkthaft angenommen werden 
kann, la8t sich wie beim Beweise zu Nr. 2.4. auf die Existenz einer zu L/ _, be- 
liebig benachbarten L,_, € 8 schlieBen, welche einen innerhalb U gelegenen 


Schnittpunkt mit € besitzt und welche zugleich einer u angehért. - Die 2. Beh. 
folgt aus Nr. 2. 3. 


2.6. Hilfssatz. Vor. Es sei © ein Kontinuum im R, von beschranktem 
schwachen Punktordnungswert SPO (€) =p. Ferner sei &= CLi_., wo 
2<t<n, U+ fH, und es sei 8; C € eine zusammenhingende, zu L)_, fremde 
Menge mit einem Miindungspunkt M;, in M; j = 4, ..., q. 


Beh. In der t-Schar a mit L}_, als Achse gibt es in beliebiger Nahe einer 
jeden L;’_, € a eine in a offene Menge u = u (Ly_,) derart, daB zu jedem 
L,-1 € u eine in M, miindende Komponente &; = S, (L,_,; u) von 
(€ —L,_,) gehdrt; j = 1, ..., q. (Dabei enthalt fiir festes L/’_, der Durch- 
schnitt von %;(L,_,; u) mit 8, eine gegen M, konvergierende Punktfolge.) 

Bew. GemaB Nr. 1.2.5. existiert beliebig nahe bei L/’_; eine in a offene 
Menge u und dazu eine gegen M, konvergierende Folge von Punkten M,, aus 
8, welche sémttich fremd sind zu jedem L,_, € u. Es sei L,_, € u beliebig, 
aber fest. Wegen M,, € 8, —L,_, = 8) ist M,, in einer Komponente 8,, von 
(€—L, _,) enthalten; jede 8, miindet in L,_,"). A priori sind nun fiir jedes 
einzelne j folgende beiden Méglichkeiten denkbar: J. Fall. Unendlich viele der 
8;, sind gleich, etwa gleich 8,,. Dann enthalt 8,, eine gegen M; konvergente 
Punktfolge {Mj,}, miindet also in M,. Ubrigens ist Mj, € 8; 8;, fiir alle p 
und {Mj,} ist fir alle L,_, € u die gleiche. Die Beh. ist dann fiir j richtig. - 
II. Fall. (SchlieBlich) alle ;, sind verschi¢den. Danmbesitzt (6 — L, _,) unend- 
lich viele (in L,,_, miindende) Komponenten. Dies ist aber unmdglich. In der Tat: 
Wegen der Kompaktheit des R, kénnen wir annehmen, da8 eine konvergente 
Folge von Miindungspunkten Q;, € Bie existiert, da® also schlieBlich alle 
Q;, in einer euklidischen Umgebung U, eines Punktes von L,_, liegen. Wegen 
8)-Ln—1 = © liegen unendlich viele der 8;, innerhalb U1; auf der gleichen Seite 
von L,_, und miinden innerhalb U,in L,_,. Daher existiert in beliebiger Um- 
gebung von L,_, (im R(®,) eine offene Menge u, C RY, derart, daB jede 
L ,_, €-u; mit beliebig vielen 8;,, etwa mit mehr als p, Punkte gemeinsam. 
Widerspruch mit SPO (€) = p. 


(Eingegangen am 1. Oktober 1947.) 











Elementare Behandlung 
des Helmholtzschen Raumproblems. 


Von 


Ginter Pickert in Tiibingen. 


Bekanntlich 148t sich dem Hetmunottzschen Raumproblem!) die Form 
geben: 

Eine Gruppe linearer homogener Abbildungen des n-dimensionalen Raums 
der Vektoren mit reellen Komponenten, die dem Vektorraum freie Beweglichkeit 
verleiht, besteht aus denjenigen Abbildungen positiver Determinante, die eine 
positiv-definite quadratische Form ungedndert lassen. 

Freie Beweglichkeit“ bedeutet dabei, daB jedes System inzidenter Rich- 
tungselemente der ersten bis (nm —1)-ten Stufe, d.h. ineinander liegende 
orientierte lineare Unterraéume entsprechender Dimensionszahlen, durch ge- 
nau ein Gruppenelement in ein beliebig vorgegebenes System derselben Art 
iibergefiihrt wird. Sowohl von Hetmnottz im Falle n = 3 wie spater von 
Lie fiir allgemeines n wurde dieser Satz nur unter Verwendung infinitesimaler 
Transformationen bewiesen. Nun la8t sich zwar deren Existenz nach J. v. 
NEUMANN’) aus gewissen topologischen Eigenschaften der Gruppe folgern, 
und AvERBACH®*) hat einen Beweis gegeben, der keine infinitesimalen Trans- 
formationen benutzt. Aber die benétigten Voraussetzungen lassen sich immer 
noch nicht ungezwungen geometrisch ausdriicken, so daB man auf diese Weise 
der Bedeutung des Satzes im Rahmen eines Raumproblems nicht gerecht wird. 
Daher haben denn auch schon Hitserr*) und spater W. Siiss®) ein auf dem 
Gruppen- und Bewegungsbegriff aufgebautes Axiomensystem der Geometrie 
geschaffen, das nur gewisse Bestandteile des Postulats der freien Beweglich- 
keit ungedndert tibernimmt. Nichtbehandelt bleibt dabei jedoch die durch 
die anfangs erwihnte Formulierung des Hetmuottzschen Raumproblems 
nahegelegte Frage, ob bei Zugrundelegung der affinen Geometrie, also des 
linearen Vektorraumes, das Postulat der freien Beweglichkeit abgedndert 
werden mu8, wenn man zur Pythagoreischen Metrik gelangen will, und wie 








1) Siehe etwa Weyt, H.: Mathematische Analyse des Raumproblems (1923), 
8. 31 u.f. 

*) Gruppen linearer Transformationen. Math. Z. 80, 3-27 (1929). 

*) Zum Hetmuoitzschen Raumproblem. Studia math. 6, 160-161 (1936). 

*) Uber die Grundlagen der Geometrie. Math. Ann. 56 (1902). 

5) Beitrage zur gruppentheoretischen Begriindung der Geometrie. Jap. J. Math; 
2 und 4. 
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eine solche Abanderung gegebenenfalls zu geschehen hat, ohne daB dabei der 
anschauliche geometrische Charakter der freien Beweglichkeit verlorengeht. 
Die in der vorliegenden Arbeit wenigstens teilweise gegebene Beantwortung 
dieser Frage ist nicht zuletzt auch von didaktischem Interesse. 

In §1 wird gezeigt, daB fiir n = 3 tatsachlich keine Abanderungen ndtig 
sind, d. h. also da8 das Postulat der freien Beweglichkeit als einziges weiteres 
Axiom bereits die affine Geometrie zur metrischen einengt. § 2 gibt zu Beginn 
ein Gegenbeispiel an, aus dem hervorgeht, daB dies in der Ebene wenigstens 
nicht der Fall ist. Die Frage, ob auch fiir n > 3 Zusatzforderungen gestellt 
werden miissen, bleibt offen. Bei Ersetzung der Eindeutigkeitsaussage des 
Postulats der freien Beweglichkeit durch die Forderungen, daB eine in sich 
iibergehende Halbgerade punktweis festgelassen wird und nur die Identitat 
eine Hyperebene punktweis festlaBt, entsteht jedoch auch fiir beliebiges 
n > 3 aus der affinen die metrische Geometrie. 

Um. deutlich zu machen, da8 tatsichlich eine elementare Behandlung 
mdglich ist, sind die Beweise vor allem in §1 ausfihrlicher dargestellt, als 
dies bei Berufung auf bekannte algebraische Satze notwendig gewesen ware. 


§ 1. Der dreidimensionale Fall. 


Wir legen den dreidimensionalen Raum der Vektoren mit reellen Kompo- 
nenten zugrunde, wobei Vektoren mit kleinen deutschen, reelle Zahlen mit 
kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet werden. Ein Richtungselement 
1. Stufe ist dann durch eine Halbgerade, d.h. durch die Vektoren za mit 
z =0 (wobei a+ 0), ein mit diesem inzidentes Richtungselement 2. Stufe 
durch eine Halbebene, d.h. durch die Vektoren za + yb mit y >0 und 
beliebigem xz (wobei b von a linear-unabhangig ist), gegeben. Daher kénnen 
wir die freie Beweglichkeit beziiglich der Gruppe & der linearen homogenen 
Abbildungen R, S, T, ..., die wir als Operatoren links schreiben, in zwei 
Teilen so formulieren: 


I. Sind a, 6 und ¢, D zwei Paare linear-unabhdngiger Vektoren, so gibt es 
ein R mit Ra=re (r > 0) 
Rb=sc+td (t> 0). 
II. Sind a, 6 linear-unabhdngig, so folgt aus 
Ra=aa (a> 0) 
Rb=ca+db (d> 0), 
daB R das Einselement E von © ist. 


Wegen I brauchte II iibrigens nur fiir ein spezielles Paar a, 6 gefordert 
zu werden, wie man leicht nachrechnet. 
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Wir betrachten zunachst die Abbiidungen. die eine Ebene xa + yb in sich 


iiberfiihren: Ra =aa + bb 
Rb =ca + db. 
A= : : ist dann eine Invariante von R, die sowohl positive wie negative 


Werte haben kann. Aus I folgt namlich mit c= 6 und } = + a die Beziehung 
A =+rtS0. Im Falle A> 0 ist nun ein positiver Eigenwert mit einem in 
der Ebene von a, 6 liegenden Eigenvektor nur fiir 2 = E méglich; denn ist 
a dieser Eigenvektor, so folgt aus a> 0, b = 0 und A> 0 auch d> 0, d.h. 
nach II: R= E. Ist aber A< 0, so gibt es wegen der Sakulargleichung 


z?—(a+d)x+A=0 


einen positiven und einen negativen Eigenwert x, bzw. 2, zu denen also in 
der Ebene je ein bis auf einen Faktor eindeutig bestimmter Eigenvektor ge- 
hért. Diese Vektoren sind aber nun auch Eigenvektoren von R? mit den 
positiven Eigenwerten.z?; also ist, da R®? zum Typ A> 0 gehért, R* = E. 
Daher sind + 1 und —1 die beiden Eigenwerte der so als involutorisch er- 
kannten Abbildung vom Typ A< 0. 

Speziell gilt das eben Bewiesene fiir die sich mit c= a, } = —b nach I 
ergebende Abbildung R: Ra =a, FR? = E, R=+ E. Durch diese drei Forde- 
rungen ist aber R eindeutig bestimmt. Einmal namlich gehért jedes solche R 
zu den Abbildungen, die eine Ebene in sich iiberfiihren: Ist b irgendein von a 
linear-unabhangiger Vektor und Rb =c, so folgt R(b +c) =¢+ b, also 
wegen II b + c = aa, d.h. jede durch a gehende Ebene wird durch R in sich 
iibergefiihrt. Ware nun S (+ £) eine weitere involutorische Abbildung mit 
Sa =a, so ist RS vom Typ A> 0 mit Eigenwert + 1, also RS = E, R=S. 
Die in diesem Sinn zu a gehdrige Abbildung RA besitzt nun in jeder Ebene 
durch a einen Eigenvektor zum Eigenwert —1. Da es nicht mehr als zwei 
linear-unabhangige solcher Eigenvektoren geben kann, erfiillen alle eine durch 
R und somit durch a eindeutig bestimmte Ebene €,, die wir die zu a senk- 
rechte Ebene nennen. Die Beziehung be€, mit 6 + 0 ist nun symmetrisch in 
den Vektoren a und b. Um das einzusehen, benutzen wir die involutorische 
Abbildung T mit Ta = rb (r > 0). Ist dann R die zu. a gehérige involuto- 
rische Abbildung, also Ra = a, R? = E, Rb = —}, so hat AR’ = TRT die 
Eigenschaften R’a =—a, R?=E, R'b=b, w.z.b.w. Im Fail be, 
kénnen wir daher a, b als senkrecht zueinander bezeichnen: a | b. In Erweite- 
rung dieser Definition nennen wir den Nullvektor senkrecht zu jedem Vektor. 
Die Eigenschaft des Senkrechtstehenr ist invariant gegeniiber G, denn aus 
Ra =a, R? = E, Rb = —} folgen djeselben Beziehungen fiir SRS und 
die Vektoren Sa, Sb. 
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Fragen wir nun umgekehrt bei der durch die linear-unabhangigen Vek- 
toren a, b aufgespannten Ebene € nach einem Vektor c mit € = ©,. Not- 
wendig fiir ¢ ist nach dem eben Bewiesenen ce€, und ce€,. ©, und &, sind 
nun nicht identisch: Aus €, = ©, folgt namlich, daB das Produkt der zu a 
und 6b gehérigen involutorischen Abbildungen jeden Vektor dieser Ebene 
festla8t, nach II also die Identitat ist; d.h. die beiden Abbildungen stimmen 
iiberein und jede 14Bt die Vektoren a und 6 fest, was ein Widerspruch gegen 
II ist. ¢ ist’ also bis auf einen Faktor durch € = ©, eindeutig bestimmt. 
Nehmen wir aber einen im Schnitt von ©, und &, liegenden Vektor c + 0, so 
ist ae €,, be€,, d. h. € = E,: Zu jeder Ebene gibt es einen bis auf einen Faktor 
eindeutig bestimmten senkrechten Vektor. 

Um ein LangenmaB einzufiihren, brauchen wir nur mit @ als Bewegungs- 
gruppe den tatsdchlichen MeBvorgang nachzuahmen: 

1. Wahl eines willkiirlichen Vektors e + 0 als Einheitsvektor, dessen Halb- 

gerade xe (x > 0) dann als MaBstab dient. 


2. Abbildung des zu messenden Vektors a auf diese Halbgerade, was nach I 
immer méglich ist. 
3. Geht dabei a in ae iiber, so wird a als Lange oder Betrag | a | des Vektors a 
bezeichnet* ; 
Dazu ist allerdings noch nachzuweisen, daB der Wert a unabhangig ist von 
dem zur Abbildung verwandten, durch 2. ja durchaus nicht eindeutig bestimm- 
ten Element von &. Wie man sofort sieht, ist aber die eindeutige Bestimmtheit 
von a gewahrleistet, wenn aus Re = re und x > 0 stets x = 1 folgt. Um dies 
zu beweisen, nehmen wir einen beliebigen Vektor a _| e und + 0. Sind nun 
e,a und Ra = b linear-abhangig, so-fiihrt A ihre gereinsame Ebene in sich 
iiber, besitzt also wie bereits bewiesen héchstens + 1 als positiven Eigenwert. 
Ist aber b von e, a linear-unabhangig, so gibt es genau eine involutorische 
Abbildung S mit Sa = rb (r > 0). Wegen der Invarianz des Senkrechtstehens 
ist auch b | e und weiter a _| Se, b_| Se. Se und e stehen also beide senk- 
recht auf der durch a, b aufgespannten “Ebene, d.h. aber Se = se. Wegen 


S? = E folgt daraus |s| = 4. Weiter ergibt sich SRa = + aund SRe = sze, 
d.h. SR fiihrt die durch a und e aufgespannte Ebene in sich iiber. (SR)? 


ist also die Identitat, woraus folgt: 1 = |sx| = |r| = 2, w.z.b.w. Der so 
eingefiihrte Betrag ist nun charakteristische Invariante eines einzelnen Vek- 
tors; denn mit R,a; = | a;| e (i = 1, 2) folgt aus {a,| = |a,| Ay*Ryay= ay, 


und aus Ra, = a, ergibt sich R, Ra, = |a,|e, also |a,|= |a,|. Ferner 
gilt noch die Rechenregel 


(1) |za|=|z|- Jal, 


denn aus Ra = jale folgt Rea = x|a\e, und fiir die zu eirtem auf ¢ senk- 
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recht stehenden Vektor gehérige involutorische Abbildung S gilt Se = —e, 
also bei r< 0: SRra =|z2| |ale. 

Um nun zu einer invarianten quadratischen Form oder, was damit gleich- 
bedeutend ist, zu einer invarianten symmetrischen Bilinearform zu gelangen, 
miissen wir eine wesentliche Invariante eines Vektorpaares aufsuchen. Dazu 
wahlen wir erst einmal a + 0. Dann 148t sich der beliebige Vektor 6 additiv 
zerlegen in ein Vielfaches von a und einen Vektor aus €,, und zwar ist diese 
Darstellung eindeutig, da nicht ae ©,. Es gibt also einen durch a, b eindeutig 
festgelegten Zahlenwert p, ,, so daB (b — p,,a) | a ist. p ist wegen der Inva- 
rianz des Senkrechtstehens eine Invariante. Da mit zwei Vektoren auch ihre 
Summe in &, liegt. gilt-fiir p das Distributivgesetz 


(2) Pa,b+c = Pas + Pac: 

Ferner erhalten wir, wie sofort einzusehen ist, die Rechrengesetze 
, 1 

(3) Pras => Pas (4+ 9) 

(4) Pa,xo — ** Pav: 

Um eine in a, b lineare Invariante zu erhalten, bilden wir daher 


| 2 ss ‘ 
. _ |la* Pog fig a = 0 
(9) (a,b) = }'9 fer a = 0. 


Diese geniigt nun wegen (2), (3) und (4) den Gesetzen 


(6) (a, b + ¢) = (a, b) + (a, c) 
(7) (za, b) = a-(a, b) = (a, xb). 
Ferner ist sie symmetrisch in a, 6; denn fiir a = 0 oder b = 0 ist dies nach 
(5) trivial, und im anderen Falle ergibt sich aus (1) ser | = fal, also die 
Existenz einer involutorischen Abbildung R mit Ra = a b, wd wir haben 
wegen der Invarianz und der Beziehung (7): 

(a,b) = (Ra, Rb) = ier a - (6, a) = (6, a). 
Wegen (6) und (7) ist (a, b) daher eine symmetrische Bilinearform, die wegen 
Pag = 1, also (a, a) = |a |? zu einer positiv-definiten quadratischen Form 
fiihrt. 


Als orthogonal bezeichnen wir nun wie iiblich diejenigen lienearen Abbil- 
dungen, die die so konstruierte Form invariant lassen. Bezogen auf ein Ko- 
ordinatensystem paarweis senkrechter Vektoren des Betrages 1 sind die Ma- 
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trizen A der orthogonalen Abbildungen dann bekanntlich durch 
(8) A-AT=E 


gekennzeichnet, worin A’ die Transponierte von A bedeutet. Die durch die 
Forderung positiver Determinante, also nach (8) 


(9) |A|=1 


aus ihnen ausgewahite Gruppe }, sei als Drehungsgruppe bezeichnet. Aus 
(8) und (9) folgern wir nun in bekannter Weise die Existenz eines Vektors e, 
vom Betrage 1 und Ae, = e,)*. In der Ebene senkrecht dazu wahlen wir ¢, 
und e, vom Betrage 1 senkrecht zueinander. Aus 


Ae,= ae,+be, (a? + 5? = 1) folgt wegen (8) 
und (9): Ae, = —be, + aeg, d.h. A ist durch e, und das Zahlen- 


paar a, b eindeutig bestimmt. Zu jedem Zahlenpaar a, b mit a? + b* = 1 gibt 
es aberein R aus § mit Re, = es, Re, = ae, + bes, denn nach I kann R s0 be- 
stimmt werden, daB die Beziehungen Re, = res, Re, = se, + t (ae, + de,), 
r >0, t>0 gelten, woraus wegen (Re, es) =0 s=Ound wegen | Re,| = | Re,| 
=1 r=t=1 folgt. Hatte nun R die Determinante —1, so ware Re, =be,—ae,, 
also im Falle a=—1, b=0 Re, =e, im entgegengesetzten Fall aber 
R (e, + Re) = e + Re, += 0, was beides einen Widerspruch zu II bildet. 
Als Ergebnis haben wir daher R = A, d.h. jede Drehung ist ein Element 
von @. Nun gibt es aber eine nicht in © liegende orthogonale Abbildung A, 
z. B. eine, die die Vektoren einer Ebene festla8t, ohne die Identitat zu sein. 
Mit R aus @ hat dann RA als nicht zu & gehdrig bestimmt negative, R also 
positive Determinante, d.h. db, = &. 

Bemerkt sei noch mit Riicksicht auf spitere Verwendung in § 2, daB sich 
unter Abanderung der obigen Uberlegungen d, © @ lediglich aus I und der 
Existenz der invarianten positiv-definiten quadratischen Form schlieBen JaBt. 
Wir erhielten namlich aus der Annahme, unser oben konstruiertes R habe die 
Determinante —1, einen in der Ebene der ¢,, ¢, liegenden Vektor a + 0 mit 
Ra =a. Nun gibt es in @ ein S mit Sey =e, und Sa = |a|- Re, so dab 
R' =SRS“R die Eigenschaften R’e, = e;, R’e, = Re, = Ae, hat. Da R’ 
aber die Determinante + 1 hat, stimmt es mit A iiberein, w. z..b. w. 


§ 2. Der n-dimensionale Fall. 


Die Bezeichnungen im n-dimensionalen Raum der Vektoren mit reellen 
Komponenten seien wie in § 1 gewahlit. Die I und II entsprechenden Voraus- 


*) Wir diirfen die Drehung als Operator mit dem fiir ihre Matrix verwandten 
Buchstaben bezeichnen, da im folgenden keine Koordinatentransformationen vor- 
genommen werden. 


Mathematische Annalen. 120. 32 
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setzungen iiber die jetzt G,, genannte Gruppe linearer homogener Abbildun- 
gen wollen wir I, und II, nennen und haben also 


I,: Sind a, und 6; (i=1,...,n—1) 2wei (n—1)-tupel linear-unabhangiger 
Vektoren, so gibt es ein R mit 


: 
Ra, => rypb, 44> 0 (i =1,..., 2—14). 
h=1 
I wird demgem4B im folgenden als I, angefiihrt. 
Fiir n = 2 haben wir 
I,: Zu a + 0, b + 0 gibt es ein R mit Ra = rb, r>0. 
II,: Aus a+ 0 und Ra = aa (a> 0) folgt R= E. 
Ohne weitere Voraussetzungen 1]48t sich daraus noch nicht einmal die Exi- 
stenz einer inyarianten positiv-definiten quadratischen Form folgern. Um das 
zu zeigen, wahlen wir eine unstetige und damit in keinem Interval] beschrankte 
Lésung der Funktionalgleichung f(z + y) = f(z) + f(y) mit f(x) = 07). Be- 
zogen auf zwei beliebig wahlbare Basisvektoren bestimmen dann die Matrizen 


eft) : cos Z sin Z 


: mit O0O<2< 2x 
—sin z cos z = 


eine den Voraussetzungen I,, II, geniigende Gruppe, die wegen der Nicht- 
beschranktheit der Transformationskoeffizienten keine invariante positiv- 
definite quadratische Form besitzen kann. 

Fiir n> 3 ist das Verfahren von § 1 nicht anwendbar, da die Forderungen 
Ra =a, R? = E, R+ E die Abbildung 7F noch nicht eindeutig bestimmen. 
Wir modifizieren daher unsere Voraussetzungen. Da der logische Zusammenhang 
der neuen Voraussetzungen mit I,, II, nicht sofort erkennbar ist, haben die 
folgenden Ausfiihrungen auch fiir n = 3 Interesse, weswegen nur n > 3 an- 


genommen sei. Wir beweisen nun zuerst lediglich unter den Voraussetzungen 
I, und 


Il’: Aus a= 0 und Ra = aa (a> 0) folgt a = 1, 


die Existenz einer invarianten positiv-definiten quadratischen Form. Wie in 
§ 1 kénnen wir wegen II’ nach Wahl des Einheitsvektors e den Betrag eines 
Vektors einfiihren und erkennen ihn wie dort als charakteristische Invariante 
eines einzelnen Vektors. Zum Beweis der Rechenregel (1) ist noch ein R mit 
Re = —e wotig. Wir gewinnen es aus [, mit a =e, ¢ = —e, da sich aus 
der auf A? angewandten Voraussetzung II’ r = 1 ergibt. Zur Herstellung 
einer Invariante eines Vektorenpaares entaprechend §1 ‘ind jetzt noch einige 
vorbereitende Hilfss&tze erforderlich >, 


J) Biehe Hanan, G.: Eine Basjs aller Zalilen. Math. Ann’ €0 (1905). 





et eal 
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1, Ist |a| = |b |, so gibt es ein R mit Ra=b, Rb =a. 
Beweis: Nach Definition des Betrages gibt es bei |a| = |b |ein Rmit Ra ~ vb. 
Falls die beiden Vektoren linear-abhangig sind, ist dann Rb = a wegena = +b 
trivialerweise erfiillt. Im anderen Falle ist fir das gleichzeitige Erfiilltsein 
von Rb = a notwendig, da8 AR die Ebene der beiden Vektoren in sich iiber- 
fiihrt, und zwar mit einer negativen Transformationsdeterminante A. Ein 
solches R ergibt sich aber nach I,, wenn dort c= 6, }=a gesetzt wird. 
Wegen A< 0 gibt es einen positiven und einen negativen Eigenwert zu in 
der Ebene von a, 6 liegenden Eigenvektoren, e,, e¢,. Da sich aus der auf H? an- 
gewandten Voraussetzung II’ die Eigenwerte zu + 1 ergeben, ist also Re, =e,. 
Reg = —€g, d.h. RA? 1aBt jeden Vektor der Ebene fest: Rb = Rob =a. 

2. LaéBt R den Vektor a fest und fiihrt eine Ebene durch a in sich iiber mit 

A> 0, so léBt R jeden Vektor der Ebene fest. 
Beweis: Ist die Ebene durch a, 6 mit |a| = |6| bestimmt, so ist nach Vor- 
aussetzung Ra =a, Rb = sa + tb, t>0. Da t Eigenwert ist, muB es nach 
II’ gleich 1 sein. Nach 1. gibt es ein S mit Sa = b, Sb = a. R’ = SRS fihrt 
dann ebenfalls die Ebene in sich iiber: R’a = a + sb, R’'b = b. Daraus ergibt 
sich weiter 
RRa=(1+s*}a + sb 
RR'b = sa+b. 


Die Eigenwerte 1 + d von AR’ in der Ebene bestimmen sich alsu aus der 
Gleichung d* — s*d —s* = 0. Da deren Wurzeln beide reell sind, diirfen sir 


nach II’ - angewandt auf (RR)? - nur die Werte 0 oder — 2 haben, d-h. 
s =0, w. z. b. w. 


3. Ist |a| = |a’|, |b| = |b’|, |a+b| = |a’ +6’ |, so gibt es ein R mit 
Ra’ =a, Rb’ =b. 

Beweis: Bei linear-abhingigen a, b ist der Satz trivial. Im anderen Falle gibt 
es nach I, und II’ ein T mit T (a’ + 6b’) =a + 6 so, daB Ta’ =c und damit 
auch 7b’ = d in der Ebene von a, b liegen. Wegen | a | = | c| und |b | = || 
gibt es ferner nach 1. ein S mit Sa =c, Sc =a und ein S’ mit S’b = d, 
S'd = b. SS’ ist nun eine Abbildung der in 2. betrachteten Art, da 
S' (a—c) =e¢—a =(¢ + d) —a—d = b—d = S(d— db) = S (a —¢c) ist 
und S,S’ beide vom Typ A< 0 sind®). Also ist Sd) = S’b = b, und R= ST 
leistet das Gewiinschte. 

Nun definieren wir: a steht senkrecht auf 6, wenn es ein Rmit Ra =a, RO= —b 
gibt. DaB diese Beziehung symmetrisch in a und 6 ist, erkennt man mittels 

*) Das gilt allerdings nur fir linear-unabhangige Paare a, c und b, d ohne weiteres. 


Doch kann man bei a = + ¢ nach I, und II’ immer ein S mit S (a) = ¢ finden, das 
die durch: a, b bestimmte Ebene mit A < 0 in sich iiberfiihrt. und Entsprechendes 


‘gilt fiir den Fall b= +d. 


42° 
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eines nach 1. existierenden S mit Sa = b und Sb = a, da dann ja aus‘den 
obigen Beziehungen folgt: SRSa = —a, SRSb = b. Weiter gilt: 

4. In jeder Ebene durch a + 0 gibt es bis auf einen Faktor genau einen zu a 

senkrechten, von 0 verschiedenen Vektor. 

Beweis: Wir nehmen eine der in 1. benutzten Abbildungen S mit den dortigen 
Bezeichnungen fiir die Eigenvektoren und eine nach I, existierende Abbildung 
T mit Te, =ra(r>0) und Te, =} in der durch a gehenden Ebene. Mit 
R = TST-* ist dann Ra = a und Rb = —5B, also a | DB. Ist fiir ein b’ der- 
selben Ebene a | b’, also R’a =a, R’b’ = —b’, so ist RR’ offenbar von 
dem in 2. behandelten Typ, d. h. Rb’ = R’b’ = —D’, also b’ linear abhingig 
von 5, w. z. b. w. 

5. Aus a | bunda | c folgta | rb + sc. 
Beweis: Da nach Definition 0 zu jedem Vektor senkrecht ist, kénnen wir 
rb + sc+0 annehmen. Weiter kann o. B. d. A. r+ s =1 vorausgesetzt 
werden, was sich ja durch Abanderung von b oder c um einen Faktor stets 
erreichen 148t. Nun folgen aus a _| b und a _| ¢ die Beziehungen |c —a| = 
|e+a| und |b—a| = |6+ a. Nach 3. gibt es alsoein S mit S (c —a) = 
c+ aund S (b—c) = b —c, also wegenr + s = 1: S(rb +sc—a) = rb + 
+ sc +a. Die daraus folgende Betragsgleichheit ergibt mit |—a| = |a| 
zusammen nach 3. die Existenz eines R mit Ra = —a und R(rb + sc) = 
= rb + sc, w.z. b. w. 


Aus 4. und 5. schlieBen wir nun, da8 die Gesamtheit der zu a= 0 senkrechten 
Vektoren eine Hyperebene €,, den zu a totalsenkrechten Teilraum bilden. 
Wie in § 1 1a8t sich daher der beliebige Vektor b nach a und &, zerlegen, so 
daB es fiir ein a + 0 zu b genau eine Zahl p,, mit (6 — p,,a) _| a gibt. Fiir 
dieses p gelten dann wieder die Rechengesetze (2), (3), (4), so daB das durch 
(5) erklarte Symbol (a, 6) sich unter Benutzung von 1. als symmetrische Bi- 
linearform ergibt, die zu einer positiv-definiten quadratischen Form fiihrt. 
Die Invarianz erkennt man-wie in § 1. 

Erst jetzt, wo wir noch beweisen miissen, da8 G, mit der Gruppe }D,, der 
unsere quadratische Form invariant lassenden Abbildungen positiver Deter- 
minante iibereinstimmt, wird es notwendig, iiber die Voraussetzungen I, und 
II’ hinauszugehen. Unabhangig von dem bisher Bewiesenen zeigen wir: 

Eine der Voraussetzung 1,, geniigende Gruppe @,, mit der invarianten positiv- 
definiten quadratischen Form Q,, enthdlt die beziiglich Q,, gebildete Gruppe ?,,. 

Nach der SchluBbemerkung von § 1 ist dieser Satz fiir n = 3 richtig. Wir 
fihren nun den Beweis durch Schlu8 von n —1 auf n(n > 3). Wegen der 
Invarianz der Form Q, erfiillt eine den obigen Voraussetzungen geniigende 
Gruppe @, auch II’. Daraus folgt - falls wir das Senkrechtstehen mit Hilfe 
der Polarform von Q,, erklaren -. daB die den Vektor a + 0 festlassende Unter- 
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gruppe &,, (a) von @, in dem zu a totalsenkrechten Teiiraum eine der Voraus- 
setzung I,_, geniigende Gruppe &,_, mit der invarianten Form Q@,_, = Q, 
hervorruft. Nach Induktionsvoraussetzung ist nun @,_, 2 d,_,, also auch 
G,, (a) 2 »,, (a), worunter die den Vektor a festlassende Untergruppe von b,, 
zu verstehen ist. Daraus folgt sofort die Behauptung, da fiir a | b be- 
kanntlich d, = bd, (a) - Dd, (6) - dD, (a) gilt. 

Nach dem am Ende des vorletzten Abschnittes von § 1 angewandten Schlu8 
gewinnen wir also unter den Voraussetzungen I, und II’ das Ergebnis: G, 
ist entweder die d,, oder die Gruppe aller orthogonalen Abbildungen. Um noch 
den zweiten Fall auszuschlieBen, geniigt es z. B. die Voraussetzung hinzu- 
zunehmen 

III,,: Sind die a; (i =1, ..., m — 41) linear-unabhdngig, so folgt aus 
Ra, =a,(0=1,....n—1) R=E. 

I,, Il’ und III, stellen somit die gewiinschte Modifizierung des Postulats der 
freien Beweglichkeit dar, das eine Konsequenz dieser drei Forderungen ist. 
Fiir n = 3 haben wir es soger als gleichwertig mit ihnen erkannt. 

Zusatz bei der Korrektur, 21. 11.48: Erst nach Fertigstellung der vor- 
stehenden Arbeit wurde ich mit den Untersuchungen von Iyanaca und 
Ase ,,Uber das Helmholtzsche Raumgqroblem‘, Proc. Imp. Acad Tokyo 19, 
174-180 u. 540-543 (1943), bekannt. Darin wird vom Kérper der Kom- 
ponenten nur verlangt, da8 er angeordnet ist, wahrend meine Beweisfiih- 
rungen, wie man leicht erkennt, noch weiter fordern, daB jedes positive 
Element ein Quadrat ist. Iyanaca und Ase bendtigen daher auch starkere 
Voraussetzungen iiber G, (Bedingungen I-III a. a. O. S. 540), die zudem 
noch so gewahit sind, daB in der Behauptung die bei meiner Formulierung 
auftretende Einschrankung ,,von positiver Determinante‘‘ wegfallt. I ist 
dabei eine Verscharfung meiner Voraussetzung I,,,,, II eine solche von II’. 
Aus den Ergebnissen des § 2 meiner Arbeit folgt nun (iibrigens sogar fir 
n = 2), daB eine die Voraussetzungen I,,,, und II’ erfiillende Gruppe ©, 
aus den samtlichen eine positiv-definite quadratische Form festlassenden 
Abbildungen besteht. Im Falle eines angeordneten Kérpers, in dem jedes 
positive Element ein Quadrat ist, geniigen also an Stelle der Voraus- 
setgzungen I-III von Iyanaca und Ase bereits die Forderungen I,,, und 
II’; insbesondere ist dann III eine Folge von I und II. 


(Eingegangen am 20. 4. 1947.) 











Charakterisierung wohlgeordneter Mengen 
und der Zahlengeraden mit Hilfe eines allgemeinen 
Metrisierbarkeitsbegriffes. 


Von 
Kraus WaGNeER in Kéln. 


Einleitung. 


Es sei eine geordnete Menge M gegeben. Die Elemente von M bezeichnen 
wir mit a, b,...m.... M habe ein der Ordnung nach erstes Element o. Jedem 
Paar a, b mit a <b sei mittels einer Abbildungsfunktion « eindeutig je ein 
bestimmtes, von a, b abhangiges Element von M zugeordnet, kurz 


a(ab)=c. 


Definition 1. Ist a (am) fiir jedes feste a und die Gesamtheit der m >a 
aus M eine ahnliche Abbildung auf M, so nennen wir M mit einer solchen 
Abbildung « (ab) eine Metrik von M. Oder wir sagen auch, die geordnete 
Menge J/ ist in sich metrisierbar und M mit « ist eine Metrik M. 

Aus der Definition folgt unmittelbar das allgemeine 

Kriterium: Eine geordnete Menge M ist dann und nur dann in sich me- 
trisierbar, wenn sich jeder obere Abschnitt von M dhnlich auf M abbilden 
JaBt. 

Im § 1 wird durch den Satz 4 gezeigt, daB sich speziell die wohlgeordneten, 
in sich metrisierbaren Mengen vollstandig angeben lassen. - Anschaulich ge- 
sprochen, besagt die Definition 1 u. a., daB sich jeder ,,Abstand“ a (ab) an 
jedes Element a’ eindeutig (nach oben oder, wie wir hierfiir auch sagen, nach 
rechts) ,,antragen“ lassen soll, d.h. daB es durch a <b und a’ ein eindeutig 
bestimmtes Element 6’ > a’ gibt mit « (ab) = « (a’b’). Wir fiihren noch einige 
kurze Bezeichnungen ein. Es seien beliebige Elemente a < 6 <c aus M her- 
ausgegriffen. Wir schreiben dann « (ab) + « (bc) =a(ac) und sagen dafiir, 
daB a (bc) an a (ab) oder auch an b angetragen « (ac) ergibt. Es sei jetzt 
a (ab) =a(a’b’) und a (bc) =a (b’c’). Dann braucht nicht etwa immer 
a (ac) =a(a’c’) zu sein; d.h. anschaulich gesprochen, das Antragen eines 
Abstandes an einen anderen kann noch von ihrer ,,Lage“* auf M abhangig 
sein. Ist aber das Antragen beliebiger Abstande immer unabhangig von der 
Lage auf M, d. h. ist stets « (ac) =a (a’c’), so nennen wir die Metrik M additiv. 
Wir betrachten « (ab) + a (bc)~=< a (ae). Nach Definition von « gibt es ein- 
W’ und c’, so daB gilt: « (bc) =a (ab’) und « (ab) = « (b’c’); d. h. wir tragen 
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jetzt an a umgekehrt zuerst « (bc) und dann daran « (ab) an. Ist dann stets 
a(ac)=a(ac’), d.h. c=c’, ist also, anschaulich gesprochen, das Antragen 
unabhangig von der Reihenfolge der Abstaénde, so nennen wir die Metrik 
M kommutativ. 


Definition 2. Wir sagen, daB die Menge X mittels der vorgegebenen 
Metrik M metrisierbar ist, wenn sich jedem Elementepaar x, x, aus X ein- 
deutig ein ,,Abstand“ ¢ (7,2,) = « (ab) zuordnen laBt, so daB die drei be- 
kannten') Axiome gelten: 


1) (x, 2) = a(aa) = 0 ist gleichbedeutend mit z, = 2, (Identitéitsaxiom), 
2) ¢(2,%_) = p (%_2,) (Symmetrieaxiom), 


3) aus 9(%,2%_) =a(ab), e(z,%3) =a(bc) und p(2,2,) =a (ad) folgt 
a (ad) <a (ab) + « (bc), d.h. d Sc (Dreiecksaxiom). 

Ist etwa a (ab) =a(a’b’) und a (bc) =a (b’c’) und a (ad) =a (a'd’), so 
kann einerseits zwar d < c, dagegen andererseits d’ > c’ sein; d. h. die Giiltig- 
keit von (3) ist noch abhangig von der Wahl des ,,Anfangselementes“ a. Ferner 
sei ab <e und a<b’ Se’ mit « (bc) =a (ab) und « (ab) =a (b'c’), 
also nach (2) und (3): 


@ (%3%q) = a(ab’), p(x_x,) =a (b'c’) und e(x%32,) = « (ad). 


Nun kann wiederum einerseits zwar d < c, dagegen andererseits d > c’ sein; 
d.h: die Giiltigkeit von (3) kann auch noch von der Reithenfolge, in der die 
beiden Abstande p (1,2) und po (z,7,) auf M angetrayen werden, abhangig 
sein. Im folgenden interessieren wir uns insbesondere fiir die Metriken 1, 
die im obigen Sinne sowohl von der Wahl des Anfangselementes wie von der 
Reihenfolge der Antragung unabhiangig sind. Die Metrik soll also noch zwei 
Eigenschaften haben, die wir jetzt prazisieren wollen. Es sei « (ab) = « (a’b’) 
und « (bc) = « (b’c’), ferner « (ad) = « (a’d’). Dann muB also im ersten obigen 
Fall fiir alle d mit a << d < cauchd’ < c’ und analog fiir alle d’ mit a’ < d’ Sc’ 
auch d <c sein. Daraus folgt wegen der Monotonie der ahnlichen Abbildung: 
a (ac) =a(a'c’), d.h. M ist additiv. Ist andererseits M additiv, so folgt un- 
mittelbar aus der Monotonie von « umgekehrt die Unabhangigkeit bei (3) 
vom Anfangselement. Im zweiten obigen Fall sei a <b Sc unda <b’ Se’ 
mit « (ab) =a (b’c’) und a (bc) =a (ab’). Dann muB also mit d <c auch 
d <c’ und umgekehrt mit d <c’ auch d <c, also c =c’ sein. Das heiBt, M 
ist kommutativ. Ist umgekehrt M kommutativ, so folgt unmittelbar daraus 
wegen der Monotonie von a die Unabhangigkeit bei (3) von der Reihenfolge 
der Antragung. Insgesamt hat sich also ergeben: I. Soll das Dreiecksaxiom 
unabhangig immer von der Wahl! des Anfangselementes giiltig sein, so mu8 


1) ALexanprorr und Horr: Topologie I, Kap. I, §1, 8. 27. 
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M additiv sein, I]. soll es unabhangig immer von der Reihenfolge der Antra- 
gung giiltig sein, so mu8 M kommutativ sein. 


Die zugleich additiven und kommutativen Metriken M sind also in be- 
stimmtem Sinne die einfachen Metriken, da mit ihnen das Dreiecksaxiom 
immer unabhangig vom Anfangselement wie von der Reihenfolge der An- 
tragung giiltig ist. Bezeichnen wir einmal die Gesamtheit der einfachen Me- 
triken mit £, so interessieren wir uns im folgenden fiir die Fragen: 1. wie 
insbesondere die beiden bekannten einfachen Metriken, die Addition der 
reellen Zahlen bzw. der ganzen Zahlen > 0, in £ charakterisiert sind und 
allgemeiner 2. welche Metriken von E auf der Zahlengeraden realisierbar sind 
und welche Eigenschaft die anderen (also nicht auf der Zahlengeraden realisier- 
baren) Metriken von £ haben. 


Der Satz 2 beantwortet die 1. Frage und die Satze 3 und 4 die 2. Frage. 
Der Satz 2 steht mit Untersuchungen der klassischen Theorie der geordneten 
Mengen in einem bestimmten Zusammenhang, den wir noch kurz auseinander- 
setzen wollen. Zundchst lassen sich die bekannten Depexinpschen Betrach- 
tungen auf der Zahlengeraden fast wortlich auf jede beliebige geordnete Meng. 
iibertragen, so da8 also jede Depexinpsche Klasseneinteilung einer geordneten 
Menge in bekannter Weise genau entweder einen Schnitt oder einen Sprung 
oder eine Liicke definiert. Die charakteristische Eigenschaft, damit die ein- 
fache Metrik M eine der in der 1. obigen Frage genannten Metriken ist, ist 
nun, da8 M (im Depexinpschen Sinne) xeine Liicken hat oder, wie wir hierfiir 
auch sagen wollen, da8 M in sich abgeschlossen ist. Bei dem Beweis des Satzes 2 
wird zundchst gezeigt, daB jedes M aus E ohne Liicken und Spriinge, d. h. 
jedes in sich abgeschlossene und dichte M eine Teilmetrik M’ vom Typus 
der rationalen Zahlen enthalt, die in M dicht ist. Dann muB aber nach einem 
bekannten Satz*) die geordnete Menge M vom Typus des Zahlenkontinuums 
sein. Ferner wird bewiesen, daB die Metrik M durch M’ abstrakt eindeutig 
bestimmt ist. Hiermit folgt dann erst, daB M-die Addition der reellen Zahlen ist. 


$1. Charakterisierung der wohigeordneten, in sich metrisierbaren 
Mengen. 


Eine endliche Menge kann nicht in sich metrisierbar sein*). Das heiBt, jede 
in sich metrisierbare Menge ist notwendig unendlich. Denn ist a, + 0 und 


a (4, @,,,) = a(0a,) fir n =1, 2,..., so folgt, daB jede in sich metrisier- 


*) Hausporrr: Mengenlehre, 2. Auflage, 5. 54, Satz V, 2. Teil. Hier gehen also die 
vorliegenden Untersuchungen mit bekannten Ergebnissen tiber geordnete Mengen 
eng zusammen. 

%) Den trivialen Fall, da8 M nur aus dem Element: o besteht, wollen wir im fol- 
genden nicht als eine Metrik bezeichnen. 
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bare Menge eine unendliche abzahlbare Folge 
A=4,<4,<...<a,<... 


als Teilmenge enthalt. Nun ist A wie die Menge der ganzen positiven Zahlen 
in sich metrisierbar. Also ist A in bestimmtem Sinne die ‘leinste aller in sich 
metrisierbaren Mengen. Wir machen zunachst einige 


Vorbemerkungen. Im folgenden wollen wit zwei geordnete Mengen als 
gleich auffassen, wenn sie 4hnlich sind. Ferner wollen wir zwei Metriken als 
die gleichen betrachten, wenn ihre geordneten Mengen dhnlich aufeinander 
abbildbar sind, so daB der Abstand der Bilder immer gleich dem Bild des Ab- 
standes ist. Eine Teilmenge einer geordneten Menge bezeichnen wir als einen 
Anfang der Menge, wenn sie mit jedem Element auch alle kleineren Elemente 
der Menge enthalt. Bekanntlich sind dann zwei verschiedene wohlgeordnete 
Mengen immer miteinander eindeutig vergleichbar in dem Sinne, da8 eine 
Menge als ein Anfang der anderen Menge aufzufassen, d. h. kleiner als die andere 
Menge ist. Im Bereich der wohlgeordneten Mengen lassen sich speziell die in 
sich metrisierbaren Mengen vollkommen iiberblicken. Wir sahen eben, daB A 
die ,,kleinste“ in sich metrisierbare Menge ist. Es folgt nun weiter: 


1. Ist NV eine wohlgeordnete, in sich metrisierbare Menge, so ist S = >’ N, 
v= 
mit V, ahnlich N,v = 1, 2, ..., die nachst gréBere in sich metrisierbare, is. 
geordnete Menge. 

Denn erstens ist jeder obere Abschnitt von S, wie man sich leicht iiber- 
zeugt, ahnlich S, d. h. S ist in sich metrisierbar. Ist. andererseits S’ irgendeine 
wohlgeordnete Menge entsprechend der Vorbemerkung ,,zwischen“ N und S, 
d.h. N < S'< S, so muB 


n 
Ss’ =2 4%, + Nass 
sein, wobei N/,, ein Anfang von N,,,, ist. Jeder obere Abschnitt von S’ 
oberhalb eines beliebigen Elementes von N},, ist aber ahnlich bereits einer 
Teilmenge von N,, also nicht ahnlich S’; d. h. S’ ist nicht in sich metrisierbar. 
womit (1) bewiesen ist. 


2. N,, Nz... seien beliebig gegebene wohlgeordnete Mengen. Wie mit 
Hilfe der Vorbemerkung leicht folgt, gibt es eine kleinste wohlgeordnete 
Menge N, so daB jedes V,, N,... als ein Anfang von N aufzufassen, also < N 
ist. Das heiBt kurz, N sei die obere Grenze der V,, N, .... Ist dann jedes 
N,, N,--- in sich metrisierbar, so behaupten wir, da8 dann auch JN in sich 
metrisierbar ist. 

Denn angenommen, es sei ein oberer Abschnitt Ny von N nicht ahnlich A, 
also 4hnlich einem echten Anfang NV, von N, so gabe es unter den V,, N,..., 
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da N obere Grenze ist, ein VN, >> N, auBerdem mit .\,- V4 = Nullmenge. 
Nun sind NV, und N, ahnlich. Also ware der obere Abschnitt N,- Ng von N_, 
der zugleich Anfang von N, ist, ahnlich einem Anfang /’) von N,. Nun ist 
Ni SNa<N,,. Das heiBt, ein oberer Abschnitt von NV, wire ahnlich nur einem 
echten Aaleng Ni, von N, im Widerspruch zur Metrisierbarkeit von N,. Also 
ist entgegen der Annehee jeder obere Abschnitt von N ahntich N, d. h. N ist 
in sich metrisierbar, wie (2) behauptet. 

Bezeichnen wir einmal die in (1) beschriebene Summenbildung kurz mit o 
und die in (2) angegebene Bildung einer oberen Grenze N mit y, so wollen 

oo 


wir insbesondere die Summe >” A, mit A, = A, also kurz 3(A), eine Fort- 
vel 


setzung f (A) von A nennen. Sind nunmehr allgemein gewisse Fortsetzungen 
fo(A) von A gegeben, so bezeichnen wir die Mengen o(f,(A)) sowie ({/o (A)}) 
allgemein gleichfalls als Fortsetzungen f(A) von A. Nach (1) und (2) ist jedes 
/ (A) in sich metrisierbar. Ist andererseits eine wohlgeordnete, in sich metri- 
sierbare Menge M gegeben, so bilden wir die obere Grenze M, aller f (A) < M. 
Es ist MW, < M und o(M,)> M, da M, die obere Grenze der f(A) < WM 
und o (M,) ein f(A) ist. Also M, < M<o(M,). Nun gibt es nach (1) zwi- 
schen M, und o{(M,) keine weiteren in sich metrisierbaren Mengen. Also ist 
M, = M, d.h. M ein f (A). Also gilt der 


Satz 1. Die Fortsetzungen f (A) von A sind die einzigen in sich metrisierbaren, 
wohlgeordneten Mengen*). 


§ 2. Charakterisierung der Metrik der Zahlengeraden. 


Wir schicken einige Vorbemerkungen voraus. Es sei eine geordnete Menge 
M gegeben. Eine Teilmenge M’ von W hei8t nach oben beschrankt, wenn es 
ein Element m, aus M gibt mit m’ < mz fiir alle m’ aus M’, kurz M’ < mg. 
m, heiBt dann eine obere Schranke von M’. Gibt es eine kleinste obere Schranke 
von M’ - sie sei mit m bezeichnet —, so heiBt m die obere Grenze von M'. Wir 
sagen, da8 in M eine obere Grenze existiert. wenn jede nach oben beschrankte 
Teilmenge M’ von M eine obere Grenze hat. Ist speziell m aus M’, so ist m 
das gréBte Element von J/’. Definieren wir in analoger Weise die untere 
Grenze, 80 gilt 

I. Existiert in M eine obere Grenze, so existiert in M auch eine untere 
Grenze und umgekehrt*). 

Denn betrachten wir die in der Einleitung erwahnte DepEexrnpsche Klassen- 
einteilung von 1/, so tiberzeugt man sich leicht, da® jede der beiden Aussagen, 


*) Wie man sich leicht tiberzeugt, sind die f (A)+ A nicht kommutativ. A ist 
also die einzige wohlgeordnete, einfache_in sich metrisierbare Menge. 
5) Es existiert nach (I) z. B. in jeder wohlgeordneten Menge eine obere.Grenze. 
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daB in MV eine obere bzw. untere Grenze existiert, damit gleichbedeutend ist, 
daB M keine Liicken hat. Also sind auch fie beiden Aussagen unter sich gleich- 
bedeutend. 

Im folgenden nennen wir .V in sich abgeschlossen, wenn in M eine obere 
und daher nach (I) auch eine untere Grenze existiert. M heiBt dicht, wenn 
zwischen je zwei Elementen m,<_ m, von M noch ein weiteres m, also 
m, << m < mg, liegt. Ferner sagen wir, daB die Teilmenge M/’ von W dicht 
in M ist, wenn zwischen je zwei verschiedenen m aus M insbesondere noch 
ein weiteres m =m’ aus M’ liegt und auBerdem das kleinste und gréBte 
Element von M, falls solche existieren, auch zu M’ gehéren. Ist W’ dicht 
in M, so sind also erst reeht M’ und MV dicht. - Ist M’ zunachst einmal eine 
beliebig vorgegebene geordnete Menge, so wollen wir die Gesamtheit {A’} 
derjenigen Anfange A’ von M’ betrachten, die entweder ein letztes Element 
haben oder mit denen die Depexinpsche Klasseneinteilung A’ und M’ - A’ 
eine Liicke definiert. Nun ordnen wir {A’} in naheliegender Weise, indem wir 
Aj < Aj setzen, wenn Aj C Aj gilt. Da das Zeichen C transitiv ist, ist also 
jetzt {A’} eine geordnete Menge, in der wir noch speziell diejenigen A’, die 
ein letztes Element haben, durch dieses letzte Element ersetzen wollen, so daB 
{A’} eine Obermenge von M’ ist. Wir nennen {A’} die Hiille von \/'. Mit 
bekannten Schliissen des in FuBnote 2 angegebenen Satzes®) folgt dann leicht: 

II. Es sei 1. M’ dicht in W und 2. W in sich abgeschlossen. Dann ist / 
abstrakt die Hiille von VW’ und somit bereits durch VW’ eindeutig bestimmt; 
d. h. es gibt eine ahnliche Abbildung von V auf die Hiille von VW’. die speziell 
in M’ die Identitat ist. 

Ferner gilt: 

III. Es sei M eine einfache Metrik. Es sei a <a’ <b’ <b. Dann ist 
a (a' b') < & (ab) und es ist « (a’b’) = « (ab) gleichbedeutend mit a = a’ und 
b=b'. 

Denn wegen der Additivitét von W ist « (aa’) + a (a’b’) = « (ab’), ferner 
mit « (ab*) = « (a’b’) wegen der Kommutativitat von 4: 


a (ab*) + « (aa’) =a (ab’), also « (a'b’) <a (ab’) S & (ad). 


Ist speziell « (a’b’) = a (ab), so folgt zunachst aus der letzten Ungleichung 
b' = b und aus der vorhergehenden Gleichung « (aa’) = 0, a = a’. Wir sagen 
fiir (III) kurz, daB die Metrik  monoton ist. 

IV. Es seien zwei beliebige Elemente a < 6 der einfachen Metrik 1/ vor- 
gegeben. Dann ist «(m'b) =x(am) mit b >m' >a und a cm <b eine 
eineindeutige monotone Abbildung der m’ auf die m. 


6) Dieser Satz ist etwas spezieller als die folgende Belhauptung II, insofern M’ 
als abzahibar vorausgesetzt ist. Zum Beweis des Satzes 2 wird nur dieser Spezialfall 
gebraucht. Nach den Bemerkungen a.a.O0., 8.53 u. ist jede Hiille in sich abge- 
schlossen. 
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Zum Beweis bemerken wir zunachst, daB durch « (am) = « (m'b) jedes m’ 
aus a < mm’ <b auf je einm, und zwar wiederum aus a < m < b abgebildet 
ist, wie aus III zu schlieBen ist. Nun betrachten wir die Gleichung « (am) 
+ a(mb) =a(ab). Wegen der Einfachheit von M ist ebenfalls « (am’) + 
a (m'b) = a (ab) mit « (am’) = a (mb) und a (m'b) = a (am). Zu jedem a (am) 
gibt es also auch ein m’ mit « (m'b) = a (am). Nach III ist m’ eindeutig durch 
m bestimmt. Wenn m monoton wachst, so muB ferner nach III m’ monoton 
abnehmen. Damit ist IV schon vollstandig bewiesen. Anschaulich gesprochen, 
besagt IV, da8 wir die Abstande « (am) an das Element } eindeutig und mono- 
ton nicht nur nach oben, sondern auch nach unten an } antragen kénnen, so- 
fern nur « (am) < a (ab) ist. Wir sagen fiir IV kurz, daB sich in einer einfachen 
Metrik die Abstande nach unten antragen lassen oder auch, daB m mit m’ 
monoton ist. 

Insbesondere bilden die reellen Zahlen = 0 sowie die ganzen Zahlen = 0 
mit der gewdéhnlichen Abstandsdefinition der Analysis « (ab) = ) —a eine 
Metrik. Wir nennen sie die Metrik der reellen Zahlen oder auch der Zahlen- 
geraden bzw. der ganzen Zahlen. Nach den Rechenregeln sind diese beiden 
Metriken einfach und in sich abgeschlossen. Es gilt nunmehr der 


Satz 2. Die Metrik der Zahlengeraden sowie der ganzen Zahlen sind die 
beiden einzigen einfachen, in sich abgeschlossenen Metriken. 

Wir fiihren den Beweis in mehreren Schritten, wobei wir den Betrachtungen 
immer eine einfache, in sich abgeschlossene Metrik M zugrunde legen. 


1. Wir legen einen festen Abstand «(a,a,) +0 n-mal aneinander. Das 
n—l 


heiBt, wir bilden >” a (a,a,,,) =a (@ga,) mit a(a,a,,,) =a (aga,), v= 1, 
v=0 
2, ..., 2 —1. Wir behaupten, die Menge der aga,...a@,... ist nach oben 


nicht beschrankt. — Denn andernfalls hatte die Menge, da M in sich ab- 
geschlossen ist, eine obere Grenze a. Nach III wire « (a,@) <a (aga). Also 
miBten fiir a(a,a*) =a(a,@) schlieBlich alle a, > a*, mithin a(a,a,,,) 
=«(a@9a,) < a (a*a@) sein, entgegen «(a*a) = «(a,a,), wie sich aus der 
Kommutativitat unmittelbar ergibt. Also sind die a, nach oben nicht beschrankt, 
d. h. sie tibertreffen schlieBlich jedes Element von J/. 


2. M habe eine einfache Metrik. Es sei in sich abgeschlossen und zudem 
dicht. m, < mg seien beliebig vorgegeben. Dann ist die Gleichung 


a (m ym) + a(mm,) = a(mymy) Mit a (mym) = a (mm,) 


eindeutig in m lisbar. - Es sei m aus m, <m <mz,. Dann gibt es nach IV 
ein m' mit «(m,m) = a(m'm,). Die Zuordnung der m und m’ ist, wie wir 
in ITV sahen, monoton. Nunmehr interessieren wir uns speziell fiir die m — sie 
seien mit my bezeichnet ‘-. die mg < mj, erfiillen. Die m, haben eine obere 
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Grenze m, und die m, haben eine untere Grenze mj. Nun ist jedes my eine 
untere Schranke der m,, somit < mj. Also ist mj, eine obere Schranke der m, 
und daher m, < m,. Nun ist my ein mg, da es sonst ein my< Mg mit m), = mg 
gabe und mithin jedes m zwischen dem my, und my, das nach Voraussetzung 
existiert, ein m’ gleichfails < m, hatte entgegen der Bedeutung von mp. Also 
ist M, das gréBte m, und hat mithin wegen der Monotonie als mj, das kleinste 
mo, also my. Da M dicht ist, scheidet m,< m, aus. Es bleibt m, = mj, als 
einziges Element, das gleichzeitig my und m), also die Lésung von (2) ist. 
3. Es sei eine Folge m,, v = 1, 2... gegeben mit 


a (mm,,,) +a(mm,.,) =a(mm,). 
Wir behaupten, da8 dann m die untere Grenze der m, ist. — Denn m ist untere 
Schranke der m,. Ware nun etwa m,> m die untere Grenze der m,, so miiBte 
wegen der Monotonie von M fiir alle v einerseits « (mm,) < « (mm,) sein, 
andererseits «(mm,) nach Anlegung an die untere Grenze mz, schlieBlich alle 
m, enthalten, also nach der Gleichung in (3) gréBer als « (7im,) sein. Aus diesem 
Widerspruch folgt m = my, d.h. m ist die untere Grenze der m,. 

M' sei eine Teilmenge der Metrik M. Ist dann « (a’b’) insbesondere fiir 
die Elemente von M’ eine Metrik von M’, so wollen wir M’ eine Teilmetrik 
von M nennen. Dann gilt: 

4. Die Teilmetriken M’ und N’ der einfachen, in sich abgeschlossenen 
Metriken M bzw. N seien dicht in M bzw. N. Die Metriken M’ und N’ seien 
gleich. Wir behaupten, daB dann auch die Metriken M und N gleich sind. - 
Denn zunachst gibt es nach II eine ahnliche Abbildung der geordneten Menge 
M auf N, bei der insbesondere die beiden Metriken M’ und N’ gleich sind. 
Denken wir uns einmal diese ahnliche Abbildung von M auf N durch Pfeile 
veranschaulicht und die beiden Elemente an jedem Pfeil identifiziert, so ist 
fiir die Metriken: M’ = N’. Es bleibt also zu zeigen, daB die Metrik M durch 
ihre Teilmetrik M’ eindeutig bestimmt ist; denn dann ist wegen M’ = N’ 
auch M = N. Zunichst seien a’ << b vorgegeben, wobei also speziell a’ aus M’, 
+ dagegen allgemein aus M sei. « (a’m) mit m = a’ ist eine ahnliche Abbildung 
des oberen Abschnitts von M oberhalb a’ auf M. Also liegen insbesondere 
die « (a' m’) in M dicht. Wegen der Monotonie von M ist « (a’b) eine obere 
Schranke der « (a’m’) mit a’ < m' <b, mithin, da die « (a’ m’) in M dicht 
liegen, sogar die obere Grenze der «(a’m’), die nach Voraussetzung existiert. 
Also sind die «(a’b) durch M’ bereits eindeutig bestimmt. Nunmehr folgt 
mit ahnlichen Schliissen, da in einer einfachen Metrik nach IV die Abstande 
nicht nur nach oben, sondern auch nach unten angetragen werden kénnen, 
daB « (ab) mit vorgegebenen a < 6 die obere Grenze der « (m'b) mit a Sm’ 
< 6 ist. Also ist auch « (ab), mithin die Metrik 1/7 durch die Metrik .V’ ein- 
deutig bestimmt, womit (4) bewiesen ist. 
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Aus den Bemerkungen (1) bis (4) ist der Beweis des Satzes 2 eine leichte 
Folgerung. Ist zunichst © nicht dicht, so gibt es in M zwei der Ordnung nach 
unmittelbar aufeinanderfolgende Elemente a,< a,. « (@,@,) abzahibar oft 
(von o ab) aneinandergelegt, ergibt aber nach (1) bereits die ganze Menge M. 
Also ist in diesem Falle M die Metrik der ganzen Zahlen. Es bleibt, daB M 
dicht ist. Dann gibt es nach (1) und (2) eine Teilmetrik W/’ von M, die der 
Metrik der rationalen di-adischen Zahlen > 0 gleich ist, wobei wir in (1) 
rioch a, = o annehmen wollen. Nach (3) liegt ./’ in ./ dicht. Ferner liegen die 
rationalen Zahlen in der Menge der reellen Zahlen > 0 dicht. Also ist nach 
(4) \/ die Metrik der reellen Zahlen > 0, w. z. b. w. 


§ 3. Charakterisierung der einfachen Metriken auf der Zahlengeraden. 
Zerlegungssatz der einfachen, nicht auf der Zahlengeraden 
realisierbaren Metriken. 


/’ sei eine vorgegebene einfache Metrik. Wir betrachten die Hiille {A’} 
ler geordneten Menge .W’, die wir im folgenden auch kurz mit .V/ bezeichnen 
wollen. Es interessiert uns die Frage, ob sich die Hiille 1/ von ./‘ derart in 
sich einfach metrisieren ]48t, daB M’ Teilmetrik der gesuchten Metrik .1/ ist. 
m. a. W. ob sich die einfache Metrik ./’ auf .V zu einer einfachen Metrik er- 
weitern l48t. Zur Beantwortung der Frage denken wir uns einmal zwei Teil- 
mengen M‘ und Mj von VW’ und ein Element my von WV gegeben, das in W 
zugieich obere Grenze von .{ und untere Grenze von V/} ist. Die Gesamtheit 
der a(m{ mj) mit mi aus .Wi, m, aus Wj hat in .W eine untere Grenze m. Ist in 
jedem soeben beschriebenen Fall m = 0, so nennen wir die Metrik ./’ stetig. 
Die obige Frage wird nun beantwortet durch den 


Hilfssatz: Eine einfache Metrik M/’ 148t sich dann und nur dann auf 
ihrer Hille / zu einer einfachen Metrik M erweitern, wenn ./’ stetig ist’). 

Denn ist zunachst ¥ in sich einfach metrisierbar, so muB nach Satz 2. 
dda M in sich abgeschlossen ist, ./’ eine Teilmetrik der Zahlengeraden sein. 
Dann ist aber M’ entweder die Metrik der ganzen Zahlen > 0 oder dicht auf 
einem oberen Abschnitt der Zahlengeraden, also stetig. Es bleibt noch um- 
gekehrt zu zeigen, daB sich M’ auf eine einfache Metrik von .W erweitern ]aBt. 
Es seien zwei Anfinge A{ < Aj aus {A’} = M gegeben. Wir betrachten die 
Gesamtheit der m’ aus VW’ — die wir mit m‘, bzw. mj bezeichnen-mit mi < A‘ 
bzw. m;, > A}. Dann haben die «(m{mj) in M eine untere Grenze, die wir mit 
«(Aj A}) bezeichnen. Sind insbesondere Ai = m; und Al = mj,, so ist wegen 
der Monotonie der Metrik \W’ «(Aj Aj) = a (mjmj,). Also ist « insbesondere 
auf WM’ die vorgegebene Metrik M’. Wir miissen uns noch davon iiberzeugen, 


7) Die Metrik (Addition) der rationalen Zahlen l4Bt sich in der bekannten Weise 
auf die Metrik der reellen Zahlen also deshalb erweitern, weil jene stetig ist. 
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daB «(Aj Aj) eine einfa.4e Metrik von M ist. Wir machen noch eine Vor- 
bemerkung. Es sei wie oben «(Aj Aj) die untere Grenze der «(mj m}); 
ferner wollen wir einmal die m’ > Aj insbesondere mit mj bezeichnen. Wir 
behaupten, da8 die. untere Grenze in M der « (m{m,) + « (m;m}) gleichfalls 
«(Aj Aj) ist*). Denn wir betrachten ein beliebiges festes «(m'm') — es sei mit 
a(mymy) bezeichnet. Ist «(mimj,;) das kleinste der « (m{m\), also gleich 
a (Aj Aj), so folgt die letzte Behauptung unmittelbar wegen m, = A, = mj. 
Andernfalls sei «(m}m)) < «(m,my), etwa m; << m}. Dann gibt es wegen der 
Stetigkeit ein (mm) < a (m,m{) - wobei das letzte m}, das bestimmte aus 
m; < m;, ist. Also gibt es wegen der Einfachheit und Monotonie von .V/’ ein 
a (mm) + a (mm) < a(mimi{,). Mithin ist die untere Grenze det a (m} m5) 
+ a(m,m) auch < «(Aj Aj), andererseits wegen der Monotonie von VM > 
a (Aj Aj), also= «(Aj Aj). Nach dieser Vorbemerkung betrachten wir die «(Aj A’) 
mit einem festen Aj und allen A’ > A}. Da M’ stetig ist, ist zunaichst «(Aj A}) 
= 0. Wegen der Monotonie der Metrik M’ ist ferner «(Aj A’) monoton. Ist 
nun ein weiteres A} gegeben und betrachten wir die « (om}) > Aj, so kénnen 
wir diese « (om) an jedes m, > Aj antragen. Ohne eine neue Bezeichnung fiir 
die mg einfiihren zu wollen, bezeichnen wir diese Abstande mit « (mjmj), die 
wir int folgenden allein betrachten. Die mj, haben auf M eine untere Grenze 
Aj. Aus der Vorbemerkung folgt unmittelbar A) =«(A/ Aj). Das heift, 
«(A{ A’) = Aj ist fiir jedes Aj in A’ lésbar. Also ist «(Aj A’) eine ahnliche 
Abbildung auf M, somit eine Metrik von M. Es bleibt nur noch der Beweis 
fir die Einfachheit von M iibrig. Wir betrachten einmal Aj < Aj S Aj. 
Nach Definition ist a (Aj Aj) und «(Aj Aj) die untere Grenze der « (m; m;) 
bzw. «(m{ ms), ferner «(AjAj;) die untere Grenze der «(mjmj) mit mj, < Aj. 
Nach der Vorbemerkung ist’« (Aj Aj) die untere Grenze.auch der a (mim) + 
+ a (mim) = «(mi m)) + «(mm4): Das heiBt, «(Aj Aj) ist durch die « (mms) 
und «(mjmj) von a(Aj Aj) und «(Aj Aj) eindeutig bestimmt. Gleiche « (Aj A) 
haben aber nach Definition gleiche « (m{m;). Also ist « auch additiv und 
kommutativ, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Ist M’ eine einfache, stetige Metrik, so ist nach dem Hilfssatz M gleichfalfs 
eine einfache Metrik, ferner in sigh abgeschlossen, also nach dem Satz 2 die 
Metrik der reellen oder ganzen Zahlen, mithin M’ eine Teilmetrik der reellen 
Zahlen. Ist umgekehrt M’ eine einfache Teilmetrik der Zahlengeraden, so 
wurde bereits bei dem Beweis des Hilfssatzes am Anfang gezeigt, daB M’ 
stetig ist. Somit gilt der 

Satz 3. Eine einfache Metrik ist dann und nur dann Teilmetrik der Zahlen- 
geraden, wenn sie stetig isv. 

*) Der Einfachheit der Bezeichnung wegen wahlen wir insbesondere Aj als gemein- 
same Grehze der m/ bzw. mj. Nur mit unwesentlicher Anderung bleibt der folgende 


Beweis derselbe, wenn wir zur Bildung der a (m{ m;) den Mj und M, analoge Mengen 
mit einer. beliebigen.anderen gemeinsamen Grenze A’ statt 4/ nehmen. 
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Wir schlieBen die Betrachtungen mit einem Zerlegungssatz der einfachen, 
nicht stetigen Metriken, d.h. der einfachen, nicht auf der Zahlengeraden 
realisierbaren Metriken ab. Wir nehmen einmal an, daB in einer einfachen 
Metrik M . eliebig viele gleiche Abstande ,,aneinandergelegt’’ werden kénnen, 


n-1 


ohne eine feste obere Schranke in M zu ,,iiberschreiten“, d.h. fiir bs a(a,a,.,) 
v=0 
mit « (4,4, .,) =a (dya,) + 0, v = 1, 2,..., mn —1, sei die Gesamtheit der- 


a, nach oben beschrankt. Offenbar spielt hierbei wegen der Monotonie von M 
das ,,Anfangselement“ a, keine besondere Rolle, so daB a, = o angenommen 
werden kann. Es sei in der Hiille von M nunmehr A die obere Grenze dieser a, 
und M’ die Gesamtheit der m< A. Dann ist insbesondere M’ mit « wegen 
der Monotonie der Metrik eine Teilmetrik von M. Ferner tiberzeugt man 
sich leicht, daB an jedes m >A analog beliebig viele «(a,a,) aber jetzt nicht nur 


n—1 
nach oben, sondern auch nach unten angelegt werden kénnen, kurz >” a(a,a, , ,) 
v=0 
n—1 
mit @g =m und >” a(b,_,b,_,_,) mit «(b,_,b,_,_,)=a(aga,) und b,=m. 
v=0 


In der Hiille von M sei A, die untere Grenze der b,, A, die obere Grenze 
der a,, ferner M* die Gesamtheit der m zwischen A, und Ag, d.h. A,< m* 
< Ay. Hatten wir statt m irgendein anderes Element m* zum Ausgangspunkt 
der Betrachtungen gewahlt, so erhalten wir wegen der Monotonie der Metrik 
M immer dasselbe M*, d.h. M* ist durch jedes seiner Elemente bereits ein- 
deutig bestimmt. Also ist insgesamt M in die Teilmetrik M’ und gewibe M* 
..zerlegt’*. Nach Konstruktion sind je zwei M* ahnlich, so daB in ihnen das 
Bild eines Abstandes immer gleich dem Abstand der Bilder ist. Also sind die 
M* im Sinne der Bemerkung zu Anfang von § 1 sdimtlich als gleich zu betrach- 
ten. Offenbar ist M*, anschaulich gesprochen, die Zusammenfassung von 
M’ mit seinem ,,Spiegelbild‘‘ an o. Wir setzen ‘Mf < M3, wenn fiir die 
Elemente mf < mJ ist. M’ mit den M* bilden somit die Elemente einer ge- 
ordneten Menge N, kurz N = {M’', M*}. M’ ist also das erste Element von 
N. Sind m® und m* aus demselben M¥ (i = 1, 2) oder M’, d. h. aus demselben 
n,, 80 sind nach Konstruktion und wegen der Einfachheit der Metrik auch die 
a (mm) mit i = 1 und 2 in demselben n. « fallt also immer in dasselbe n, 
gleichgiiltig wie wir die beiden m aus zwei bestimmten n wihlen. Also gilt 
kurz a (m,n,) =n. Nach Voraussetzung ist « in den einzelnen Elementen 
von M additiv und kommutativ. Somit ist auch « (m,n,) additiv und kom- 
mutativ, also eine einfache Metrik von NV. Anschaulich gesprochen ist M in 
eine einfache Metrik N von Teilmetriken .’ (18*** Element von NV) und M* 
zerlegt. -Wir nennen .\/ das metrische Produkt aus N und M’'®), 


*) Bezeichnen wir dieses metrische Produkt mit N x M’ und bedeutet jedes 
Cy,v= 1, 2, ..., die Metrik (Addition) der reellen, nicht negativen Zahlen, so ist bei- 
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Satz 4. Die einfache Metrik M ist dann und nur dann metrisches Produkt, 
wenn sie nicht stetig ist. 

Denn ist zunachst M metrisches Produkt, so ist M bei dem oben definier- 
ten A wegen der Monotonie der Metrik M nicht stetig. Ist andererseits M 
nicht stetig etwa bei A, d. h. « (m,m,) > my + o mit m, << A < mg, so kann 


n—1 


Dd «(a,a,,,) mit a(a,a,,,) =a (aga,) = mg und a, =o nicht A iiber- 
v=0 


schreiten. Dann ist aber nach der obigen Konstruktion MV metrisches Produkt, 
w. 7. b. w. 

Ist die einfache Metrik nicht stetig, so sahen wir eben bei dem Beweis, daB 
es in M eine unendliche Folge gleicher aneinandergelegter Abstande gibt, die 
nach oben beschrankt ist. Ist andererseits die einfache Metrik stetig, so ist 
sie nach dem Satz 3 eine Teilmetrik der Zahlengeraden und somjt ist jede, 
unendliche Folge gleicher aneinandergelegter Abstande (+ 0) nach oben nicht 
beschrankt. Also ist die Stetigkeit einer einfachen Metrik gleichbedeutend 
mit dem Archimedischen Axiom, das bekanntlich besagt, da8 durch sukzes- 
sives Aneinanderlegen eines beliebigen festen Abstandes (+ 0) jedes m von M/ 
schlieBlich iibertroffen wird!®). Das Archimedische Axiom ist also gleichfalls 
(wie die Stetigkeit) notwendig und hinreichend dafiir, da® eine einfache Me- 
trik Teilmetrik der Zahlengeraden ist. 


spielsweise C,x C, x ... X Cy der obere Abschnitt des Veroneseschen Kontinuunis 
oberhalb der o (= 0-« + 0- at! 4... 4-0-2), e+1+ =n, also die Metrik 
der ,,nicht negativen‘‘ Veroneseschen Zahlen. Vgl. Scuoenriies: Die Entwicklung 
der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, 2. Teil, 8. 54 oben. 

10) Wie man leicht sieht, erfiillt keines der Veroneseschen Kontinuen, auch nicht 
das mit unendlich abzahlbar vielen Cy gebildete ,, Veronesesche Kontinuum“ C, x C, ». 

..x Cy X..., (vgl. die vorige FuBnote und a.a.O. 8.53) das Archimedische 
Axiom. Daraus folgt, wie bekannt ist, daB es in jedem dieser Kontinuen Depekinp- 
sche Klasseneinteilungen gibt, die eine Liicke definieren, und ferner, daB die Metrik 
keins dieser Kontinuen (im Sinne der zu Anfang von § 3 gegebenen Definition) stetig 
ist. Vgl. a. a. O. 8. 59 Mitte und das Beispiel dort S. 59 unten. 


(Eingegangen am 7. Juni 1943. )| 
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Verallgemeinerung des Brouwerschen Invarianzsatzes 
der Dimensionszahl mittels eines allgeméinen Stetigkeits- 
begriffes von Abbildungen mehrfach geordneter Mengen. 


Von 
K. Wacner in Kéln. 


§ 1. Einleitende Betrachtungen. 


Die folgenden Untersuchungen beziehen sich auf die mehrfach geordneten 
Mengen®), an deren Definition 7undchst erinnert werde. Wir denken uns dazu 
n Mengen X!, X*, ...,.X" gegeben, von denen jede einzelne geordnet sei*). 
Es bezeichne z” ein beliebiges Element aus X", vy = 1, 2, ..., n. Je n Elemente 
zi, z*,..., 2" bilden ein n-Tupel, das wir kurz mit z = (z' z*. . . 2") bezeich- 
nen. Die Gesamtheit dieser n-Tupel hei&t dann eine mehrfach geordnete Menge ; 
genauer bezeichnen wir sie als die n-fach geordnete Menge*) X = (X! X*. . .X"). 
X” heiBt die vte Koordinatenmenge von X; z” aus z = (z'2z* ... 2") heiBt die 
vte Koordinate von z. Die Gesamtheit der Punkte des n-dimensionalen 
Euklidischeén Raumes R,, ist unter Zugrundelegung eines Cartesischen Koordi- 
natensystems z. B. eine n-fach geordnete Menge‘). 


1) Riesz, Uber mehrfache Ordnungstypen, Math. Ann. 61, 406-421. 

*) Um i. f. eine bequeme Bezeichnungsweise zu haben, schreiben wir hier die 
Indizes oben. 

*) Ausfihrlich miBten wir entsprechend den Bezeichnungen in der Arbeit von 
Riesz (FuBnote 1) diese Menge zudem noch als ,,volistandig* bezeichnen. Da wir 
nur solche Mengen betrachten werden, lassen wir der Kiirze wegen diesen Zusatz 
fort. Wir nehmen ferner hier und i. f. an, sofern es nicht ausdriicklich andérs gesagt 
ist, daB jedes X* aus mindestens zwei Elementen besteht. Ist e die Anzahl der je 
nur aus einem Element bestehenden X”" von X = (X1 X*... X%), so heiBt X eine 
(n—e)-fach geordnete Menge. 

*) Verstehen wir unter Zm die einfach geordnete, also kurz die geordnete Menge, 
die aus allen m-Tupeln (z' z*...2™) besteht, worin jedes z#, u=1, 2, ..., m, je 
eine beliebige reelle Zahl bedeutet und (z} 22... 2) < (zi a3... 2) dann und 
nur dann gelten soll, wenn mit dem kleinsten p, fiir das z¥ + zf ist, z# < 2f gilt, 
ferner unter Jz, das aus den Elementen (xj z*...z™) mit jeweils festem z} und be- 
liebigen z*, ..., 2™ bestehende .,offene Intervall“ von Zm (m 2 2 vorausgesetzt), 
so ist Zm offenbar die Vereinigungsmenge dieser kontinuumvielen, und zwar element- 
fremden Iz}. Da diese Eigenschaft bekanntlich das Zahlenkontinuum nicht besitzt, 
ist Zm fir kein m 2] 2 auf der Zahlengeraden realisierbar. Beispielsweise ist daher 
die n-fach geordnete Menge (Z'Z*...Z"), etwa mit Z)=Z*=...=2Z% =Zm 
im & 2), eine ,,wesentliche Verallgemeinerung des Ry. Noch allgemeiner als Zm ist 
tlie Menge Ze der unendlichen (reellen) Zahlenfolgen (x! z?...2™...), die wir offen- 
har ganz entsprechend wie Zm (einfach) ordnen kénnen. Wie man leicht sieht, ist 
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Zu der vorliegenden Arbeit regte mich eine miindliche Mitteilung von Herrn 
Prof. Dr. Dénce an, da8 man stetige Abbildungen geordneter Mengen allein 
mittels der Ordnungsrelationen dieser Mengen definieren kénne (vgl. Def. 1) 
und daB dann aus Satzen der Analysis entsprechende Satze iiber geordnete 
Mengen abgeleitet werden kénnten. 

Wir schicken einige Bezeichnungen voraus. 

Es sei G’ Teilmenge der geordneten Menge G. Natiirlich ist G’ mittels der in 
G herrschenden Ordnungsrelationen eine geordnete Menge. Wir nennen die 
geordnete Menge G’ dann ein Intervall von G, wenn gilt: 1. G’ besteht aus 
mindestens zwei Elementen und 2. fiir je zwei Elemente a’ und b’ von G’ 
etwa a’ <b’, folgt: Jedes z aus G, das a’ << +< b’ erfiillt, gehért zu G’5). 
Es sei J ein Intervall von G. Jedes Element x, von J, zu dem es zwei Elemente 
a’ und b’ von J gibt, so daB a’< z,<b’ gilt, hei®t ein inrieres Element von /. 
Wir sprechen sodann auch von einem Intervall J um z, wenn z inneres Ele- 
ment von J ist oder auch wenn xz gemeinsames Minimum oder gemeinsames 
Maximum von / und G ist. Ist in jeder Koordinatenmenge X” von X je ein 
Intervall J” gegeben, so hei®t J =(J'J*... J") ein Intervall von X, genauer 
ein n-faches*) Intervall yon X. Wir nennen / ein Intervall um z = (2'2?.... 
x”), wenn jedes /” ein Intervall um z” ist’). 

Nunmehr lautet die oben angezeigte 

Def. 1. Es sei f(z) = y eine eindeutige Abbildung der n-fach geord- 
neten Menge X = (X1X*... X™) in die m-fach geordnete Menge ¥ = 
(yy... ¥™). y# hei®e kurz eine Bildkoordinate, wenn es ein x gibt, so dab 
f(x) = y gilt und y{ die ute Koordinate von diesem y ist. Wir nennen dann 
die Abbildung f in sich stetig in x beziiglich Y“, wenn es zu einer jeden Bild- 
koordinate yf‘, die von der uten Koordinate yf von f(z») = y» verschieden 
ist, ein Intervall um z, gibt, so daB fiir das Bildelement y = f (z) eines jeden 
x daraus gilt: 


dieses Z» das bekannte Veronesesche Kontinuum (ScHoEnFuies: Entwicklung der 
Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten, (1908) S. 53 (1)). Jedes Z,, nennt man auch 
ein spezielles Veronesesches Kontinuum. 

5) Besitzt ein Intervall J ein Minimum und Maximum (= erstes und letztes Eleé- 
ment, auch Endelemente oder auch Randelemente von J genannt), etwa a und b, 
keins davon bzw. genau eins also ein Endelement, so sprechen wir genauer von einem 
(durch a und b) abgeschlossenen, einem offenen bzw. halboffenen Intervall. 

*) Setzen wir in X = (X! X*... X") nur etwa fiir X%, X™,..., X%, wot < |< 
...< % und 1 Sv< nsei, je ein 1%, J*, ... ,J* ein, sodann fiir jedes der tibri, wn 
X* (K + %, %,,..., Te; 1SKSn) je ein festes Element 2%, so resultiert offenbar 
eine v-fach geordnete Teilmenge von X. Wir nennen diese ein v-faehes Intervall 
von X. Sprechen wir kurz von Intervallen von X,so sind damit i. f. n-fache Intervalle 
von X gemeint. (Entspr. fir Y.) 

7) Wir nennen J abgeschlossen, wenn jedes J” abgeschlossen ist. (Entspr. offen.) 
x sei ein Element des Intervalls J. z hei8t dann Randelement von J, wenn wenig- 
stens ein z* von zx Randelement von J” ist. Die Menge der Randelemente von J 
hei8t der Rand von J. 


33* 
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y* S yf, wenn yf < yf ist, bzw. 
y* >yt, wenn yf > yf ist®). 


Wir nennen f in sich stetig, wenn es in jedem z von X und beziiglich eines 
jeden Y“ in sich stetig ist. 


Wie man sich leicht iiberzeugt, ist jede svetige Abbildung von Punktmengen 
erst recht in sich stetig. Insbesondere ist also jede reelle stetige Funktion in 
sich stetig. Andererseits gibt es noch in sich stetige Funktionen, die jedoch 
nicht mehr stetig sind. Denn z. B. ist offenbar jede monotone Funktion, auch 
wenn sie Spriinge besitzt, in sich stetig. Wir sehen also, der Begriff der Stetig- 
keit in sich umfaBt gewiB die beiden Begriffe der stetigen und der monotonen 
Funktionen’). 


Wir interessieren uns zunidchst fiir die Frage, inwieweit bekannte Siatze 
iiber stetige Funktionen oder stetige Abbildungen auch noch fiir in sich stetige 
Abbildungen giiltig sind. Beispielsweise gibt es in sich stetige Funktionen 
(z. B. die monotonen Funktionen mit Spriingen), die den zwar fiir alle stetigen 
Funktionen giiltigen Zwischenwertsatz von Boizano®) nicht erfiillen. Ist m. 
a. W. eine in sich stetige Funktion f(z) = y iiber einem Zahlenintervall ge- 
geben, so braucht diese nicht notwendig jeden Zwischenwert aus Y anzu- 
nehmen; jedoch muB sie nach dem im § 2 formulierten Zwischenwertsatz 
jeden Zwischenwert aber aus /(X) annehmen®). M.a. W. gilt also der Bot- 
zanosche Satz fiir die in sich stetigen Abbildungen im Bereich der Bild- 
elemente, fiir die stetigen Funktionen bekanntlich sogar im Bereich des 
ganzen Y. 


Wir wahiten die Bezeichnung stetig in sich, weil dieser Begriff nach Defini- 
tion 1 an eine Bedingung gekniipft ist, die nur fiir die Bildkoordinaten y* 
selbst ausgesprochen ist. Wiirden wir verlangen, daB diese Bedingung sogar 
fiir jedes beliebige y* + yf eines jeden Y* von Y erfiillt sein soll, so ware die 
Definition 1, wie unmittelbar ersichtlich, nicht mehr verschieden von der 
Caucuyschen Stetigkeitsbedingung™). Nun ist bei den eineindeutigen Ab- 
bildungen jedes Element von Y Bildelement, d. h. ein f(z). Ist / eineindeutig, 
so verschwindet also hierfiir der Unterschied der Begriffe Stetigkeit und Stetig- 
keit in sich. Hieraus folgt, daB bei den topologischen (= eineindeutigen und 


in beiden Richtungen stetigen) Abbildungen Stetigkeit in sich und Stetig- 
keit 4quivalent sind. 


*) Da jedes Intervall um z» immer ein abgeschlossenes Teilintervall um dieses 2, 
enthalt, kénnen w.. diese Bedingung natirlich auch fiir abgeschlossene Intervalle 
um zo aussprechen. 

*) Auf diese Tatsache machte mich Herr Prof. Dr. Dérnce aufmerksam. 

1°) Haupt, O: Differential- und Integralrechnung, Bd.I, S. 138. 

1) ALexanprorr und Hopr: Topologie I, § 3, S. 53, Satz IV. 
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Das Ziel der folgenden Betrachtungen ist eine Verallgemeinerung des 
Brovuwerschen Invarianzsatzes der Dimensionszah}"*) auf mehrfach geordnete 
Mengen. Der Satz besagt, es gibt keine topologische Abbildung eines Inter- 
valls des R,, auf ein Intervall des R,,, wenn n + m ist. Wir interessieren uns 
fiir die Frage, inwieweit dieser Satz auch noch fiir die mehrfach geordneten 
Mengen Giiltigkeit besitzt, m.a.W. ob die Zahl n der n-fach*) geordneten 
Mengen ein ahnliches invariantes Verhalten bei topologischen Abbildungen 
mehrfach geordneter Mengen wie die Dimensionszahl zeigt. Fiir die Gesamt- 
heit M aller mehrfach geordneter Mengen ist diese Frage zu verneinen. Denn 
es bedeute Ri, die aus allen denjenigen Punkten bestehende n-fach geordnete 
Teilmenge von R,, die lauter rationale Koordinaten haben. Dann ist nach 
einem bekannten™) Satz ja sogar jedes R’, topologisches Bild eines jeden Ri... 
Also ist bei topologischen Abbildungen dieser Mengen die Zahl n gewiB keine 
Invariante. Der tiefere Grund hierfiir (warum also z. B. fiir die Ri, der In- 
varianzsatz nicht zutrifft) beruht auf einer Eigenschaft dieser Mengen, die 
man als ,,iiberall liickenhaft“‘ bezeichnet und mit der wir uns nun noch naher 
auseinandersetzen wollen. Bekanntlich gelten die Depekinpschen Betrach- 
tungen auf der Zahlengeraden auch fiir beliebige geordnete Mengen, so dab 
eine jede Depexinpsche Klasseneinteilung einer geordneten Menge genau ent- 
weder einen Schnitt, oder eine Liicke, oder einen Sprung definiert™). Es 
sei G eine geordnete Menge. Diese hei8t liickenlos, wenn es keine Liicke in 
ihr gibt. Sie hei®t iiberall liickenhaft, wenn kein Intervall von G liickenlos 
ist. G hei®t (im Depexinpschen Sinne) stetig, wenn sowohl keine Liicke als 
auch kein Sprung in G vorhanden ist, m.a.W. wenn jede Depexinpsche 
Klasseneinteilung von G stets einen Schnitt definiert. Kurz sei noch erwahnt, 
daB wir eine mehrfach geordnete Menge liickenlos, bzw. iiberall liickenhaft, 
stetig nennen, wenn eine jede Koordinatenmenge derselben liickenlos, bzw. 
iiberall liickenhaft, stetig ist. Das Ergebnis der vorliegenden Arbeit ist im 
wesentlichen dann: 

Allgemeiner Invarianzsatz: Sind X = (X*X*... X") und Y =(¥Y?#¥?... Y™) 
beliebige mehrfach geordnete Mengen und ist 1, bzw. 1, die Anzahl der iiber- 
all liickenhaften Koordinatenmengen von X bzw. Y, so gibt es, wenn n —l, + 
+ m —l, ist, keine topologische Abbildung von X auf Y™). 


12) Sperner, E.: Neuer Beweis fiir die Invarianz der Dimensionszahl und des 
Gebietes, Hamb. Abh. VI (1928), S. 265. Mencer: Dimensionstheorie, S. 266. 

18) Mencer: Dimensionstheorie, S. 264. Schoenriies: Entwicklung der Mengen- 
lehre und ihrer Anwendungen (1913), S. 87, insbesondere letzter Abschnitt. 

14) Hausporrr: Grundziige der Mengenlehre (1914), S. 90, § 5. 

16) Die mehrfach geordneten Mengen unterscheiden sich von den separablen Rau- 
men wesentlich durch ein Abzahlbarkeitsaxiom (Mencer: Dimensionstheorie, S. 17 
oben), wie denn auch z. B. jede (einfach) geordnete endliche Menge in der Dimensions- 
theorie die Dimension 0, in dieser Arbeit dagegen die ,,Dimension“ 1 besitzt. Da je- 
doch mittels der Intervalfe auch fiir méhrfach geordnete Mengen ein Umgebungs- 
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Nur die iiberall lickenhaften Koordinatenmengen von X und Y sind also 
der Grund dafiir, warum es topologische Abbildungen von X auf Y auch 
mit verschiedenem n und m geben kann"). 

Wir werden den allgemeinen Satz sogleich spezialisieren 1. fiir liickenlose 
Mengen, 2. fiir stetige Mengen. 

Vorweg sei kurz unsere Beweisanordnung dieser i. f. kurz mit (1) und (2) 
zitierten Saitze erwahnt. § 3 enthalt den Beweis von (2), also der Spezialisierung 
fiir beliebige stetige Mengen. Diese folgt zusammen aus Satz (2) und dem 
Brouwerschen Invarianzsatz fiir die R,. Wir werden dies gleich noch naher 
beschreiben. § 4 enthalt den Beweis von (1), also der Spezialisierung fiir be- 
liebige liickenlose Mengen. Zu diesem Beweis benétigen wir dann (2). Wie 
schlieBlich mit Hilfe von (1) der allgemeine Satz folgt, soll sogleich im An- 
schlu8 an die nunmehr folgende Formulierung von (1) bewiesen werden. 

(1) Satz fiir liickenlose Mengen: Sind die n- bzw. m-fach geordneten Men- 
gen X bzw. Y topologisch aufeinander abgebiidet und ist eine von ihnen 
lickenlos, dann folgt: Auch die andere Menge ist liickenlos und es ist n = m. 

Ist M* die Gesamtheit alle? liickenlosen, mehrfach geordneten Mengen, so 
sehen wir also: 1. Die topologischen Abbildungen fiihren aus M* nicht hinaus 
und 2. auch in M*, worin natiirlich die R, und ihre Intervalle enthalten sind, 
gilt der Brouwersche Invarianzsatz noch ohne jede Einschrankung. 

Nun zum Beweis des allgemeinen Satzes mittels (1). Um die Sprechweise 
etwas zu vereinfachen, mégen die iiberall liickenhaften Koordinatenmengen 
von X und ¥Y die Indizes n —l, + 4, n—l, +2, ..., m und m—l, + 4, 
m—l, +2, ..., m tragen, also kurz die ,,letaten“ in der Numerierung sein. 
Es sei n’ = n —l, und m’ = m —1,. Da kein X?, X*,..., X™ iiberall liicken- 
haft ist, gibt es in jedem davon ein liickenloses Intervall /}, /2, ..., [%’. Es 
sei 7}, entsprechend 72, ..., 7%’, die Vereinigungsmenge aller liickenlosen 
Intervalle von X', die mit J} je wenigstens ein Element gemeinsam haben. 


begriff definiert ist, konnte man versuchen, den a. a. O. 8. 80 erklarten Dimensions- 
begriff ganz entsprechend auch fiir die mehrfach geordneten Mengen und ihre Teil- 
mengen zu definieren. Es ist dann die Frage von Interesse, inwieweit sich aus bekann- 
ten dimensionstheoretischen Satzen entsprechende Satze iiber mehrfach geordnete 
Mengen ableiten lassen. 

18) Wir bemerken hier, da8 von den in FuBnote 4 genannten Z» keines iiberall 
liickenhaft ist. Es ist sogar kein einziges Intervall derselben iiberall liickenhaft. Also 
gilt auch fir X = (X* X*...X*) und Y = (¥' Y?...Y™), wenn darin alle Koordi- 
natenmengen beliebige Zm bedeuten: Es gibt keine topologische Abbildung eines 
Intervalls von X auf ein Intervall von Y, wenn n + mist. Die geordnete Teilmenge Z, 
derjenigen Elemente von Z», deren samtliche 2* die Bedingungen 0 S 2¥ S 1 er- 
fiillen, ist offenbar sogar liickenlos. Also gilt auch fiir diese die vorige entsprechende 
Bemerkung. Hingegen ist Zq tiberall liickenhaft (Scnoenriies, Entwicklung der 
Mengenlehre, S. 188, FuBnote 2). Es bleibt die Frage offen, ob es ahnlich wie bei 
den Ry auch hier wirklich topologische Abbildungen z. B. von Ze auf die sweifack 
geordnete Menge (Zo Za) gibt. 








Veraligemeinerung des Brouwerschen Invarianzsatzes. 519 


Offenbar sind 7}, J%,..., 7% wiederum lickenlose Intervalle, also gewisse 
»»grOBte“ liickenlose Intervalle von X, X*,..., X"’. Nun sei 2?’+1, an’+2, 
az je ein beliebiges festes Element aus X"’*+?, X"’*+*, .. ., X". Wir betrachten 
das n’-fache Intervall 7, = (7)... Ty’ 2’+*... 2%) von X. Nun nehmen wir 
an, es gebe eine topologische Abbildung t(z) = y von X auf Y. Wir 
zeigen, es muS dann n’ =m’ sein. Denn die Menge der Bildkoordinaten 
von Jy in Y* sei Y*, w= 1, 2, ..., m. Dann folgt aus dem Hilfssatz 4 
des § 2: Jedes Y* ist liickenlos. Sodann ergibt der Zwischenwertsatz 
(§ 2): Jedes Y“ ist ein Intervall von Y“ oder ein einziges Element. Also 
folgt: Jy = (¥! Y*... Y™) ist ein liickenloses, folglich héchstens m’-faches 
Intervall von Y. Nun ergibt die soeben benutzte SchluBweise entsprechend, 
wobei nur zu beriicksichtigen ist, daB 7 x ein »gréBtes“ liickenloses Intervall 
ist: £2 (Zy) fallt ganz in 7. Wir sehen daraus, da ¢ eineindeutig ist, daB 
t(Zx) =Ty sein muB. Aus dieser, Gleichung folgt nach (1) offenbar die Relation 
m' =n’ und entsprechend, wenn wir die SchluBweise mit einem m’-fachen 
liickenlosen Jy begonnen hatten, natiirlich n’ >m’. Also folgt n’ =m’, d.h. 
n—l,=m—l,, w.2.b.w. 

Um die 2. Spezialisierung formulieren zu kénnen, miissen wir noch einige 
Bezeichnungen vorausschicken. Es sei G’ eine aus mindestens zwei Elementen 
bestehende Teilmenge der geordneten Menge G. Die Vereinigungsmenge aus G’ 
und allen denjenigen Elementen von G, die wenigstens zwischen zwei Elemen- 
ten von G’ liegen, ist dann offenbar ein Intervall von G. Wir nennen es das G’ 
umfassende Intervall und bezeichnen es mit /,,, kurz auch mit J’!”). Nun 
setzen wir voraus, G’ sei dicht, d.h. fiir je zwei verschiedene Elemente a’ 
und b’ aus G’, etwa a' < b’, folgt, es gibt ein z’ aus G’, so daB a’ << 2’ <b’ 
gilt. M. a. W. soll es in G’ keine unmittelbar aufeinanderfolgenden Elemente, 
also keinen Sprung geben. Wir nennen dann zwei Elemente z, tnd z, von J,, 
(= J’) dquivalent, in Zeichen x, ~~ z,, wenn es héchstens nur ein Element 2’ 
in G’ gibt, sodaB 2, < 2’ < 2, oder z,< 2 < 2, gilt. Offensichtlich ist diese 
Aquivalenzbeziehung der Elemente von /' reflextv und symmetrisch. Sie ist 
auch transitiv. Denn aus z, ~~ z, und 2, ~ 2; folgt, da G’ dicht ist: Zwischen 
x, und 2, liegt auch nur héchstens ein Element aus G’, d. h. es ist auch 2, ~ 23. 
Also zerfallt 7’ in Aquivalenzklassen. Nach Definition von ~ folgt unmittelbar: 
die Aquivalenzklassen von J' sind einzelne Elemente oder Intervalle von G. 
Gehéren xz, und z, verschiedenen Klassen an und gilt z,< 2, so folgt aus 
Z,~ az, und Z, ~ 2, stets Z,< Z,. Denn die Klassen sind ja Intervalle oder 
nur einzelne Elemente und elementfremd. Also ist die Menge der Aquivalenz- 

17) Ist X’ eine aus mindestens zwei Elementen bestehende Teilmenge von X = 
(X2 X?...X") und X’* die geordnete Menge der v-ten Koordinaten von X’, so 
definieren wir das X’ umfassende Intervall (X} X3... X7) folgendermaBen: Besteht 


X'* aus mindestens zwei Elementen, dann sei Xj das X’” umfassende Intervall von 
X*; besteht X’* nur aus einem Element, dann sei X} = X’’. 
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klassen eine geordnete Menge. Wir bezeichnen diese mit /,,,/G’, kurz mit J'/G’. 
Entsprechende Zerlegungen in Klassen ergeben sich fiir mehrfach geordnete 
Mengen X = (X! X?... X") und dichte Teilmengen X"', X’?, ..., X’". Zum 
Beispiel ist dann Jy, = (J yn J y-1... yn) das X’ umfassence Intervall. Natiir- 
lich gilt auch die Gleichung Jy, = (Jy, [% ...I%). Nur die Aquivalenz- 
relation miissen wir noch naher erklaren. Wir setzen 2, ~ z, dann und nur 
dann, wenn z} ~ zy fiir jedes vy = 1, 2,..., m gilt. Dann folgt, da wir nun 
die Koordinatenmengen natiirlich auch einzeln betrachten kénnen: Jy, zer- 
fallt in eine n-fach geordnete Menge J ,,/X' von Aquivalenzklessen. Diese sind 
einzelne Elemente oder einfache, oder zweifache, . .. oder n-fache Intervalle 
von X, also einzelne Elemente oder hiéchstens n-fache Intervalle-von X. 

Nunmehr lautet die 2. Spezialisierung des allgemeinen Invarianzsatzes 

(2) Satz fiir stetige Mengen: Die stetige Menge X = (X? X?... X") sei topo- 
logisch auf Y = (Y! Y?...Y™) abgebildet, kurz t (z) = y. Dann folgt: 

1. Y ist stetig. 

2. In jedem X” und Y*, v= 1,2,...,”, ~=1,2,...,.m, gibt es eine Teil- 
menge X’” und Y’*, wovon eine jede den Ordnungstypus eines Intervalls der 
geordneten Menge der der GréBe nach geordneten rationalen Zahlen besitzt 
(wobei zudem auch noch jedes X’” so bestimmt werden kann, daB das X’” 
umfassende Intervall J, je ein beliebig vorgegebenes aber abgeschlossenes 
Intervall von X” als Teilmenge enthalt), so daB gilt: Durch t und ft sind 
aquivalenten Elementen stets wiederum Aquivalente Elemente zugeordnet. 
D.h. also: t bildet die Aquivalenzklassen von (J, /%, ... I%,) = 1, auf die 
Aquivalenzklassen von (/}, /}, ... If.) = Jy, eineindeutig ab. 

3. Diese Abbildung von /,,/X’ auf Jy,/Y’ ist topologisch. 

DaB dieser Satz wirklich die Spezialisierung des allgemeinen Satzes fiir stetige 
Mengen enthalt, folgt leicht mit Hilfe des Brouwerschen Invarianzsatzes fiir 
die R,. Denn nach Teil (2.) hat jedes X’” und Y’* den Ordnungstypus eines 
Intervalls von Rj. Da X und ¥ stetig sind, besitzt sodann jedes J>./X’” und 
I}|Y'*, wie es von den DepEexinpschen Betrachtungen auf der Zahlengeraden 
her bekannt ist, den Ordnungstypus eines Intervalls von A,. Somit haben 
natiirlich /,,/X’ und Jy,/Y'’ selbst den Ordnungstypus eines Intervalls von 
R,, baw. R,,,. Also folgt aus Teil (3.) wegen des Brouwerschen Invarianzsatzes : 
Gibt es eine topologische Abbildung des stetigen X = {(X! X?... X") auf 
Y=(Y' Y? ...¥™), so muB n = m sein. 

Es gibt topologische Abbildungen des A, auf sich (beispielsweise Drehungen 
des R,), wobei kein Intervall des R, vorhanden ist, dessen Bild wiederum 
ein Intervall des R,, ist. Es ist bemerkenswert, daB diese ,,anschaulich fast 
ohnehin plausible“ Tatsache bei allgemeineren stetigen Mengen, als es die R,, 
sind, kein Analogon besitzt. Um dies zu zeigen, wollen wir eine jede geordnete 
Menge, in der jedes abgeschlossene Intervall den Ordnungstypus eines ab- 
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geschlossenen Intervalls von A, hat, kurz als A-Menge bezeichnen*). Nun 
nehmen wir einmal an, da8 die Koordinatenmenge X” keine A-Menge sei. 
Dann gibt es also ein abgeschlossenes Intervall von X”, das sich nicht auf ein 
Intervall von A, ahnlich abbilden 148t. Bestimmen wir nun nach Teil (2.) 
von Satz (2) ein X’” so, daB Jy» dieses Intervall als Teilmenge enthalt, so 
muB offenbar unter den Elementen von J y»/X'” mindestens eins vorhanden 
sein, das ein Intervall ist. Also folgt aus Teil (2.) von Satz (2): 

Zusatz 2u (2): Es sei 1 die Anzah] der Koordinatenmengen von X, die A-Men- 
gen sind. Dann gibt es ein mindestens (nm —1)-faches Intervall J von X, dessen 
Bild t (J) wiederum ein Interval] ist. 

Wir sehen hieraus: Besitzt das stetige X keine A-Koordinatenmenge™), so 
gibt es bei einer jeden topologischen Abbildung t (X) = Y ein n-faches Inter- 
vall von X, das wiederum auf ein Intervall von Y abgebildet ist. 

Die einzigen auf der Zahlengeraden vorkommenden A-Mengen sind die 
Mengen vom Typus A, A+ 1, 1 +A und 1 + A+ 1). Mit diesen ist aber 
die Gesamtheit der A-Mengen nicht erschépft, wie wir uns noch kurz an einem 
Beispiel iiberzeugen wollen. Dazu bezeichne in bekannter Weise w, den Ord- 
nungstypus der wohlgeordneten Menge’ aller Ordnungszahlen hichstens ab- 
zahlbarer Machtigkeiten. Sodann stellt (1 + A) - w, eine A-Menge dar**). Diese 
ist nicht auf der Zahlengeraden realisierbar. Denn sie ist Vereinigungsmenge 
von @,, also von mehr als abzahlbar vielen, elementfremden Intervallen 1 + A. 
Diese A-Menge hat also nicht einen Ordnungstypus A, A+ 1, 1 +A oder 
1+Aa+ 1%). 


§ 2. Abbildungen liiekenloser bzw. stetiger mehrfach geordneter Mengen. 
Zwischenwertsatz. 


Es ist folgende Verallgemeinerung des Hetne-Boretschen Uberdeckungs- 
satzes bekannt”*) : 
Uberdeckungssatz fiir liickenlose Mengen: Es sei X = (X! X?... X") eine 


18) )-Mengen sind also spezielle isomere Mengen. Hausporrf, Grundziige der 
Mengenlehre (1914), S. 173. Unsere Bezeichnung 4-Menge soll kurz auf R, hindeuten, 
dessen Ordnungstypus mit d bezeichnet wird. A. a. O., 8. 93. 

1®) Zum Beispiel sei X” = Z,, die geordnete Teilmenge derjenigen Elemente von Z,, 
(FuBnote 4), die 0 S x“ S1 fir uy = 1,2,..., m erfiillen. Dann ist jedes Z,, = X’ 
stetig (Hausponrr, Mengenlehre (1914), S. 94 unten), aber offenbar fiir m= 2 keine 
a-Menge. 

*) Kurze Bezeichnung fiir die Ordnungstypen des offenen, links bzw. rechts offe- 
nen und abgeschlossenen Intervalls von R,. Hausporrr, Mengeniehre (1914), S. 104 
vgl. (III). 

1) Hausporrr, Mengenlehre (1914), S. 173. 

2) Es bleibt die Frage offen, ob auch noch fiir X = (X! X2... X"), wo beispiels- 
weise jedes X* die A-Menge (1 + )+«, bedeute, analog wie im Ry, eine topologische 
Abbildung von X auf sich existiert, so da8 es kein Intervall von X gibt, dessen Bild 
wiederum ein Intervall ist. 

%3) Scnoenriies, Entwicklung der Mengenlehre (1913), S. 251, Satz VII. 
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liickenlose, héchstens n-fach geordnete Menge™). Jedes X” besitze ein erstes 
und ein letztes Element. Um jedes z von X sei ein Intervall J (xz) gegeben. 
Dann folgt: In der Gesamtheit dieser J (z) existieren endlich viele, etwa /(z,), 
K =1, 2,..., k, so daB gilt: Zu jedem z von X gibt es wenigstens ein / (z,), 
das um dieses z liegt*). 

Es gilt: 

Hilfssatz 1. Es sei s (x) = y eine in sich stetige Abbildung des liickenlosen 
X = (X! X*... X") in Y=(¥' Y*...¥™). Y¥, p =1,2,...,m, sei die ge- 
ordnete Menge der ten Bildkoordinaten bei dieser Abbildung. Dann folgt: 
Y, =(¥} ¥?... Y?) ist liickenlos. 
‘ Denn es sei AX + B* = Y# eine Depexinpsche Klasseneinteilung von Y*. 
Wir zeigen: Besitzt A“ kein letztes und B“ kein erstes Element, dann ist A“ 
oder B® leer. Dies bedeutet natiirlich, daB Yf liickenlos ist. Wir definieren 
zuvor zwei Klassen A und B von X wie folgt: x gehdére zur Klasse A, wenn 
seine te Bildkoordinate (s(z))* der Klasse A” angehdrt; es gehdre zur Klasse B, 
wenn (s(z))* zur Klasse B* gehdrt. Es sei x» ein Element, das zur Klasse A 
gehére. Da A* nach Annahme kein letztes Element hat, also gewi8 ein yf > 
(s(zq))* existiert, so folgt aus Def.1: Es gibt ein abgeschlossenes Intervall 
I(x) um 2,, so daB alle x daraus der Klasse A angehdren. Entsprechend 
gibt es um jedes B angehérende z, ein abgeschlossenes J (x4), so da8 alle z 
daraus zu B gehdren. Wir sehen also, um jedes x von X gibt es ein abgeschlos- 
senes J (x), so da alle x daraus derselben Kiasse angehéren. Nun sei J, ein 
beliebiges abgeschlossenes Intervall von X. /, ist natiirlich liickenlos und jedes 
Ij, v= 1,2, ..., m, besitzt ein erstes und letztes Element, so daB die Menge /, 
und die soeben betrachteten J (z) den Bedingungen des Uberdeckungp~xtzes 
geniigen. Also gibt es unter den / (z) endlich viele, etwa J (x,), J (xq), ..-, 
I (x,), 80 daB um jedes z von J, wenigstens eins dieser /(z,) liegt. Es sei ax 
das erste und by das letzte Element von /”(z,), K = 1,2,..., k. Fiir jedes v 
bildet_ die Gesamtheit dieser ag und bg zusammen eine geordnete endliche 
Menge c? <c} <...< cf. Bezeichnet i” ein durch zwei beliebige aufeinander- 
folgende cZ und cy,, abgeschlossenes Intervall, das mit J} wenigstens ein 
Element gemeinsam habe, so gehéren offenbar immer alle z‘aus i = (i i* 
.. .- @) derselben Klasse an. Jedes von diesen i ist abgeschlossen. Daraus folgt: 
Alle x von J, gehéren derselben Klasse an. Nun ist J, ein beliebiges abge- 
schlossenes Intervall von X. Also folgt: Uberhaupt alle x gehéren derselben 
Klasse an. D.h. A oder B ist leer, w. z. b. w. 

Der entsprechend lautende Satz fijr stetige Mengen kann nicht bewiesen 
werden, wenn nicht weitere Voraussetzungen gemacht wenden. Denn dies 


*4) Es diirfen also auch nur aus einem Ejement bestehende Koordinatenmengen 
vorkommen. 

*) Anm. bei der Korrektur: In Ermangelung der Drucktype ist hier und i. f. in 
ihnlichen Fallen‘fiir den Index von z, im Text KX genommen worden. 
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zeigt uns ja das einfache Beispiel z = y fiir s >0, y = —1 fir r<0, 
da Y von 0 nach —1 einen Sprung besitzt, wihrend X = R, stetig ist. Wir 
nennen zwei verschiedene Elemente z, und xz, von X = (X? X*... X") 
benachbart (in X‘ wenn fiir jedes X” gilt: Es existiert kein z”, so daB 
ay <2"< ag oder 23 < 2” < af gilt. 

Hilfssatz 2. Es sei s(z)= : eine in sich stetige Abbildung von X = (X? X*... X") 
in Y=(¥? Y?... Y™). Y¥, w= 1,2..., m, sei die geordnete Menge der (s(z))*. 
Sodann gilt: Sind zy ae Ly - ait | in X und s(z,) und s(z,) verschieden, 
dann folgt: $(z,) und s(z,) sind benachbart in Y, =(Y¥} Y¥?... ¥™). 

Denn es sei s(z,) = y, und s (2) = yg. Es sei J; (y;), home I,, ein belie- 
biges abgeschlossenes Intervall von Y, um y,. Die Endelemente von // seien 
af und bf. Dann folgt durch Anwendung von Def.1 auf jedes dieser af und bf 
(soweit diese natiirlich von y# verschieden sind): Es gibt ein J(z,) um 2,, so 
daB fiir jedes 2 daraus s (z) in J, liegt. Nun gehért das benachbarte x, (sogar 
jedem) J (z,) an. Also gehért s(z,) = y, jedem /, um y, an. Daraus folgt: 
yi und y, sind benachbart in Y,. 

Aus beiden Hilfssitzen zusammen folgt 

Hilfssatz 3. Es sei X stetig und Y+topologisches Bild von X. Dann folgt: 
Y ist stetig. 

Def. 2. Es sei eine beliebige mehrfach geordnete Menge X = (X! X*... X") 
gegeben. Es sei Z eine liickenlose, einfach geordnete Menge und w (z) = z 
sodann eine stetige Abbildung") von Z in X. Zwei Bildelemente w (z,) und w (z) 
sollen immer dann als verschiedene gelten, wenn z, + z gilt. Wir ordnen nun 
die Gesamtheit der Bildelemente wie folgt: Ist z,<< z, so soll auch w (z,) << 
@ (z) sein. Wir nennen dann diese geordnete Menge der w (z) einen Weg in 
X*). Wir bezeichnen Wege kurz mit w (Z), auch mit X, oder ahnlich, wenn 
wir betonen wollen, daB es sich um einen Weg in X handelt. 

Hat ein Weg zwei Endelemente, so sagen wir, daB er diese verbindet.’ Es 
gilt dann: 

Zwischenwertsatz fiir in sich stetige Abbildungen: X = (X! X?... X") und 
Y =(¥Y! Y?... Y™) seien zwei beliebige mehrfach geordnete Mengen. Es liege 
eine in sich stetige Abbildung s(x) = y von X in Y vor. 2, und 2, seien zwei 
beliebige Elemente in X. Es sei s(z,) = y, und s (2) = y,. Es sei 9* eine 
Bildkoordinate, die der Bedingung y# < 9” S yf oder yf <¥* Sy?! geniige. 
Es sei also kurz gesagt, 7” eine beliebige Bildkoordinate zwischen y# und y}. 
Dann folgt: Auf jedem Weg in X, der x, und z, verbindet, gibt es ein Lo 
so daB (s(x»))* = y* gilt). 

%5) Die Elemente o (z,) und w (z,) kénnen also wohl dasselbe x in X sein, auch wenn 
= * 3, ist. Aber jene betrachten wir als verschiedene Elemente des Weges; wenn 
nur 3, + 2, ist. 


26) Auf den Satz fiir » = m = 1 machte Herr Prof. Dr. Dénrce schon bei der Mit- 
teilung iiber den Begriff der Stetigkeit in sich mich aufmerksam. 
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Beweis: Es sei w (Z) = X, ein x, und z, verbindender Weg, also etwa 
@ (z;) = 2, und @ (z,) = 2g, wo z, erstes und z, letztes Element von Z ist. 
Da der Satz fiir 7* = yf und 9” = yf trivial ist, kénnen wir annehmen, dab 
yf <y"* < yf oder yf < y* < y# gilt. Es sei y# << y* < y?®). Um eine kurze 
Bezeichnung zu haben, nennen wir z ein 2, wenn (s(«(z)))“ << y* gilt. Zum 
Beispiel ist z, ein #; aber z, ist kein e. Offenbar erhalten wir eine DepEKiIND- 
sche Klasseneinteilung von Z, wenn wir iiber die z folgendes aussagen: z, ge- 
hére zur Klasse A, wenn jedes z < z, ein z ist; andernfalls, wenn also wenig- 
stens ein = < 2, kein & ist, gehére z, zur Klasse B. Zum Beispiel gehdrt z, zu 
A und z, zu B. Teilen wir @ (z) einer Klasse A bzw. B zu, je nachdem nam- 
lich z zu A bzw. B gehdrt, so ist dies natiirlich, ohne neue Bezeichnungen 
einfiihren zu wollen, die entsprechende Klasseneinteilung des Weges X, in 
zwei Klassen A und B. Dann gilt folgende Vorbemerkung: 2, sei ein belie- 
biges, A angehérendes Wegelement. Es existiere ein Wegintervall um z,, so 
daB fiir jedes z daraus (s(x))* + y* gilt. Dann folgt: Es gibt ein ganz zu A 
gehérendes Wegintervall /,(z,) um z,. Denn zunachst ist (s(x,))* < y”, da 
x, zu A gehért. Daraus folgt nach Def. 1: Es gibt um z, ein abgeschlossenes 
I(z,) von X, so daB fiir jedes x daraus (s(x))* <7 gilt. Da w (sogar) stetig 
ist, gibt es auch ein ganz in diesem J (x,) liegendes Wegintervall um z,. Der 
Durchschnitt von diesem Wegintervall und dem Wegintervall um z,, worin 
nach Voraussetzung (s(z))" + @ gilt, sei J, (x,). Dann folgt fiir jedes x daraus 
(s(z))* + y* und zugleich (s(z))* <9", also (s(z))* < g*. D.h. ganz J, (z,) 
gehért zu A. Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt die Vorbemerkung ganz ent- 
sprechend, wenn z, zu B gehdrt. Da Z nach Definition liickenlos ist, besitzt A 
ein letztes oder B ein erstes Element oder es existieren sogar beide. Es sei z, 
letztes Element von A, bzw. wenn dieses nicht existiert, das erste von B. 
Dann folgt aus der Vorbemerkung: Es gibt sogar in jedem Wegintervall um 
dieses z, ein 2, so daB (s(x9))* = g* gilt®*), w. z. b. w. 

Da die identische Abbildung von X auf X immer in sich stetig ist, folgt 

(a) Es sei X, ein Weg in X = (X? X?_ .. X"). Sind z, und z, zwei beliebige 
Wegelemente und ist z” ein beliebiges Element von X” zwischen 2? und 2%, 
so gibt es auf dem Weg zwischen z, und z, ein 2, so daB x =” gilt. 
Kurz gesagt. trifft also jeder Weg zwischen je zwei beliebigen seiner Ele- 
mente eine jede ,,Zwischenkoordinate’ von X. 

Weiter folgt: 


*) Da der Beweis fiir yf < 9" < y# ganz analog ist, soll er hierfiir i.f. nicht be- 
sonders durchgefiihrt werden. 

#8) Im Unterschied zum Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen braucht diese 
Gleichung aber nicht etwa fiir z, selbst erfiillt zu sein,. wie z. B. die in sich stetige 
Funktion s (zx) = z fir eS 0 und 221, s(z) =1 fir 0< 2< 1, fir 7 =1 bei 
at = 0 zeigt. M. a. W. gibt es zwar immer ein 29, aber es braucht kein ,,erstes“ x» 
zu existieren, woriiber der Zwischenwert angenommen wird. 
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(b) In X seien zwei verschiedene Elemente z, und z, gegeben. Es gibt in 
X wenigstens einen Weg X,, der x, und x, verbindet, dann und nur dann, 
wenn das z, und z,-umfassende Intervall liickenlos ist. 


Denn ist xf + x3, so sei J, das abgeschlossene einfache Intervall von X mit- 
den Endelementen (z}...23—* xf ...2) und (a}..:2% 2?*1...2"). Ist sodann das 
x, und z, umfassende Intervall liickenlos, so bildet die Vereinigungsmenge der 
I, offenbar ein z, und z, verbindendes X,. Gibt es andererseits ein x, und z, 
verbindendes w (Z) = X,, so folgt die Liickenlosigkeit des x, und z, um- 
fassenden Intervalls unmittelbar aus (a) und Hilfssatz 1. 


Wir leiten noch folgenden Satz ab, der, wie man leicht sieht, einen Spezial- 
fall des allgemeinen Invarianzsatzes enthalt: 


(c) Es sei 1, die Anzahl der tiberall liickenhaften Koordinatenmengen der 
n-fach geordneten Menge X = (X? X*... X"). Entsprechende Bedeutung 
habe 1, fiir Y = (Y? y?...¥™). Es sei m—l, 1, also = 1 bzw. = 0. Dann 
folgt: Es gibt keine eineindeutige, stetige Abbildung von X in Y (d.h. also 
auf keine Teilmenge von Y), wenn n —1, > m—l, ist. 


Denn n—l,, > 0 bedeutet, daB in X ein liickenloses (n —1,)-faches Inter- 
vall vorhanden ist. Ist sodann m —1, = 0, also in Y tiberhaupt kein liicken- 
loses Intervall vorhanden, so gibt es wegen (b) offenbar keine eineindeutige, 
stetige Abbildung von X in Y. Nun sei andererseits m —1, = 1 und n —1, >1. 
Letzteres besagt, daB es mindestens zwei Koordinatenmengen von X, etwa X} 
und X?, gibt, die je mindestens ein liickenloses abgeschlossenes Interval], etwa 
I und J?, besitzen. Es seien z} < x} die beiden Endelemente von /, entspre- 
chend 2? < 23 die von J*, und kurz sei J = (7 J? 23... 22), wo a3, ..., 2% je 
ein beliebiges festes 2°, .. ., 2” bedeute. Xq sei der Rand von /, also die Ver- 
einigungsmenge der einfachen Intervalle 7,,, K =1,2 und A= 1,2, wol,,= 
(2 a8... a8) und J,, = (xi J* 23... xf) bedeute. Es liege nun weiter eine 
- stetige Abbildung s von X in Y vor. Wir zeigen, s ist nicht eineindeutig. Denn 
es sei 7 das s(/) umfassende Intervall in Y. Dann folgt aus (a) und Hilfs- 
satz 1, 7 ist liékenlos. Unsere Voraussetzung m —1, = 1 besagt, es gibt in Y 
nur einfache liickenlose Intervalle. Also folgt, 7 ist ein einfaches Intervall. 
In J liegt natiirlich auch ganz s(X,). Mittels des Uberdeckungssatzes und Def. 4 
iiberzeugt man sich leicht, da8 s(X,) in 7 ein Minimum y, und ein Maximum 
Yq besitzt. Es gibt dann in X, ein 2,, so daB s(x,) = y, gilt, und ein 2, + 2, 
so daB s(z_) = y, gilt. Xq ist durch Z, und 2, in zwei Wege X, und X, zer- 
legt, die beide z, und z, verbinden und auBer diesen beiden gemeinsamen 
Endelementen elementfremd sind. Nun besitzt X, mindestens vier Elemente, 
also ein von z, und z, verschiedenes 2’. Dies gehére etwa zu X,. Nach (a) 
gibt es dann auf X, ein 2”, so daB s(z') = s(x") gilt. Es ist 2’ + 2%. Also 
folgt: Ein eineindeutiges s ist nicht vorhanden. 
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$3. Beweis des Satzes fiir stetige Mengen. 


Der 1. Teil des Satzes (2) ist durch Hilfssatz 3 bewiesen. Beim Beweis des 
2. Teils handelt es sich zundchst darum, die Teilmengen X’” und Y’* anzu- 
geben. Dazu werden wir auf jedem X” und Y“ in einer abzihlbaren Folge von 
Schritten ,, Unterteilungen“ (analog wie Schachtelungen auf der Zahlengeraden) 
in je endlich viele Intervalle vornehmen. Die Endelemente dieser: Intervalle 
nennen wir sodann rationale Elemente von X” bzw. Y“. Die Menge der ratio- 
nalen Elemente von X” bzw. Y* ist dann X’” und Y’*. — Wie nun im einzelnen 
die ,,Unterteilungen“‘ vorgenommen werden, soll jetzt folgen. 

Wir denken uns in jedem X” je endlich viele Elemente z{< 23 <... 
< 25, <<: .. 2$, gegeben. Sind a”, b” die Endelemente der nach Teil (2) vorge- 
gebenen Intervalle, so sei auBerdem xf < a” < b” < z? fiir jedes v = 1, 2,.. ., 
n. Wir bezeichnen das Intervall 25, < 2” < 23,,, mit 13,, kurz mit if). Zu 
jedem o, = 1, 2,..., s, —1 gibt es also je ein i/). Nun betrachten wir die 
Intervalle i.) = (i) i) --- iy) von X®). Wir bezeichnen die Gesamtheit 
der i,,, als ein Netz N, in X und nennen jedes ¢,,) ein Intervall von V,. Unser 
naichster Schritt ist, ein Netz N, in Y zu bestimmen. Da jedes X” stetig ist, 
gibt es zu jedem vy = 1,2,...,m und jedem co, = 1,2,..., s, —1 ein Z},, 
so daB 25,< 25, < 2,4, gilt. M.a. W. sei jedes ZG, je ein festes inneres Element 
von i3,. Ist dann z_ = (z} 25... 2@) ein beliebiges Element, das z¥ < 23 < 23, 
fiir jedes v = 1, 2, ..., n erfiillt also kurz gesagt NV, angehért, so folgt nach 
Def. 1: Es gibt ein abgeschlossenes i, von Y um t(x) = Yo, so da fiir jedes 
y aus i, und jedes v = 1, 2,..., m gilt: (1.) Es sei 2] = x} baw. = 23,. Dann 
ist (* (y))”< ZY baw. > Z¢,_,. (2.) Es sei xf = x3,, 0, 1,8,. Dann ist 73,_,< 
<(e*(y))’ < 73,. SchlieBlich: (3.) Es sei 23,< xf < 2$,,,. Dann ist 23, << 
< (@ (y))” < 24,41. - Zu jedem N, angehdrenden xz» mége so i, bestimmt 
sein. Andererseits gibt es dann um jedes z, ein i,» 80 daB t(z,.) ganz in i, 
liegt. Sodann gibt es nach dem Uberdeckungssatz endlich viele ig.) twa ize, 
ixg, -- +» xg, 80 daB jedes z von N, wenigstens einem dieser ixg angehért. 
Es sei t(zg) = yx, K = 1,2,...,k. Da jedes t(ixg) ganz in iyg liegt, folgt: 
Jedes x, von N, gehdrt zu wenigstens einem f* (iyg). Anschaulich gesprochen, 
iiberdecken also die f*(iyg) zusammen das ganze N,. Es sei yf < yf <<... < 
< yt, <.--< yj, die Menge der Endelemente der ing. Wir verstehen dann 
unter dem Netz N, die Gesamtheit der ig, = (ify) ify). . - 7%), WO if) kurz je 
ein beliebiges it,, ausfiihrlich geschrieben das Intervall yt, Sy” Syf,,,,, be- 
deute. Wir sagen, i,,, ist an V, gebunden, wenn es in i.) ein y gibt, so dab 
t*(y) in N, liegt™®). Da die t* (iyg) zusammen ganz N, iiberdecken und jedes 


*) Ausfihrlich geschrieben bedeutet also ij) ein (i5, i5, ... (%,). Es gibt also (s, —1) - 
(5s —1)°...* (8a —1) dieser ig). 
%%) Gilt dies, so sagen wir genauer auch, daB® i.) an das ¢~* (y) = x gebunden ist. 
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iyg Vereinigungsmenge bestimmter i.) ist, so folgt, jedes an N, gebundene iis, 
ist Teilintervall von wenigstens einem iyg. Es gilt also Bemerkung 1: An 
jedes x von N, ist wenigstens ein i.,, gebunden und jedes an N, gebundene 
ig) erfiillt die Bedingungen (1.), (2.) und (3.). - Wir betrachten ein beliebiges 
iy = (13, 1, -- - %,)- Darin liegt = (%, ZG, ... Z,). Es gibt ein ig, dessen 
t* (i) dieses Z enthalt. Dieses i, ist somit an N, gebunden und erfiillt 
also (1.), (2.) und (3.). Daraus folgt Bemerkcung 2: Zu jedem i,) gibt es ein i,.). 
so daB t* (i,y)) Teilmenge von diesem einen i,,) jeweils ist und auch kein Rand- 
element von diesem i,,) enthalt; also kurz gesagt, liegt € . (ig) ganz im Innern 
von i,,). — Wir nennen NV, kurz eine Verfeinerung von N, in Y. Ganz analog 
bestimmen wir von N, eine Verfeinerung NV, in X, wobei wir noch annehmen 
kénnen, daB fiir jedes v = 1, 2,..., m die 27, 2}, ..., 2g, eine Teilmenge der 
entsprechenden Menge bei NV; bilden, also jedes i,,, von N, Vereinigungsmenge 
bestimmter i,,, von N, ist. Beachten wir, daB die Bemerkung 2 fiir N, und 
N, und entsprechend fiir V, und N, gilt, so folgt Bemerkung 3: In jedem 
i.) gibt es wenigstens ein i, das nur aus inneren Elementen von i,,, besteht. 
also kein Randelement von i,,) enthalt; jedes ¢,,) wird also durch die i... auch 
wirklich unterteilt. - 

Nun kénnen wir die Schliisse beliebig oft wiederholen. Es gibt also eine un- 
endliche Folge von Netzen N,, Ng, ..., Nx,---, in der jedes Vy im Sinne der 
Bemerkungen 1 und 2 durch V,,, verfeinert und durch N,,, im Sinne der 
Bemerkung 3 unterteilt ist. Die V, mit ungeradem K sind die Netze in X, die 
mit geradem K die Netze in Y. Wir nennen jedes 25, und jedes yf, und jedes 
bei V5, ..., Nx, ... entsprechende Element ein rationales Element und be- 
zeichnen die Menge der rationalen Elemente von X” mit X'”, von Y* mit Y’* 
fiir v= 1,2,...,2 und uw = 1,2,...,m. Dann folgt: 

I. Jedes X’” und jedes Y’* ist vom Ordnungstypus eines rationalen Zahlen- 
intervalls. 

Denn jedes X’” und Y’ ist abzahlbar und nach Bemerkung 3 dicht. Daraus 
folgt (I.) nach einem bekannten Satz*). 

Es gilt 

II. Je zwei Aquivalente Elemente von /y, sind durch ¢ auf aquivalente Ele- 
mente von Jy, und je zwei aquivalente Elemente von /y, sind durch ¢-' auf 
dquivalente Elemente von Jy, abgebildet. 

Denn J y, ist die Vereinigungsmenge der NV, ,_,; / y, ist die Vereinigungsmenge 
der N,,. Aus Bemerkung 1 folgt also zunachst ¢ (/y,) = /y,. Nun seien zwei 
beliebige Elemente z, und z, aus Jy, gegeben; es gibt also ein VN, _,, dem 2, 
und z, beide angehdren. Wir setzen voraus: Es gibt ein v, so daB fiir wenigstens 
zwei rationale Elemente 2” und 2,” gilt: 2? < 2,” < 2,” < a} oder 23 < 2” 


31) Hausporrr, Mengenlehre (1914), S. 98 unten. 
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< 2,” < 2}. Wir zeigen, es gibt ein p, so da8 fir wenigstens zwei rationale 
Elemente y;“ und y;," entsprechend gilt: yf < y\" < yj" < yf oder yf << 
y\ < yy’ < yf, wo kurz t(z,) = y, und ¢(x,) = y, ist. Sind namlich die 
betrachteten 2,” und 2,” rationale Elemente etwa des Netzes N,,,__, und ist Ky 
das Maximum von XK, und K,, so erfiillt natiirlich jedes an z, bzw. an 2, ge- 
bundene i, x) baw. i; gemi8 Bemerkung 1 die Bedingungen (1.), (2.) und (3.). 
Daraus folgt, da x,” und x,” zwischen zf und 2} liegen und rationale Elemente 
von Nox, sind, ifg,,) und iy,,) sind elementfremd. Daraus ergibt sich natiir- 
lich, wenn wir noch (I.) beriicksichtigen, fiir wenigstens ein p die Existenz 
von wenigstens zwei zwischen y# und yf liegenden rationalen y'“. Da aus Sym- 
metriegriinden auch die Umkehrung gilt, folgt also: 2, und z, aus Jy, sind 
dann und nur dann Aquivalent, wenn ¢ (z,) und ¢ (z,) aquivalent sind. Also gilt 
wegen t(/y,.) = 1y, die Bemerkung II. 

Wir wollen nun die Aquivalenzklassen von Jy, kurz mit a, die von Jy, kurz 
mit 8 bezeichnen. ¢ vermittelt dann nach (II.) eine eineindeutige Abbildung 
der n-fach geordneten Menge der « auf die m-fach geordnete Menge der 8. 
Diese Abbildung sei kurz mit t («) = 8 bezeichnet. Wir zeigen: 


III. t (a) =§ ist topologisch. 


Dazu fiihren wir noch eine kurze Bezeichnungsweise ein. Ist J, ein Intervall 
von J y,/X' um a, so bezeichne J, die Menge derjenigen z von X, die in den 
das J, bildenden Aquivalenzklassen liegen. Ist J, ein Intervall von X, so be- 
zeichne J, , die Menge der a, die mit J, wenigstens-ein Element gemeinsam ha- 
ben. Ganz entsprechende Bedeutung mégen die Bezeichnungen /,, und J, , 
haben. Nun sei ein « und um t(a) =@ ein Intervall J, von /y,/Y' gegeben. 
Dann gibt es nach Def. 1 um jedes z von « ein Intervall J (z) von X, das 
durch t in Z,, abgebildet ist. Nach dem Uberdeckungssatz sind unter diesen 
I(x) endlich viele, etwa I(x,), 1(2,), ..., 1(z,) vorhanden, so da8 es um 
jedes x von « wenigstens eins dieser / (x,) gibt®*). Es sei a} das Minimum, 
6}, das Maximum von /” (zx); kurz seien also a} und b}, die Endelemente von 
I” (zy), K =1, 2,...,4, v= 1, 2,...,m. Wir bezeichnen mit a” das Minimum, 
mit 6” das Maximum der vten Koordinatenmenge der dem betrachteten « 
angehérenden zx. Es sei dann aj = a”, wenn a” sogar Minimum von /}, ist; 
ist dies nicht der Fall, so sei af das Maximum der aj, die der Bedingung a} < a” 
geniigen. Entsprechend sei b5 = b”, wenn 5” sogar Maximum von J}, ist; ist 
dies nicht der Fall, so sei }3 das Minimum der b} > b”. Es sei J? das ab- 
geschlossene Intervall mit den Endélementen aj und 055. Ferner sei kurz 
ee... = Z,- Dann gilt offenbar: 1.) Die Vereinigungsmenge der J (z,) 
enthalt J, als Teilmenge, tiberdeckt also /, und 2.) J, ist ein um alle z von « 


32) Man iiberzeugt sich leicht, daB eine yede Koordinatenmenge der « angehérenden 
« auch wirklich ein Minimum und Maximum hat. 
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gemeinsam liegendes Intervall von X. Aus (1.) folgt: ¢ (/,) liegt in Igy Da 
Aquiva.enzklassen auf Aquivalenzklassen abgebildet sind, folgt, tI.) liegt 
in J,. Nach (2.) ist J,, ein J, um das betrachtete «. Wir sehen: Ist « gegeben, 
sgbecnantaen I, um t(a) = Bein J, um a, so da8 t (/,) in J, liegt. D. h. 
t (a) = 6 ist stetig. Aus Symmetriegriinden ist auch t—1 (8) = « stetig. Also 
ist t (a) = 6 topologisch. (I) und (II) ist der Teil (2), (I11) ist der Teil (3) des 
Satzes. Damit ist der Satz fiir stetige Mengen vollstandig bewiesen. 


$4. Beweis des Satzes fiir liickenlose Mengen. 


Nach Voraussetzung ist X liickenlos. Wir sehen also aus Hilfssatz 1 zu- 
nachst, daB auch t(X) = Y. liickenlos ist. 

Es sei 37 = (X’! X'2: .. X') Teilmenge von X. Wir nennen X’ ein elemen- 
tares Gitter E, von X, wenn gilt: 1.) Jedes X’” besteht aus héchstens zwei 
Elementen (also aus genau einem oder zwei Elementen), 2.) es gibt wenigstens 
ein X’”, das aus zwei Elementen besteht, und 3.) fiir jedes aus zwei Elemen- 
ten bestehende X’” gilt, es gibt- kein x” von X”, das zwischen diesen beiden 
Elementen (diese natiirlich nicht mitgerechnet) liegt. Kurz gesagt, sind also je 
zwei Elemente von E, benachbart in X. 

Ist 8 die Anzahl der aus. zwei Elementen bestehenden Koordinatenmengen 
von E,, so sprechen wir ausfiihrlicher von einem §-fachen E,. Wir nennen 
dann 8 auch die Ordnung von £,. 6 ist also eine natiirliche Zahl < n. Unter 
den Ordnungen aller £, von X gibt es eine gréBte 8. Wir nennen jedes E, 
mit der Ordnung § ein maximales Gitter. Offenbar ist 8 die Anzahl der wenig- 
stens mit einem Sprung behafteten X*. Also ist n —§ die Anzahl der stetigen 
X”. Damit' die Schreibweise iibersichtlich ist, mégen die stetigen X” etwa die 
Indizes 8 + 4, e+ 2,...,m tragen, also kurz die ,,letzten‘’ sein*®*). Jedes 
maximale FE, gw in jedem X1, X*,..., X? je ein benachbartes Koordi- 
natenpaar, etwa Bi, . . BB, in jedem xh, ..., X” natiirlich nur je eine 
einzige Koordinate. A gilt fiir jedes maximale E, die Schreibweise EZ, = 
(BL... BB +1... 2"). Die Bereichnung fiir die elementaren Gitter von Y 
sei ganz analog. 

Es folgt dann: 

I. Es: sei t (x) = y eine topc#mische Abbildung von X auf Y. Dann gilt: 
1.) Zu jedem E, gibt es ein Z,, so. daB ¢(£,,) Teilmenge von £, ist (entsprechend 
umgekehrt). Kurz gesagt ist also jedes Z, durch ¢ in ein E,, jedes EZ, durch 
t— in ein E, abgebildet. 2.)Es sei Z, maximal. Dann ist ¢(£,) ein maximales £,. 
Es sei Z, maximal. Dann ist:t-' (Z,) ein maximales £.,. 





33) Diese Umnumerierung Andert nichts am Satz (1), wie aus Symmetriegriinden 
der Def. 1 klar ist. 


Mathematische Annalen. 120. % 
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Denn: wir bezeichnen die Menge der wten Koordinaten von ¢(£,) mit Y4 
und betrachten }, = (YY... ¥7). Je zwei Elemente von E, sind nach 
Definition benachbart in X. Also sind nach Hilfssatz 2 je zwei Elemente von 
t(Z,) benachbart in Y. Daraus sieht man leicht, da8 Y, die Bedingungen fiir 
das elementare Gitter erfiillt. Also gilt (1.). Es sei E, maximal. t (Z,) ist nach 
dem soeben bewiesenen 1. Teil Teilmenge eines Z,. Fiir dieses EZ, gilt: t-* 
(Ey) = E,, da E,, maximal ist. Daraus folgt t(Z,) = E,. Dieses E, mub 
maximal sein, da ja aus Symmetriegriinden die entsprechende Gleichung fiir 
t* und jedes maximale £, gilt. Also gilt (2.). 

Aus I. (2.) folgt unmittelbar noch, dafi die- Ordnung der maximalen E, 
und der maximalen £, die gleiche, also 8, ist. 

Es sei X’ = (X'! X’?... X’'") Teilmenge von X. Wir nennen X’ ein Gitter 
J, von X, wenn gilt: X’” ist fiir jedes v = 1, 2, . . ., 3 ein in. X” benachbartes 
Elementepaar, fiir jedes v = 8 + 1, 8 + 2, .... n ein Intervall von X”. In 
unserer kurzen Bezeichnungsweise gilt also J, = (Bi B®... BB J8+1... 1), 
Wir nennen J, ein Gitter um (das maximale) E,, = (BY. Fe vas BB ght) roe Babs 
wenn gilt: Fiir jedes v = 1, 2, ..., 8 ist J? = E%. also das gleiche BY, fiir 
jedes v= 8 +1.8+2,...,n ist Jz, d.h. also /%, ein Intervall um 2, also 
um die vte Koordinate von £,. Ganz entsprechend sei die Bezeichnungsweise 
fir die Gitter J, von Y. Es gilt dann: 

II. Es sei Ey maximal, also nach I. (2.) t+ (£,) = £, maximal. Dann folgt: 
Zu jedem J, um E, gibt es ein J, um t-' (E,) = E,,.80 daB t(J,) ganz in J, 
fallt. Ist andererseits ein beliebiges maximales E, gegeben, so folgt (entspre- 
chend): Zu jedem J, um E, gibt es ein J, um t(£,) = E,, so daB t* (J,) 
in J, liegt. 

Zum Beweise denken wir uns ein J,, etwa J, = (Bi By: Ka Bé B+ ee iy 
um das maximale E, = (Bi BY... BE yP+1... ym) gegeben. Jedes BY. 
yw = 1, 2,..., 8, besteht also aus je zwei in Y“ benachbarten Elementen, etwa 
yf und yf, kurz aus Vk, mit K,, =1, 2. Wir sprechen kurz von einem ,,kleinen“ 
Intervall um Vk,: wenn, je nachdem also K, = 2 bzw. = 1 ist, y# baw. y} din 


Endelement von ihm ist. Wirdenken uns nun um jedes vk, je ein festes , kleines“ 
Intervall ik, von Y* gegeben. Wahlen wir dann eine feste Numerierung der 
Elemente von E, nach der Reihe der Zahlen K = 1, 2,..., 23, so erhalten wir 
um jedes yy = (yk, Wx, --- hy y2+1... ym) von E, je ein Interval iy 
= (ik, i, ++ ih 1#+1 ... 1™) von Y. Nach Definition 1 gibt es zu jedem dieser 


iy, ein ix, von X um t-! (yy) = 2, 80 daB t(ix,) in iy, liegt. Der Durchschnitt 
der ix, ist dann natiirlich in den Durchschnitt der iy, durch t abgebildet. 
Einerseits folgt nun: Der Durchschnitt der iy, ist das vorgegebene J,, da die. 
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if, ja nur ,,kleine“ Intervalle sind). Da nach (I.) -1(E,) = E, = (Bi Be... 
BE a}+1.. . 2?) gilt, sehen wir andererseits: Fiir jedes v = 1,2, .. ., 8 gehdrt 
By, jedem iz, ganz an, also auch dem Durchschnitt dieser iz, (y jeweils also 
fest). Fiir jedes v= 6+ 1, ..., m ist der Durchschnitt der i%, natiirlich je 
ein J? um 2. Also folgt fiir das um E, liegende J, = (Bi B®... BB [P+ ... 1%): 
t(J,) liegt in J,. 

Es folgt noch 


III. Es sei E, = (Bt B®... BB 2+1... x) vorgegeben. Nach (I.) gilt dann 
also t(E,) = (BiB... BR yB+1...y™). Dann folgt: (BL B®... BR XP+1... 
X") ist durch t auf (B) BY... B yd+1... ¥™) abgebildet. Kurz gesagt, gilt 
also (BL BE ... BB X#+1... X") = (Bi B?... BB yb+1 ym), 

Denn zunichst denken wir uns fiir jedes v = 8 + 1, ..., n je ein festes 
abgeschlossenes Intervall 7” von X” um 2} gegeben. Es sei kurz J, = (B1 BY 
... BB J4+1.. . 7"). Aus (II.) folgt zunachst 41.) Um jedes dem J, angehérende 
E,, = (Bi BY... BB +1... 2”) gibt es ein J, = (BL BY... BB B+... 7%), 
so daB t(J,) ganz in ein J, fallt. Hierbei kann natiirlich noch vorausgesetzt 
werden, daB jedes #+1, ..., @ abgeschlossen ist. Aus dem Uberdeckungssatz 
folgt 2.) Unter diesen J, gibt es endlich viele, etwa J,, = (Bi BY... BB B+ 

. ig), K =1, 2,..., k, so daB um jedes dem J, angehérende E,, wenigstens 
eins dieser J,, liegt. Die Numerierung der J,, sei noch so vorgenommen, dab 
fiir jedes K= 2,3,..., k gilt 3.) Jz, und Jz, , besitzen wenigstens ein gemein- 
sames maximales £,. Denn da8 es eine Anordnung der Jz, mit dieser Eigen- 
schaft gibt, folgt fast unmittelbar aus der Abgeschlossenheit der 2+, . . ., in. 
Aus (1.) und I. (2) sehen wir: Zu jedem K = 1,2,..., & gibt es ein Jy = 
(Bi B2... BB 13+... 1), so daB fiir jedes J,, angehdrende E, gilt: ¢ (£,) 
liegt in Jy, also kurz t(E,) = (Be BE... Bb yp+1 ...y™). Daraus ergibt 
sich nach (3.), daB die By fiir alle K=1, 2, . .., k und jedes festew = 1, 2,..., 8 
‘die gleichen sein miissen, also gleich BY sind. Also folgt insgesamt wegen (2.): 
t(J,) liegt in (BY B®... BB +1... ¥™). Daraus folgt natiirlich, wenn 
wir noch die Symmetrie von t und ferner beachten, daB J**! , ... 7” beliebig 
wihlbare abgeschlossene Intervajle sind: ¢(B B®... BB Xf... X") = 
(BY B®... BR ye+1... ¥™), 

Der Beweis des Satzes (1) ergibt sich nunmehr leicht aus (I.), (II.) und 
(I1I.). Denn gilt zunaichst p= n oder 6 = m, 80 ist n = m nach FuBnote *). 
Andernfalls gilt B= n und 8+ m. Dann folgt: Jedem £, =(B' B®... 
BB ap+t ..+@~) ist je ein Element (xP+1 - +. ap) der (n —)-fach geordneten 

%4) Es sei hier noch darauf hing wiesen, wie an dieser Stelle kiar wird, daB (I1.) 
auch gilt, wenn B = m (also Jy = £y) und entsprechend 3 = n ist! Es folgt daher 
genauer: Gilt § = n oder B = m, so gilt beides, also n = m. 

34* 











532 K. Wacwner: Veraligemeinerung des Brouwerschen Invarianzsatzes. 


Menge (X?+1...X™") zugeordnet. Wir nennen dieses Element das Basis- 
element von E,. Ganz analog sei das Basiselement von jedem £, definiert. 
Nach (III.) gilt «(BY B2... BR X#+1... X") = (Bi BY... BB y#+1...¥™). 
Nach I. (2.) ist sodann die Gesamtheit der diesem (Bi B®... BB XP+1... X") 
angehérenden E. eineindeutig durch ¢ auf die Gesamtheit der EZ, von 
(Bi Bt... BE y8+1...¥™) abgebildet. Ersetzen wir jedes Z, dann und ent- 
sprechend jedes EZ, durch sein Basiselement, so resultiert hieraus natiirlich 
eine eineindeutige Abbildung von (X?+1...X") auf (Y#+1...¥™). Nach 
(II.) ist diese Abbildung sogar topologisch. Jedes X+1,..., X” ist stetig. 
Also folgt aus dem Satz fiir stetige Mengen » —8 = m—§, d.h. es gilt 
n =m, w.z.b. w. 


(Eingegangen am 7. Juni 1943.) 








Uber eine neue isoperimetrische Ungleichung 
fiir konvexe Polyeder*). 


Von 


ALEXANDER Dincuas in Berlin. 


1. In der vorliegenden Note soll eine isoperimetrische Ungleichung fiir kon- 
vexe Polyeder bewiesen werden, die, zusammen mit den von Minkowskr) und 
Bot*) angegebenen Ungleichungen, alle bisher bekannten Ungleichungen 
dieser Art erschépft. 

Die fragliche Ungleichung wird durch folgenden Satz zum Ausdruck ge- 
bracht: 

Es sei $ ein konvexes Polyeder des dreidimensionalen Raumes. Man kon- 
struiere zu $ ein ,,zugeordnetes Kappenpolyeder $*‘‘, in dem man Tangenten- 
ebenen an eine Einheitskugel parallel zu allen Seitenflachen von 8 (nach der 
Richtung der 4uBeren Normalen) legt und dann das von diesen Ebenen be- 
stimmte konvexe Pelyeder nimmt. Man bezeichne ferner durch M die Grobe 


(4.4) M= Siig %, 


wobei /;.die Kantenlangen von § sind und , jedesmal den Winkel, den die 
auBeren Normalen mit den an die Kante /; angrenzenden Seitenflachen bildet, 
bedeutet. 

Sind dann O bzw. O* die Oberflacheninhalte von % bzw. $*, so gilt die Un- 
gleichung 


(4.2) M*—00* > 0, 


und das Gieichheitszeichen gilt nur fiir den Fall, in dem § selbst einer Kugel 
umbeschrieben ist. 

Eine dieser Ungleichung verwandte Ungleichung wurde mit Hilfe der Par- 
allelbereiche nach innen sowie auch mit Hilfe der Minxowsxischen Theorie 
in der schon zitierten Arbeit von Bot bewiesen. Jedoch tritt an Stelle von O* 
eine andere, weniger iibersichtliche und keine einfache geometrische Deutung 


*) Vorgetragen u.a..in der Universitat Greifswald am 3. 12. 1943. 

1) Minkowski, H,: Gesammelte Abhandlungen Bd. II 8. 111, Leipzig: Teubner, 
1911. 

*) Bot, G.: Einfache Isoperimetriebeweise fiir Kreis und Kugel. Abh. a. d. Math. 
Semin: der Hans. Universitat 15, 27-36 (1943). 
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zulassende GréBe C*. Den Beweis, den wir hier fiir (1.2) geben, ist durchaus 
elementar und stiitzt sich auf das WirtinceR-BLascuxkesche Lemma sowie 
auf einige geometrische Abschatzungen elementarer Natur. Er verwendet 
nicht einmal den Satz iiber die lineare Kombination konvexer Kérper. 


Die Ungleichung (1.2) und die u.a. von Bot fiir Polyeder bewiesene Un- 
gleichung 


(1.3) 0?—3MV>0 
liefern dann durch Kombination die Minxowskische Ungleichung 
(1.4) 0®?—90* V2 >0 


ohne besondere Schwierigkeiten. In allen drei Ungleichungen tritt das Gleich- 
heitszeichen nur dann ein, wenn § ein Kappenpolyeder §* ist. 


2. Das Wirtincer-Brascukesche Lemma. Zur Orientierung des Lesers 
geben wir hier den Wortlaut desjenigen Satzes wieder, mit dessen Hilfe (4.2) 
bewiesen wird, und verweisen fiir den Beweis auf eine friihere Arbeit von uns*), 
wo dieses Lemma rein induktiv, ohne Zuhilfenahme der Kugelfunktionen und 
des Vollstandigkeitssatzes bewiesen wird. Die dort eingeschlagene Methode 
gestattet nun, das WirtinGeR-BiascukeEsche Lemma in folgender Fassung zu 
beweisen, in der dieses spaiter bendtigt wird: 

Es bezeichne S die Oberfldche der Einheitskugel 


(2.4) v+y+2=1 


und es sehu = u(x, y, 2) eine 2uerst auf S eindeutige, iiberall stetige Funk- 
tion. Ferner sei © durch GroBkreisbégen in endlich viele Kreispolygone 


Q,, Qe, «--» Q, serlegt, so daB u innerhalb jedes Q,, noch stetig differenzier- 
bar ist. Dann wird behauptet : 
Geniigt u der Bedingung 


(2.2) fudw =0, 


S 


wobei dw das Flachenelement von S bedeutet, so gilt 
1 
(2.3) f fw —4 7 u, w}do <0 
Ss 


und das Gleichheitszeichen tritt nur fiir die Funktion 


(2.4) u=azr+by+ cz 








3) Beweis eines Satzes von Wirtincer und Biascuke, Math. Z. 47,-265-274 (1941). 
Der Beweis wird dort fiir jedes n erbracht. Fir n = 3 vgl. auch meine vor kurzem 
erschienene Arbeit: Neuer Beweis einer isoperimetrischen Ungleichung fiir konvexe 
Kérper, Mathem. Zeitschr. Bd. 51 (1948) S. 306-316. 
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ein. Dabei sind a, b, ¢ willkiirliche Konstanten und der Punkt P(x, y, 2) liegt 
auf der Kugel S. 

Die GréBe 7 bedeutet den ersten Be_tramischen Operator. Fiihrt man an 
Stelle von z, y, s wie gewohnlich Polarkoordinaten , und $ ein, so ist 


V (uu) = (55) + suse (S2) 
und allgemeiner 


Gu @v 1 Ou dv 
V (4, o) = 35 Ge + Ginte De De" 
Auf den Inhalt dieses Satzes werden wir erst in Nr. 4 zuriickkommen. Dort 
wird an Stelle von u eine lineare Kombination der Stiitzfunktionen zweier 


Polyeder betrachtet werden. Vorerst wollen wir uns einigen entscheidenden 
geometrischen Abschatzungen zuwenden. 


3. Das zugeordnete Kappenpolyeder %*. Wir betrachten jetzt ein konvexes 
Polyeder $ und konstruieren zuerst das zugeordnete Kappenpolyeder $* 
folgendermaBen: Wir wahlen den Koordinatenanfang O innerhalb 8 und be- 
trachten die Einheitskugel G um O und die Einheitsri¢éhtungen OA,, ..., 
OA,, parallel zu den auBeren Normalen n,,..., 1. Die Tangentenebenen an 
S in den Punkten A,, ..., A,, umschlieBen ein Polyeder $*, das wir dann das 
zugeordnete Kappenpolyeder von $ nennen. Nun konstruieren wir, wie bei 
Minkowskl, die lineare Kombination %,, = % + h $*. Nach einem wichtigen 
Satz von Minkowski‘) kann §, mittels der Stiitzfunktion p, = p + hp* 
dargestellt werden, wenn p bzw. p* die Stiitzfunktionen von $% bzw. $* als 
Funktionen eines Punktes P von © bedeuten. 

Wir wollen zuerst (fiir kleines h) die Oberflache O, von , nach oben ab- 
schatzen®). Dazu bemerken wir, daB $, offenbar im folgenden konvexen Poly- 
eder enthalten ist: Man lege zu jeder Seitenflache § von § eine parallele Ebene 
€ in der Entfernung h nach auBen und betrachte dann das (konvexe) Poly- 
eder §,, das aus dem Durchschnitt aller derjenigen durch die € bestimmten 
Halbraume bestimmt wird. Da $, bzw 9, beide konvex sind, gilt, falls F, 
bzw. F,, die FlacheninWalte zweier zu der Seitenflache § von § paralleler 
Seitenflachen bedeuten, F, < F,, und es geniigt dann, eine Abschatzung fiir 
jedes F,, zu finden. Nun gelten fiir §, folgende triviale Tatsachen: 

1. Die Projektion des Randes [],, von ¥,, auf § ist ein Polygon I), das den 
Rand II von § umschlieBt. 

*) Minkowski: Il. c. 

5) Eine genaue Ausrechnung’ von Op; ware, wie das Folgende zeigen wird, eine 
unniitzliche Arbeit. Fir unsere Ziele sind Abschatzungen von der Form < durchaus 
ausreichend. Es ist natiirlich nicht ausgeschlossen, daB fir viele Begriffsbildungen 
bzw. Abschatzungen das Gleichhéitszeichen gilt. 
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2. Zu jeder Seite | von II gibt es eine Seite I’ von Il},, die parallel zu / ist. 
(Natiirlich kann IT), mehr Seiten besitzen als II, diese liegen aber zusammen- 
hangend um Eckpunkte von II. Vgl. Figur! Dort sind II bzw. [, durch = 


bzw. %, bezeichnet). 
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Abb. 1. 


3. Die Entfernung & der Seiten / und I’ betragt h tg :, wobei | der vorhin 


definierte Winkel der 4uBeren Normalen derjenigen Seitenflachen von § be- 
deutet, die an / angrenzen. In der nachstehenden Figur ist dieser Sachverhalt 
gezeichnet, ohne da8 fiir F, Rechnung getragen wird. MaBgebend fiir unsere 
Abschatzung ist nur, da8 F,, < F,, ist. 

Wir gehen jetzt dazu iiber, F,, auszuwerten. Zuerst eimiges iiber das Vor- 
zeichen des Inhaltes D; eines Dreiecks T;: Das Vorzeichen eines Dreiecks 7; 
(Figur!) wird mit positivem oder negativeém Inhalt genommen, je nachdem der 
Fu8punkt des Lotes von der entsprechenden Ecke von II, innerhalb oder auBer- 
halb der entsprechenden Seite I’ liegt. So sind z. B. in der Figur 7,, 7, 
,negative Dreiecke (d. h. sie werden mit negativem Inhalt genommen), 
wahrend die iibrigen ,,positive’‘ Dreiecke sind. Nun ist der Inhalt eines Drei- 
ecks 7, offenbar proportional zu h? und wir erhalten fiir F,, die Gleichung 


(3.1) F,=F+hDitg? + R(7). 

Hier bedeutet F den Inhalt der Seitenflachen § von ¥ und R(T) die (alge- 
braische) Summe der Flacheninhalte der Dreiecke 7,;. Man kann leicht sehen, 
da§ R wesentlich positiv ist. Die Summation rechts wird iibrigens iiber alle 
Kanten von II erstreckt werden. Summiert man (3.1) iiber alle Seitenflachen 
von § von $ und beachtet, daB bei der Summation jede Kante von $ genau 
zweimal vorkommt, so erhalt man mit Riicksicht auf (3.1) 


n= DS F.SDFi; 
0, <<O+2Mh+ R(T) 


(3.2) 


mit 
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(3.3) M =i, tg % 
i 

und 

(3.4) R(T) < C const. h?. 


Das ist die fiir das Folgende entscheidende Ungleichung. 


4. SchluB. Nun berechnen wir direkt O, mit Hilfe der Stiitzfunktion. Nach 
bekannten Formeln wird O, durch den Augdruck*) 


an = J fn = + V (Pr Pr)} deo 


gegeben und wir erhalten durch Entwicklung von p, = p + hp* und mit 
Riicksicht darauf, daB 
(4.4) 


P—+Vi(p,phdwo=0, | fp — +7 (p*, p bdo =0* 
S 7 S 7’ 


ist, 
(4.2) 0, =O + 20h + O*Fh?. 
Hier ist O gleich der Polarbildung von (4.1), d. h. es gilt 
= 1 
(4.3) 0= f {ee —z VP, p*)} dw. 
& 


Vergleicht man (3.2) und (4.2), so erhalt man 
O + 2hO + O*h? <0 + 2hM + const h* 


20 + O*h < 2M + const: h, 
und daraus durch Grenziibergang h +0 die wichtige Ungleichung 
(4.4) 0< M. 


Dadurch ist aber auch das Hauptziel der Arbeit erreicht. Denn setzt man in 
(2.3) 


(4.5) a= 2. (Judo = 0), 





*) Buascuxe: Kreis und Kugel. Leipzig: Teubner 1916. Vgl. auch Bonnesen: 
Quelques problémes isoperimétriques, Acta Mathematica 48, 1935, 8. 123-178. 
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so erhalt man mit Riicksicht auf (4.1) sofort die Ungleichung 


7) ra) o* 
(4.6) we ~ 2am + ge S°- 
Nun gilt fiir das Kappenpolyeder $* O* = M* = 3V* ‘wobei V* das Volu- 
men von §* ist), und es wird dann mit Riicksicht auf (4.4) 


oO 1 
Mm oF =° 
oder 
(4.7) M?—0*0>0. 


Der Extremfall kann hier nach dem Wirtincer-Biascukeschen Lemma nur 
dann eintreten, wenn u eine lineare Funktion der Koordinaten eines Punktes 
von G ist, also nach bekannten Tatsachen, wenn und $* homothetisch sind. 


(Eingegangen am 30. 7. 1947.) 








Analytische Mannigfaltigkeiten in Riemannschen 
Bereichen. 


Von 
Hans HeErMEs in Miinster (Westf.). 


Einleitung. 


1. Ein wichtiges Hilfsmittel zum Studium analytischer Funktionen ist die 
Untersuchung von analytischen Mannigfaltigkeiten, d.h. der Menge der ge- 
meinsamen Nullstellen endlich vieler Funktionen fy (Gy -++5Z,)- Aus der 
Theorie der (speziell durch Polynome definierten) algebraischen Mannigfaltig- 
keiten entnimmt man den Begriff der irreduziblen Mannigfaliigkeit M, die 
nicht Vereinigung zweier echter Teilmannigfaltigkeiten ist. Der Satz iiber die 
eindeutige Zerlegung der algebraischen Mannigfaltigkeiten in endlich viele 
irreduzible Mannigfaltigkeiten) ]48t sich erweitern zu.einem entsprechenden 
Zerlegungssatz fiir analytische Mannigfaltigkeiten; es treten jedoch i. a. ab- 
zahlbar unendlich vie. irreduzible Bestandteile auf. Eine analytische Mannig- 
faltigkeit ist hierbei zunichst gegeben als gemeinsame Nullstellenmenge end- 
lich vieler ganzer Funktionen”). Der begrenzte Konvergenzbereich von Potenz- 
reihen legt es jedoch nahe, den Begriff der analytischen Mannigfaltigkeit MW 
zu erweitern, indem man M nicht global als gemeinsame Nullstellenmenge end- 
lich vieler ganzer Funktionen definiert, sondern lokal dadurch, da8 man ver- 
langt, daB Min der Umgebung jeden Punktes P des R, gemeinsame Null- 
stellenmenge endlich vieler in P regularer Funktionen ist. Die lokale Definition 
ist allgemeiner als die globale*); im Spezialfall der Hyperflichen stimmen 
jedoch beide iiberein*). Fiir eine lokal gegebene analytische Mannigfaltigkeit 
beweist H. Cartan den Zerlegungssatz'). 


1) Einfacher Beweis in v. p. Waerpen: Einfiihrung in die algebraische Geometrie. 
S. 107 ff. Berlin: Springer, 1939. 

2) Vgl. Bennxe-Tuutten: Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verinder- 
lichen. Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete II, 3, S.66f. Berlin: 
Springer 1934 und die dort angegebene Literatur. Diese Untersuchungen betreffen 
nur Hyperflachen oder setzen als einbettenden Raum den Ry, bzw. spezielle ein- 
fach zusammenhangende Bereiche voraus. 

3) Einfaches Beispiel bei Bennxe-Stemn: Analytische Funktionen mehrerer Ver- 
anderlichen zu vorgegebenen Null- und Polstellenflachen. Jber. DMV 47, 180 (1937). 

*) Cousin: Surles fonctions meromorphes de n variables complexes. Acta Math. 19, 
1-62 (1895). 

5) Beweisskizze (fiir den Fall einer offenen Teilmenge des R, als einbettenden 
Raum) in H. Cartan: Idéaux de fonctions analytiques de n variables complexes, 
Appendice B. Diese Abhandlung ist Verf. erst nach Fertigstellung der vorliegenden 
Arbeit in einem Korrekturexemplar bekannt geworden und befindet sich vermutlich 
im Journal de |’école Normale 1945. 
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2. Im Falle der algebraischen Mannigfaltigkéiten spielt der offene oder 
projektiv abgeschlossene R, als einbettender Raum eine Sonderrolle. Ein 
derartig ausgezeichneter Raum existiert nicht fiir die Einbettung der ana- 
lytischen Mannigfaltigkeiten, insbesondere dann nicht, wenn man zur lokalen 
Definition iibergeht. Daraus entspringt die Forderung, als einbettenden Raum 
fiir analytische Mannigfaltigkeiten méglichst allgemeine Bereiche AR zugrunde 
zu legen. Hierzu ist:es vor allem erforderlich, da8 fiir Funktionen in R der 
Begriff der Regularitat definiert ist. Vorbild fiir derartige Riemannsche Be- 
reiche*) ist die klassische Riemannsche Flache, deren Verallgemeinerung auf 
héhere Dimensionszahl eine wichtige Teilaufgabe dieser Untersuchung bildet. 

Es liegt nahe zu verlangen, da8 jede analytische Mannigfaltigkeit in einem 
Rremannschen Bereich selbst wieder ein Riemannscher Bereich sein soll 
( Transitivitatspestulat). Dann entsteht (gegeniiber der Rremannschen Flache) 
die Schwierigkeit, daB Punkte mit nicht ,,streng uhiformisierbaren“* Umge- 
bungen’) auftreten kénnen. Die bisherigen Definitionen fiir abstrakte R1EMANN- 
sche Bereiche héherer Dimension beriicksichtigen diese Schwierigkeit nicht®), 
oder sie umgehen sie durch nachtragliche Adjunktion von ,,Randpunkten“ 
zu den Punkten mit ,,streng uniformisierbaren‘‘ Umgebungen®). In dieser 
Arbeit wird eine Definition fiir Riemannsche Bereiche gegeben, die nach 
Werischem Vorbild mit Ortsuniformisierenden operiert; diese Ortsunifor- 
misierenden haben jedoch, allgemeiner als bei Wey, als Definitionsbereiche 
nicht nur offene Teilmengen eines R, (das ware eine ,,strenge Uniformisie- 
rung), sondern auch Teilmengen analytischer Mannigfaltigkeiten des 
R,, (genaue Definition in § 6). Die Definition geniigt dem Transitivitats- 
postulat. 

3. Grundlegend fiir die Untersuchung der analytischen Mannigfaltigkeiten 
ist Wererstrass’ lokale Aufspaltung der analytischen Mannigfaltigkeiten M 
in die sog. ,, Elemente analytischer Gebilde‘. Ein solches ,,Element“ p bestimmt 
eindeutig eine irreduzible Teilmannigfaltigkeit M, von M. Zur Definition 
von M, kann man zu einer Uberlagerungsmannigfaltigkeit von M iibergehen, — 
deren Punkte die zu M gehérenden ,,Elemente“ sind!®). Zu einer solchen 
Uberlagerungsmannigfaltigkeit fihrt insbesondere der Begriff der Fortsetzung 
eines ,,Elementes“. Hier wird ein anderer Weg eingeschlagen, bei dem man 


*) Die Bezeichnung ,,Riemannscher Raum“ in Analogie zur ,,Riemannschen 
Flache“ ist bereits in der Differentialgeometrie vergeben. 

7) d. h. nichtspharische Punkte; vgl. Koopmann-Brown: The Riemann multiple- 
space and algebroid functions. Trans. Amer. Math. Soc. 36, 618-626 (1934). 

8) CaraTuEopory: Analytische Abbildungen mehrdimensionaler Raume. Verh. 
d. int. Math. Kongr. Ziirich 1, 93-101 (1932). 

*) Siehe den ausfiihrlichen Aufbau in Bennxe-THutien (vgl. FuBnote *)) S. 6 ff. 

1°) H. Cartan (vgl. FuBnote 5)) zeigt, daB die topologischen Komponenten der 
Uberlagerungsmannigfaltigkeit den irreduziblen Bestandteilen der Ausgangs- 
mannigfaltigkeit entsprechen. 
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im R,, bleibt und den Umweg iber die Uberlagerungsmannigfaltigkeit ver- 
meidet: M, wird erklart als der Durchschnit aller der Mannigfaltigkeiten N, 
deren ,,Element“ p ist. Da® dieser Durchschnitt wieder eine analytische Man- 
nigfaltigkeit ist, folgt aus einem Uniformierungssatz von H. Kneser"); der 
Knesersche Satz erméglicht nimlich zu jedem Punkt P einer analytischen 
Mannigfaltigkeit ./ die Konstruktion einer ,,wesentlichen Umgebung“ U, die 
dadurch gekennzeichnet ist, daB jede weitere analytische Mannigfaltigkeit N 
alle zu U gehdrenden Punkte von M enthalt, sofern sie nur M in irgendeiner 
Umgebung von P umfaBt (§ 3). 


4. Wichtiges technisches Hilfsmittel sind die lokalen Mengen in einem 
Punkt P eines topologischen Raumes R, welche durch einen Abstraktions- 
prozeB aus den Teilmengen von A gewonnen werden kénnen (§ 1). Aus Null- 
stellenmengen endlich vieler analytischer Funktionen entstehen auf diese 
Weise als lokale Mengen die sog. Algebroide. Die einem Punkte zugeordneten 
Algebroide bilden einen distributiven Verband mit absteigender Kettenbedin- 
gung™). Ein bekannter Zerlegungssatz fiir die Elemente eines solchen Ver- 
bandes fiihrt zu einer besonders einfachen Definition der We1ERsTRASsschen 
,,Elemente“ als irreduzible Algebroide. 


Der Proze8 der Lokalisierung diirfte von Interesse sein fiir allgemeinere 
Untersuchungen von topologischen Raumen. Er wird hier jedoch nur so weit 
verfolgt, als es fiir die. vorliegenden Anwendungen notwendig erscheint"). 


5. Der Ubersichtlichkeit halber ist die Arbeit in zwei Abschnitte aufgeteilt. 
Teil I beschaftigt sich mit dem Zerlegungssatz fiir die analytischen Mannig- 
faltigkeiten in einer offenen Teilmenge des #,,. Hierbei wird insbesondere der 
Formalismus entwickelt oder vorbereitet, der in Teil II zur Definition der 
Rremannschen Bereiche benétigt wird. Die Untersuchungen werden in Teil II 
so weit fortgefiihrt, bis die Grundlagen geschaffen sind, auf denen die Unter- 
suchung der irreduziblen Mannigfaltigkeiten und der Beweis des Zerlegungs- 
satzes in § 3 und § 4 von Teil I beruht. Damit ist die Giiltigkeit dieser Satze 
auch fiir die analytischen Mannigfaltigkeiten in beliebigen Riemannschen 
‘Bereichen bewiesen. 


Der Aufbau der Riemannschen Bereiche ist enthalten in den §§ 1, 2.5 
und 6. 


11) Ortliche Uniformisierung der analytischen Funktionen mehrerer Verander- 
lichen. Jber. DMV 45, 76-77 (kursiv) (1935). 

12) Zu den verbandstheoretischen Begriffen und Satzen vgl. Henmes-KoétHe: 
Theorie der Verbande. Encyklopadie der math. Wiss.I, 2. Aufl. S. 1-28 (1939) Heft 5, 
Nr. 13. 

18) So 14Bt sich z. B. dieser Proze8 nicht nur in Punkten eines topologischen Rau- 
mes durchfiihren, sondern ebenso in Teilmengen dieses Raumes oder allgemeiner in 
Elementen eines topologischen Booteschen Verbandes (vgl. § 1). 
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Inhaltsiibersicht. 


Teil I. Analytische Mannigfaltigheiten in offenen Teilmengen des R.,,. 

§ 1. Lokale Mengen und Fuarktionen 
§ 2. Algebroide im R,, 
§ 3. Analytische Mannigfaltigkeiten im H,, 
§ 4. Irreduzible analytische Mannigfaltigkeiten; der Zerlegungssatz 

Teil II. Analytische Mannigfaltigkeiten in einem Riemannschen Bereich 
§ 5. Ortsuniformisierende 
§ 6. Rremannsche Bereiche 
§ 7. Analytische Mannigfaltigkeiten in einem Riremannschen Bereich 


Teil I. 
§ 1. Lokale Mengen und lokale Funktionen. 


1. Bei der Untersuchung von analytischen Mannigfaltigkeiten spielen Eigen- 
schaften ,,im Kleinen“ eine wichtige Rolle. Es ist daher zweckmiBig, die hier- 
mit verbundenen Abstraktionen generell vorwegzunehmen. So kommt man zu 
den Begriffen der ,.lokalen Menge“ (,,Ortsmenge“*) und der ,,lokalen Funktion“ 
‘,_,Ortsfunktion“), die in diesem Paragraphen definiert und untersucht werden 
Sollen (jedoch nur soweit, als es fiir den vorliegenden Zweck erforderlich ist). 
im Hinblick auf Teil I] wird ein allgemeiner topologischer Raum zugrunde 
gelegt (fiir die Uberlegungen von Teil I geniigte es, einen euklidischen Raum 
zu betrachten). 

2. Topologische Raume und Verbande. Unter einem topologischen Raum R 
sei immer ein Raum im Sinne von Kuratowskr") verstanden. Ein solcher 
Raum / ist dadurch gekennzeichnet, daB jeder Teilmenge A vom R eindeutig 
eine weitere Teilmenge A C R als abgeschlossene Hiille zugeordnet ist, und daB 
diese Zuordnung den folgenden Axiomen geniigt'®): 


(1) AOGB=AUB 

(2) ACA 

(3) ACA 

(4) 0 CO (O ist die leere Menge). 


Diese Definition nimmt keinen expliziten Bezug auf die Punkte von, R. 


4) Zu den topologischen Begriffen und Satzen vgl. Atexanprorr-Hopr: Topo- 
logie I. Berlin: Springer 1935. 

15) Es werden folgende verbandstheoretischen Bezeichnungen verwendet: In einem 
Verband mit den Elementen A, B,... ist A UB die Vereinigung von A und B. 
A -~B oder kurz AB der Durchschnitt von A und B; A CB heiBt: A ist in B ent: 


halten, A(=B bedeutet das echte Enthaltensein von A ia B; A’ ist das Komplement 
von A und .1— B= AB’ die Different von A und B; DL Ag bzw. ILA, sind 
beliebige Vereinigungen baw. Durchschnitic. 
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Sie 148t sich daher in derselben Form fiir einen Verband!*) aussprechen: Ein 
Verband &% mit dem Nullelement 0 soll ein topologischer Verband hei®en, wenn 
jedem Element A € & eindeutig ein Element A & & als abgeschlossene Hiille 
zugeordnet ist, und wenn die obigen vier Axiome erfiillt sind 1”). 

3. Lokale Mengen. Fiir das folgende werde ein topologischer Raum RA und 
einer seiner Punkte P festgehalten. 

Definition: Die Teilmengen A und B von H sollen um P dquivalent heiBen, 
wenn es eine Umgebung"*) U von P gibt, sodaB AU = BU. 

Beachtet man, daB der Durchschnitt zweier Umgebungen von P wieder 
eine Umgebung von P ist, so erkennt man leicht: Die Teilmengen von R zer- 
fallen in Klassen in P aquivalenter Mengen. Eine derartige Klasse soll eine 
lokale Menge um P heiBen. Die lokale Menge um P, zu der die Menge A gehdrt, 
werde mit A/P bezeichnet (,,A um P*). P hei®t der Ort von A/P. Allgemein 
werden lokale Mengen mit a, b, ... bezeichnet, und die Menge aller lokalen 
Mengen um P mit % >. 

Sind zwei Mengen um P Aquivalent, so auch ihre Komplementirmengen. 
Sind A, mit A, und B, mit B, um P Aquivalent, so sind auch A, B, mit 
A, B, und A,B, mit Ay B, aquivalent um P. 

DaB aus der Aquivalenz von A und B um P auch die Aquivalenz von A 
und B um P folgt, erkennt man so: Aus AU = BU soll AU C B geschlossen 
werden. Nun gehért ein Punkt genau dann zur Hiille einer Menge C, wenn 
jede seiner Umgebungen mit C gemeinsame Punkte besitzt!”). Sei Q € AU 
und V eine beliebige Umgebung von Q. Dann ist auch U V eine Umgebung 
von Q. Es folgt: 0+ AUV=BUVC BV. Also gilt 0 + BV fir jede Um- 
gebung V von Q, d.h. Q € B, w. z. b. w. 

Auf Grund dieser Bemerkungen lassen sich die verbandstheoretischen Ope- 
rationen und die Hiillenbildung fiir lokale Mengen um P unabhangig vom 
Repriisentanten durch die entsprechenden Operationen fiir die Reprasentan- 
ten erkliren. Die Zuordnung A — A/P ist ein Homomorphismus. Man ge- 
winnt so den 
Satz: Die lokalen Mengen um P bilden einen topologischen Booteschen Ver- 
band Bp. Es gilt insbesondere: 


(A VU B)/P = A/P U B/P, (A ~ B)/P = A/P OO B/P. 
‘A'/P = (A|P)', A/P = AJP. 
¥ p ist im allgemeinen unvollstandig, wie man an Beispielen erkennt*®). 


1*) Unter einer Umgebung des Punktes P werde stets eine absolute Umgebung 
von P. verstanden, d.h., eine offene P enthaltende Menge. 

17) ALEXANDROFF-Hopr *) S. 42. 

178) Vgl. Mc. Kinsey-Tarsxt: The algebra of topology. Annals of Math. 45, 141-191 
(1944). #Anm. bei der Korr.). 

18) R sei die Zahlengerade. Die B, seiew paarweise fremde Teilmengen von R, 
die alle O zum Haufungspunkt -haben. Sei A, = R— By. Dann haben die Ap/O 
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4. Lokale Funktionen. P sei nach wie vor ein fester Punkt des topologischen 
Raumes R. Jede der im folgenden betrachteten Funktionen besitze als Defi- 
nitionsbereich eine Teilmenge von R. 

Definition: Die Funktionen / und g sollen um P dquivalent heiBen, wenn 
es eine Umgebung U von P gibt, so daB fiir jeden Punkt Q € U gilt: f und g 
sind entweder beide in Q nicht erklart oder beide in @Q iibereinstimmend 
erklart (d. h.: /(@) = g(Q))- 

Die Funktionen zerfallen in Klassen um P Aquivalenter Funktionen. Eine 
derartige Klasse soll eine lokale Funktion um P heiBen. Die lokale Funktion, 
zu der die Funktion / gehért, werde mit //P bezeichnet (,,f um P*). Allgemein 
werden lokale Funktionen mit f, g,: . . bezeichnet. 

Die Definitionsbereiche von um P Aquivalenten Funktionen sind ebenfalls 
um P dquivalent. Die zugehdrige lokale Menge soll der Definitionsbereich der 
lokalen Funktion heiBen. a 

Sind die Funktionen / und g um P Aquivalent, und ist a ein fester Funk- 
tionswert, so ist offenbar auch die Menge der a-Stellen von / um P dquivalent 
zur Menge der a-Stellen von g. Daher la8t sich jeder lokalen Funktion f un- 
abhangig vom Reprasentanten eine lokale Menge a um P als a-Stellenmenge 
von f zuordnen. 


§ 2. Algebroide im R,. 


1. In diesem Paragraphen werden, ausgehend vom Begriff der regularen 
lokalen Funktionen, unter den lokalen Mengen in einem Punkte des R,, die 
,,Algebroide“ ausgezeichnet. Fiir die Algebroide folgt ein bekannter Zerlegungs- 
satz unmittelbar aus den Uberlegungen von § 1. Die bisherigen algebraisch- 
funktionentheoretischen Beweise sind weniger einfach, liefern jedoch iiber die 
Existenz der Zerlegung hinaus weitere Resultate. Einige dieser Resultate 
werden mit anderen bekannten Sdtzen zusammengestellt, da bei spateren 
Beweisen auf sie zuriickgegriffen wird. 

Alle in diesem Paragraphen vorkommenden Punkte und Teilmengen gehéren 
zum Raum R,, der komplexen n-Tupel. 

2. Definition: Eine lokale Funktion f um P heiBt reguldr, wenn sie einen 
Reprasentanten hat, der um P regular ist, d. h. in einer Umgebung von P 
definiert und dort in eine Potenzreihe entwickelbar ist. Die Nullstellenmenge 
einer lokalen reguléren Funktion f um P hei&t ein Hyperalgebroid um P, die 
gemeinsame Nullstellenmenge einer endlichen Anzahl lokaler regularer Funk- 


keinen Durchschnitt: A sei eine Menge,so daB A/O CA, O fiir jedes n. Dann gibt es 
zu jedem n eine Umgebung U, des Nullpunktes mit dem Radius ¢,, so daB A U,C 


AnUp. Zu jedem nv wihle man eine Zahl an€ By mit O < |a,| < Min (en, +). A* 


entstehe aus A durch Hinzunahme aller dieser a,. Es folgt A/O @A*/O CA,/O fir 
jedes n. Also kann A/O nicht Durchschnitt der A,/O sein. 
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tionen um P heiBt ein Algebroid um P. Ein Algebroid ist also Durchschnitt 
von endlich vielen Hyperalgebroiden. 

Satz: Ein Algebroid a ist abgeschlossen, d. h. a = a. Ist A/P ein Algebroid, 
so ist auch A/Q ein Algebroid fiir alle Punkte Q einer Umgebung von P. 

Satz: Die Menge W, aller Algebroide um P bildet einen distributiven Ver- 
band mit absteigender Kettenbedingung”’). 

Beweis: Als Verkniipfungen der Algebroide sind natiirlich die Verkniipfun- 
gen im Verband & , aller lokalen Mengen in P zu nehmen. Da8 &, ein Verband 
ist, ist leicht einzusehen. YM, ist als Teilverband von %, distributiv. Die ab- 
steigende Kettenbedingung ist (analog dem algebraischen Fall) eine Folge 
des Basissatzes fiir die lokalen regularen Funktionen um P®®): Sei a, > a,... 
eine Folge von Algebroiden um P, und a; sei die gemeinsame Nullstellenmenge 
von fj1,- ++) fir, A pp fury sei eine Basis fiir alle f;,. Dann gilt speziell: 


J 
fr+12 =D D Bri fir: 
j-1 k 


Hieraus folgt a,,, C a,j, entgegen der Voraussetzung. 

Definition: Ein Algebroid p aus UM, heiBt irreduzibel, wenn fiir beliebige 
a€U,pund b € A, aus p=a — b folgt: p =a oder p = b (aquivalent hierzu 
ist die Bedingung: Aus p C a \ b folgt p C a oder p C b). - Eine Vereini- 
gung >’ p; endlich vieler irreduzibler Algebroide heiBt unverkiirzbar, wenn aus 

Zerlegungssatz fiir die Algebroide in P: Jedes Algebroid a um P ist eindeutig 
darstellbar als unverkiirzbare Vereinigung endlich vieler irreduzibler Algebroide. 
Diese sollen die irreduziblen Bestandteile von a heiBen. 

Beweis: Der Satz gilt nach G. Binxnorr*) fiir jeden distributiven Verband 
mit absteigender Kettenbedingung. 

3. Der Zerlegungssatz wurde zuerst von We1erstrass™) bewiesen, spiiter 
von Riickert*®’) mit idealtheoretischen Methoden. Da® die WE1ERsTRASsschen 
,,Elemente“ analytischer Gebilde in P zu identifizieren sind mit den irrédu- 
ziblen Algebroiden um P, folgt am einfachsten daraus, daB beide Klassen ver- 
bandsisomorph aufeinander abgebildet werden kénnen mit Hilfe der Prim- 
ideale im Ring der in P reguliéren Funktionen. 

19) “Vgi. den analogen Satz und Beweis in v. p. WaeRpEN (vgl. FuBnote *)). 

20) Beweis des Basissatzes in Rickert: Zum Eliminationsproblem der Potenz- 
reihenideale. Math. Ann. 107, 259-288 (1933). 

21) Rings of sets. Duke Math. Journ. 8, 443-454 (1937). 

22) Allgemeine Untersuchungen iiber 2n-fach periodische Funktionen von n-Ver- 
anderlichen. Math. Werke III 8. 53-114. Vgi. auch Oscoop: Lehrbuch der Funk- 
tionentheorie, 2. Aufl. Leipzig, Teubner (1928). 

3) Vgl. Anm. 20, sowie: Uber die Elimination bei Potenzreihen, Sitz.-Ber. Heidel- 
berger Akad. Wiss., Math.-Naturw. Klasse (1933) 2. Abh., 8. 29-32. Siehe auch die 
zusammenfassende Darstellung in Krutt: Idealtheorie. Ergebnisse der Mathe- 
matik und ihrer Grenzgebiete IV, 3. Berlin: springer (1935). 
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Weterstrass und Rickert gewinnen eine Parameterdarstellung fiir Re- 
prasentanten irreduzibler Algebroide, die zeigt, daB es zu jedem irreduziblen 
Algebroid p um P eine Zahl k gibt, so daB jeder Reprasentant von p in einer 
Umgebung von P topologisch 2k-dimensional ist (k = —1, 0,..., n). 2k 
heiBt die Dimension von p. Die Dimension eines beliebigen Algebroids ist gleich 
dem Maximum der Dimensionen seiner irreduziblen Bestandteile. Sind p und 
q irreduzibel und von gleicher Dimension, so folgt aus p C q, daB p mit q iiber- 
einstimmt. 

4. A/P =p sei ein irreduzibles Algebroid, B/ P = ein Hyperalgebroid, und 
es sei p d- h. Dann besagt das Rirrsche Lemma™), da8 in einer gewissen Um- 
gebung von P alle Punkte von A, die auf B liegen, Haufungspunkte sind von 
solchen Punkten von A, die nicht auf B liegen. Dies 148t sich kurz so formu- 
lieren: p C p—fh. Es folgt sofort die spater bendtigte 

Verallgemeinerung des Rittschen Lemmas: a und 6 seien Algebroide in P. 
Kein irreduzibler Bestandteil von a sei in 6 enthalten. Dann gilt: a C a —b. 

Beweis: Seien p,,...,p, die irreduziblen Bestandteile von a, und sei 
bh A --- 5, eine Darstellung von b als Durchschnitt von Hyperalgebroiden. 
Dann ist p; in wenigstens einem §, nicht enthalten. Daher gilt nach dem 
Rittschen Lemma: 


PC Pj— th, C a—b. 


Hieraus folgt a = Dp; Ca — 5, w. z. b. w. 

5. H: Kneser*) hat ein drtliches Uniformisierungstheorem fiir analytische 
Funktionen bewiesen, welches sich folgendermaBen formulieren ]48t: 

Uniformisierungssatz: Die endlich vielen Funktionen fh; seien in der Um- 
gebung V des Punktes P regular, und es seien alle /;(P) = 0. Dann gibt es 
eine Umgebung U des Punktes P, die in V enthalten ist, endlich viele zusammen- 
hangende Umgebungen W, des Nullpunktes des t-Raumes (t = t,,.. ., t,) 
und endlich viele Funktionensysteme 


Pv lt) = fons Mtge -- 22 bade © +r Poin Mas - + or Sad} 
so daB gilt: 
a) Die 9, sind in W, regular. 9, (0) = P, o, (W,) C V™). 
b) Wenn Q € U, so sind folgende Aussagen dquivalent: 
(1) Alle 7; (Q) = 0. 
(2) Es gibi ein v und ein t € W,, so dab Q = 9, (t). 








™) Differential equations. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. 14 New York (1932), 
sowie v.p. WaeRDEN: Zur algebraischen Geometrie III. Math. Ann. 108, 694-698 
(1933). 

*) Vgl. FuBnote ™). Die von Kneser gegebene Formulierung fiir den Fall einer 
Funktion la48t sich ohne weiteres auf den Fall von endlich vielen Funktionen verall- 
gemeinern. 

3*) f (A) ist die Menge der X,zu denen es ein Y gibt, so daB Y € A und Y = f (Y). 
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§ 3. Analytische Mannigfaltigkeiten im R,,. 


1. Die Uberlegungen dieses Paragraphen beziehen sich auf eine feste offene 
Teilmenge A des R,. Alle vorkommenden Punkte und Punktmengen sollen 
zu R gehéren. Gewisse durch regulare Funktionen gegebene Teilmengen von 
R werden ,,analytische Mannigfaltigkeiten“* genannt. Es wird bewiesen, da8 
der Durchschnitt beliebig vieler analytischer Mannigfaltigkeiten wieder eine 
analytische Mannigfaltigkeit ist. Mit Hilfe dieses Satzes lat sich der Begriff 
der ,,durch ein irreduzibles Algebroid p erzeugten“ analytischen Mannig- 
faltigkeit M, definieren. 

2. Definition: Eine Teilmenge M C R heiBt eine analytische Mannigfaltig- 
keit (in A), wenn M/P fir jedes P € R ein Algebroid ist. — Die Buchstaben 
M, N sollen stets analytische Mannigfaltigkeiten bezeichnen. 

Die Algebroidizidit yon M/P wird gefordert fiir jedes P € R, nicht nur 
fiir jedes P € M (in einem nicht zu M gehdrenden Punkt P abt sich M/P 
definieren durch die Funktion 1). - Es folgt leicht der 

Satz: Die analytischen Mannigfaltigkeiten in R bilden einen distributiven 
Verband. Jede analytische Mannigfaltigkeit ist in R abgeschlossen. 

3. Satz von der wesentlichen Umgebung: Ist P € R und A/P ein Algebroid, 
so gibt es eine Umgebung U von P, so da8 aus A/P C M/P folgt AUC MU 
fiir jede analytische Mannigfaltigkeit M. Eine derartige Umgebung U ist also 
von M unabhangig und soll eine wesentliche Umgebung won P fiir A heiBen. 

Beweis: a) Da A/P ein Algebroid ist, gibt es auf Grund des Knesenschen 
Uniformisierungssatzes (§ 2 Nr. 5) eine Umgebung U von P, endlich viele zu- 
sammenhangende Umgebungen W, des Nullpunktes des -Raumes und Funk- 
tionensysteme 9,, so daB gilt: 


A) Die ¢, sind in W, regular. 9, (0) = P. 9, (W,) C R. 
B) Ist @ € U, so sind folgende Aussagen dquivalent: 


(*) (1) @ EA. ; 
(2) Es gibt ein v und ein t €C W,, so daB Q = 9, (t). 
b) Es soll gezeigt werden, daB eine Umgebung U, deren Existenz in a) 
festgestellt wurde, eine wesentliche Umgebung von P fiir A ist. 


Sei also M eine analytische Mannigfaltigkeit, und sei AV C V/V fir eine 
gewisse Umgebung V von P. P* sei ein beliebiger fester Punkt aus, A U. 
Es ist zu zeigen, daB P* in M liegt. 

Wegen (*) gibt es ein v und ein t = t* C W,,-so dab P* =9Q, (t*). Dieses 
v werde im folgenden festgehalten. 

Fiir jedes t EC W, ist P =o, (t) C R. Da M/Pein Algebroid ist, gibt es 
eine Umgebung Uz von P und endlich viele in Up regulare Funktionen g>, 
so daB folgende Aussagen dquivalent sind: 
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(ey | (1) Q € Upund alle gp (Q) = 0. 
(2) @ E MU;5. 

Wegen der Stetigkeit von @, la8t sich um den Punkt 7 eine zusammenhan- 
gende Umgebung W; so abgrenzen, dab W; C W, und 9, (W;) C U5. 

c) Da W, zusammenhangt, gibt es in W, endlich viele Punkte 0 = t, . . ., 
t, = t*, so daB Wi, Wi, nicht leer ist (7 = 0, ..., m —1). Es sei P; = 9, (t;), 
also Py = P und P,, = P*. 

Durch Induktion soll bewiesen werden: 

Fiir jedes j = 0,..., m gilt: 

Sp, (p, ()) =0 fir allet € W, und fiir alle 8p; 

Dies ergibt sich fiir] = 0 so: Es ist, (0) = P. Fiir geniigend kleines | t| ist 
9, (t) erklirt und Element von UVU Py? also auch Element von A (wegen 
(*)) und 1/ (wegen A V C A/V). Daher verschwinden wegen (**) alle SP, (p,(t)) 


fiir diese t, also wegen des Identitatssatzes auch fiir alle Elemente der zusam- 
menhangenden Menge Wi. 





Es sei nun die Giiltigkeit von gp (9, (t)) =0 fiir alle « CW, und alle gp, 
vorausgesetzt. t sei Element von Ww, Wiis: Dann gilt 9, (t) © M wegen 
(**). Ferner ist 9, (t) € Up, , also verschwinden alle gp (, (t)) wegen 
(**). Dann verschwinden aber wegen des Identitatssatzes alle 8p,, ,(?»(e)) 
iiberall in der zusammenhangenden Menge W 


4+. 
d) Auf Grund von c) gilt fiir alle g,*: 


0 = gp. (9, (t*)) = gps (P*) 

Also gehirt wegen (**) P* zu WV, w. z. b. w. 
4. Satz: Seien die J/, analytische Mannigfaltigkeiten in A und sei P ein 
beliebiger Punkt von R. Dann gibt es unter den M, endlich viele May a 


%s 
so dab 
1 8 
(I u,) [P = (i MJ /P. 
a j=1 
Beweis: M,.-++.- V/,, seien bereits gewahlt (7, beliebig). Gibt es wenig- 


r r 
stens ein \/,. so dab (i M,)/PD (i M,,)/P 7 M,/P, so werde eines 
1 1 
dieser /, gleich Me, gesetzt 
Dic Folge des M,/P bricht ab wegen der Giiltigkeit der absteigenden Ketten- 


hedingung fiir die Algebroide in P. M,, sei die letzte der analytischen Mannig- 
faltigkeiten M,.- Es folgt: 


& 
(i1 4) PC M,/P fiir jedes a. 
! ‘ 
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8 
U sei eine wesentliche Umgebung von P fir [] M aj" Dann gilt: 
i 


$s 
(i u,) U C M.U fiir jedes «, 
1 


also 
8s 
(it u,) UC (i m,) U. 
1 a 
Hieraus folgt: 
8 
(ita)? < (tr)/. 
1 % a 
Die umgekehrte Inklusion ist trivial. 

Eine unmittelbare Konsequenz des soeben Bewiesenen ist der 

Satz: Der Durchschnitt beliebig vieler analytischer Mannigfaltigkeiten 
ist wieder eine analytische Mannigfaltigkeit. 

5. Definition: p liegt auf M soll heiBen: M ist eine analytische Mannigfaltig- 
keit, P € M und p ist einer der irreduziblen Bestandteile von M/P. Der Durch- 
schnitt aller M,, auf denen ein festes irreduzibles Algebroid p liegt, werde 
mit M, bezeichnet. M, ist nach Nr. 4 eine analytische Mannigfaltigkeit und 
heiBt die durch p erzeugte analytische Mannigfaltigkeit. 

Es kann vorkommen, daB p auf keiner analytischen Mannigfaltigkeit liegt®’). 
Im anderen Fall gilt der , 

Satz: Liegt das irreduzible Algebroid p auf wenigstens einer analytischen 
Mannigfaltigkeit, so liegt p auch auf M, (also ist M, nicht leer). 

Beweis: Die M, seien samtliche Mannigfaltigkeiten, auf denen p liegt. P sei 


der Ort von p. Dann gibt es nach einem Satz aus Nr.4 endliche viele My 
ea M,, unter diesen M,, so daB 


M,/P = (0 M,)/P = I (a /P). 


8 
p liegt auf jedem M,,| P, also auch auf [] (M,,/ P), was man sofort verifiziert. 
1 


§ 4. Irreduzible analytische Mannigfaltigkeiten; der Zerlegungssatz. 


1. Alle in diesem Paragraphen vorkommenden Punkte, Punktmengen und 
Algebroide gehéren zu einer festen offenen Teilmenge R des R,. - Die Irre- 
duzibilitat einer analytischen Mannigfaltigkeit l48t sich auf verschiedene 
Weisen charakterisieren. Hat man erst einmal diese Aquivalenzen bewiesen, so 


27) Beispiel in Bennke-THuLten (vgl. FuBnote *)), 8. 27 Nr. 5. 
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folgt rasch der Satz iiber die eindeutige Zerlegung einer analytischen Mannig- 
faltigkeit in irreduzible analytische Mannigfaltigkeiten. 
2. Agquivalenzsatz: Folgende Bedingungen fiir eine analytische Mannig- 

faltigkeit / sind aquivalent: 

(I) Fiir beliebige analytische Mannigfaltigkeiten M/, und M, gilt: Aus 
MC VM, WU YU, folgt MC M, oder MC M,. 

(II) Fiir beliebige analytische Mannigfaltigkeiten M,(j = 1, 2,... in inf.) 
gilt: Aus WC > WV, folgt MC M,, fiir ein geeignetes jo. 

(III) MM ist leer oder W = M, fiir ein geeignetes irreduzibles Algebroid p. 

(IV) Af ist leer oder M = M, fiir jedes irreduzible Algebroid p, welches auf 
W liegt. 

(V) Ist P ein beliebiger Punkt von M, und N eine analytische Mannig- 
faltigkeit, fiir welche M/P C N/P gilt, so folgt M C N*). 

Bemerkungen: 

a) (1) 1aBt sich, wie man leicht sieht, in folgender aquivalenten Form 
aussprechen: 

(la) Fiir beliebige analytische Mannigfaltigkeiten M, und M, gilt: Aus M = 
M, VU M, folgt M = M, oder M = M,. 
b) Ebenso ist (II) aquivalent mit: 

(Ila) Fiir beliebige analytische Mannigfaltigkeiten M;(j = 1, 2,... in inf.) 
gilt: Aus W/W = >” M; folgt M = M,, fiir ein geeignetes j. 
Die Giiltigkeit des Aquivalenzsatzes erlaubt die 

Definition: Die analytische Mannigfaltigkeit M/ heiBt irreduzibel, wenn eine der 

Bedingungen(I), . . ., (V) erfiillt ist. 


3. Der Aquivalenzbeweis verlauft in mehreren Hilfssétzen nach folgendem 
Schema: 
(1) + (V+ IV) S Gy) >. 


Hilfssatz 1: Aus (1) folgt (V). 

Beweis: Es werde angenommen, (V) sei fiir M falsch. Dagh gibt es einen 
Punkt P € V/ und eine analytische Mannigfaltigkeit NV, so daB M/P C N/P, 
aber / ¢~ .V. Zur Widerlegung von (1) sei folgende Zerlegung angegeben: 

M=MNUM—N. 


Die Giiltigkeit dieser Zerlegung ist sofort einzusehen, ebenso daB M+ MN 
und 1/ = 1/—N. MN ist eine analytische Mannigfaltigkeit. Es bleibt also 


28) Diese Bedingung ist fiir irreduzible algebraische Mannigfaltigkeiten zuerst 
formuliert worden von Macautay: The algebraic theory of modular systems. Cam- 
bridge Tracts 19 (1916). 








Analytische Mannigfaltigkeiten. 551 


nur noch zu zeigen, da8 auch M— N eine analytische Mannigfaltigkeit ist, 
daB also M — N/Q ein Algebroid ist fiir ein beliebiges @ € R. Drei Fallunter- 
scheidungen (wegen R = M—W’' VU (M—N) VU MN): 

a) Q €=M—N. Dann ist M—WN/Q das Nullalgebroid wegen der Ab- 
geschlossenheit von M — N. 


b) @ € (M —N), also Q € M und Q €= N. Es folgt wegen der Abgeschlos- 
senheit von NV: 





(M—N)/Q = MQ—N/Q = MQ, 
also wegen der Abgeschlossenheit von M: 
M—N/Q = M/Q = M/Q. 

c) QE MN. Es seien p,,...,P,, Gy, -- +) 4, die irreduziblen Bestandteile 
von M/Q, und zwar sei jedes p,, aber kein q, in V/Q enthalten. Die Vereinigung 
aller q, werde mit a bezeichnet (wenn es kein q, gibt, so sei a das Nullalge- 
broid). Wegen der Verallgemeinerung des Ritrschen Lemmas gilt: 

(4) aca—wN/Q. 
Aus aC M/Q folgt: 
a—N/QC M/Q—N/Q = (MU —N)/Q, 


also 





Dies ergibt mit (1): 


(2) ac M—NQ. 
Es gilt aber auch umgekehrt: 
(3) M—N/Q Ca. 


Es ist namlich M/Q Caw N/Q. Hieraus folgt (1/ —\)/Q Ca, also 
M—N/QCa=a. 

Zusammenfassung: M — N/Q ist das Nullalgebroid (Fall a)), gleich 1//Q 
(Fall b)) oder gleich a (Fall c)), also in jedem Fall ein Algebroid. 

Hilfssatz 2: Aus (V) folgt (IV). 

Beweis: Sei P € M und seien p,,..., p, die irreduziblen Bestandteile von 
M/P. Es gibt Reprasentanten A; von p,; und eine Umgebung U von P, so daB 
> A; U = MU, A, C M,,, und daB Aj/Q ein Algebroid ist fiir jedes Q € U. 
Auf A,U gibt es einen Punkt Q, so daB Q C= A, ... WU A, (sonst ware 
Cp... U p,). Es folgt: 


M/Q = MU/Q =A JOC V,J0. 


Da Q € MV, so folgt wegen (V): WC M,.. Alsu ist W = M,. 
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Hilfssatz 3: Aus (IV) folgt (Ila) und aus (Ila) folgt (I). 
Beweis: Die zweite Behauptung ist trivial. Zum Beweis der ersten Behaup- 
tung beachte man, daB die topologische Dimension einer analytischen Mannig- 


faltigkeit gleich dem Maximum der Dimensionen der auf ihr liegenden Alge- 
oo 


broide ist. Sei nun M = > M, und d die Dimension von /f. Fallunterschei- 
1 
dung: 
a) Es gibt ein M; und ein p, so da p auf M,, liegt und daé d = d (p)*%). 
P sei der Ort von p. qj, . . -, q, seien die irreduziblen Bestandteile von M/P, 
und p sei etwa in q, enthalten. Es folgt: 


d =d(p) <d(q,) <d(M) =a. 


Aus d(p) = d(q,) und p C q, folgt aber p = q,. Wegen (IV) gilt M = M, . 
Weiter ist MW, = M,C M;,. also MC M;,: Daher ist M = M;,, w. z. bi w. 


b) Fir jedes j ist d (M;)< d. Dann ist nach einem bekannten Satz der Di- 
mensionstheorie®) d =d(M) = d (x ,) <d. Dieser Fall kann also nicht 
1 


eintreten. 


Hilfssatz 4: Aus (IV) folgt (111) und aus (III) folgt (Ia). 

Beweis der zweiten Behauptung (die erste ist trivial): 

Sei M = iJ, U My. Nach (II1) gibt es ein p, so dab M = M, (fiir leeres 
M ist nichts zu beweisen). Dann liegt p auf M, also auf M, oder auf M,, etwa 
auf ./,. .\/, konkurriert daher bei der Durchschnittsbildung, die zu M, fihrt. 
Es folgt VC V,, also M = M,. 


4. Der Rest dieses Paragraphen beschaftigt sich mit dem Beweis fiir den 
folgenden 

Zerlegungssat:: Jede analytische Mannigfaltigkeit von RA ist darstellbar 
als Vereinigung von endlich oder abzahlbar unendlich vielen irreduziblen 
Mannigfaltigkeiten des Raumes RA. Es gibt unverkiirzbare Darstellungen 
M = > V;, d.h. solche, bei denen aus M; C M, folgt: j = k. Je zwei unver- 
kiirzbare Darstellungen stimmen (bis auf die Reihenfolge der Komponenten) 
iiberein. 


5. Die Existenz einer Zerlegung M = >’ M; mit irreduziblen- M; 1aBt sich 
folgendermaBen beweisen: P sei ein beliebiger Punkt von R, und p,,.. ., P, 
seien die irreduziblen Bestandteile von M/P. Dann gilt My, C M. Es gibt 


eine Umgebung Up von P, so dab 
(M,U...U My) Up=MUp 


29 


) dip) baw. d(.M) bezeichnet die Dimension von p bzw. AJ. 
3%) Mevcen: Dimensionstheorie. Leipzig, Teubner (1928). 
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R ist mit héchstens abzihlbar vielen Umgebungen U p, tiberdeckbar, da R 
eine abzihlbare Basis besitzt. Die analytischen Mannigfaltigkeiten, die von 
den jeweils endlich vielen irreduziblen Bestandteilen der 4//P; erzeugt werden, 
liefern daher eine Zerlegung von M der geforderten Art. 


6. Dem Beweis fiir die Existenz einer unverkiirzbdren Zerlegung werde voraus- 
geschickt der 


Hilfssatz: Eine Folge /, GC M,C M; ©... irreduzibler Mannigfaltigkei- 
ten bricht nach endlich vielen Schritten ab. 

Beweis: Es geniigt zu zeigen: Sind M und N irreduzible analytische Mannig- 
faltigkeiten, so folgt aus M/C N und d(M) = d(N), daB W=N. Sei P ein 
Punkt von M, so daB fiir den irreduziblen Bestandteil p von .//P gilt: d(p) = 
d(M). Seien q,,..-,4, die irreduziblen Bestandteile von .V/P. Dann ist p 


etwa in q, enthalten, also gilt p= q, wegen d(p) = d(q,). Es folgt M = 1, 
= M => N. 
% 


co 
Jetzt sei M = > M, mit irreduziblen M;. Die (eventuell abbrechende) 


se 
Folge n; werde folgendermafen induktiv definiert: ng = 0, n,,...,”; seien 
bereits definiert. Gibt es ein r, so daB M, in keinem der Mary os 0 Mp, ent- 
halten ist, so sei r, das kleinste derartige r. Seien r,,...,7,, bereits erklart. 
Gibt es ein r, so dab M,.. <= M,, so sei r,,,, das kleinste solcher r. Nach dem 
letzten Hilfssatz bricht die Folge r,, mit einem letzten Gliede Ting (Mo «= 1) 
ab. Es sei 1,1 =m): Mass ist in neem der M,,-++5 My, enthalten 
(das gilt namlich sghon fir M,). Ferner ist nach Konstruktion Maj in 
keinerh M, echt enthalten. Da das Analoge fiir M, mit 1 << k <j ebenfalls 
gilt, so kénnte ein solches M,, nur dann in Mn. enthalten sein, wenn es mit 
Mass, iibereinstimmte, was soeben ausgeschlossen wurde. Also folgt aus 
M,, C M,, stets j =k. Da sich ferner aus der Konstruktion der Folge n, 
ergibt, daB jedes M, in wenigstens einem M,, enthalten ist, so ist die Exi- 


stenz einer unverkiirzbaren Zerlegung > M,, gesichert. 
jz1 


7. Die Gleichheit zweier unverkiirzbarer Zerlegungen 


von M in irreduzible Mannigfaltigkeiten ist eine unmittelbare Folge der fiir 


irreduzible Mannigfaltigkeiten giiltigen Behauptung (II) (bzw. (I), wenn es 
sich um endlich viele Summandén handelt). 
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Teil Il. 
§ 5. Ortsuniformisicrende. 


1. In diesem Paragraphen werden die Untersuchungen von § 1 fortgefiihrt 
mit der Diskussion des Begriffs der .,Ortsuniformisierenden“, der im einfach- 
sten Falle aus der Theorie der Rremannschen Flichen bekannt ist. Die Orts- 
uniformisierenden lassen sich durch einen dbnlichen AbstraktionsprozeB ge- 
winnen, wie die lokalen Funktionen - man kénnte die Ortsuniformisierenden 
auch ..lokale Homiéomorphismen“ nennen. Eine Ortsuniformisierende indu- 
ziert einen Isomorphismus zwischen den topologischen Verbanden der lokalen 
Teilmengen ihres .,Definitionsbereichs und ihres ,,Bildbereichs. Fiir ge- 
wisse Ortsuniformisierende wird die Eigenschaft ,.regulir“ erklirt, die bei 
der Definition der Ritmannschen Bereiche im nachsten Paragraphen eine 
wichtige Rolle spielt. 

In Nr. 1 bis 4 werden topologische Raiume im Sinne von § 1 Nr. 2 zugrunde 
gelegt. Nr. 5 spezialisiert sich auf den R,,. 

2. Ortsuniformisierende. R und S seien topologische Raume, P ein Punkt von 
R und Q ein Punkt von S. Mit T (hzw. 7,, 7}, . . .) wird stets eine topologische 
Abbiidung einer Teilmenge von R (des Definitionsbereiches von 7) auf eine 
Teilmenge von S (den Bildbereich von 7) bezeichnet**). 

Definition: Die topologischen Abbildungen 7, und 7, sollen um P, Q dqui- 
valent heiBen, wenn gilt: 

1.7,(P) und 7,(P) sind erklart, und es ist 7,(P) = 7,(P). 

2. T, ist um P mit 7, aquivalent im Sinne von § 1 Nr. 4. 

Die topologischen Abbildungen, welche P in Q iiberfiihren, zerfallen in 
Klassen um P, Q iquivalenter Abbildungen. Eine derartige Kiasse soll eine 
Ortsuniformisierende um P, Q hei®en**). Ortsuniformisierende werden mit &, 
T,, Z,.-.- bezeichnet. Liegt P im Definitionsbereich der topologischen Ab- 
bildung 7. so definiert T um P, T(P) eine Ortsuniformisierende, die mit 
7/P bezeichnet werden soll. 

T, und 7, seien Repriisentanten der Ortsuniformisierenden I um P, Q. 
Dann gibt es eine Umgebung U von P, in welcher 7, und T, iibereinstimmen. 
Wegen der Stetigkeit von 77* und von 77" gibt es eine Umgebung V von Q, 
sodaB T-*(V) C U und TT*(V) C U. Hieraus folgt,daB T>* und TZ" in V 
iibereinstimmen, also in Q aquivalent sind. Daher gilt: Ist 7 Reprasentant 
der Ortsuniformisierenden £ um P, Q, so ist die von T—' um Q, P erzeugte 
Ortsuniformisierende unabhangig von der Wahl von 7 als Repriisentant von 
fT und kann mit T— bezeichnet werden. 


*1) Diese Teilmengen sind natiirlich als Relativraume aufzufassen. 

*2) Man brauchte eigentlich nur von einer Ortsuniformisierenden um P zu spre- 
chen. Es ist jedoch fiir spatere Formulierungen bequemer, auch den Bildpunkt Q 
zu erwahnen. 
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Die Reprasentanten einer Ortsuniformisierenden T um P, Q haben um P 
-Aquivalente Definitionsbereiche und um Q Aquivalente Bildbereiche. Die zu- 
gehérigen lokalen Mengen heiBen der Definitionsbereich bzw. der Bildbereich 
von &. Der Definitionsbereich von & ist der Bildbereich von I~ und um- 
gekehrt. 


3. Ortsuniformisierende als Isomorphismen. R sei ein topologischer Raum, 
P € Runda € Sp (§ 1 Nr. 3). Dann bildet die Menge der lokalen Teilmengen 
von a einen relativen topologischen Verband &,(a), wenn man als Vereinigung 
und Durchschnitt zweier Elemente von &%,(a) ihre Vereinigung bzw. ihren 
Durchschnitt in 8, nimmt und als Komplement bzw. abgeschlossene Hiille 
des Elementes c € &, (a) das relative Komplement a -\c’ bzw. die relative 
abgeschlossene Hille a \G 


Satz: T, und 7, seien um P, Q dquivalente topologische Abbildungen. Es 
sei Q = 7,(P) = T,(P). C, und C, seien um P dquivalente Mengen. Dann ist 
T,(C,) zu T,(C,) um Q aquivalent. 

Beweis: Es gibt eine Umgebung U von P, so daB C, U = C, U, und daB.T, 
und 7, fiir die in U gelegenen Punkte ihrer Definitionsbereiche iibereinstimmen. 
Es gibt wegen der Stetigkeit von T[* und von T;* eine Umgebung V von Q, 
so daB T7*(V) C U und T>*(V) C U. Man verifiziert leicht, dab 7,(C,) V 
= T,(C,) V, womit die behauptete Aquivaienz bewiesen ist. — 


Liegt P im Definitionsbereich der topologischen Abbildung T, so zeigt der 
soeben bewiesene Satz, daB durch 
C/P — T(C)/T(P) 


eine eindeutige Abbildung gegeben ist, bei der die rechts stehende lokale Menge 
um 7(P) nur von C/P und 7/P abhangt, also mit (7/P) (C/P) bezeichnet 
werden kann: 


(1) (7/P)(C/P) = T(CH™(P). 
Man hat auf diese Weise eine Abbildung 
(2) C/P — (T/P) (C/P) 


der lokalen Mengen um P auf gewisse lokale Mengen um Q. Nimmt man nur 
solche Mengen um P, die im Definitionsbereich von: 7/P enthalten sind, und 
wahlt man fiir diese lokalen Mengen Reprasentanten C, C,, C,, die im Defini- 
tionsbereicb von T liegen, so zeigen die Formeln: 


a) (Cy U C)/P > TIC, CYIQ = (TIC) UY T(C)/Q. 
b) (Cy 0 C)/P + TIC, NCQ = (TIC) A T(C,)/Q, 
c) C'/P—+ T (CQ = (T(C)Y/Q, 


d) C/P+T(C\/Q = TCH 
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(bei c) und d) sind die Komplemente bzw. abgeschlossenen Hiillen relativ zum 
Definitionsbereich und Bildbereich von 7 zu nehmen), daB die Abbildung (2) 
ein Homomorphismus ist. 

Man sieht sofort, daB die Abbildung (2) sogar ein Jsomorphismus ist zwischen 
den lokalen Teilmengen des Definitionsbereichs von 7/P und des Bildbereiches 
von 7/P, dessen Umkehrung geliefert wird durch: 


(3) D/Q — T~ (D)/T— (Q). 

Zusammenfassend gilt der 

Satz: Eine Ortsuniformierende T um P, Y mit dem Definitionsbereich a und 
dem Bildbereich 6 148t sich deuten als Abbildung c — Z(c) der lokalen Teil- 
mengen von a, und gibt als solche einen Isomorphismus zwischen den topo- 
logischen Verbanden & p (a) und &q (6). 

4. Stimmt der Bildbereich der Ortsuniformisierenden I, mit dem Defini- 
tionsbereich von &, iiberein, so 14Bt sich leicht durch Einsetzung von Repra- 
sentanten ineinander die Ortsuniformisierende £,(X,) oder kurz T,T, er- 
klaren, die den Definitionsbereich von fT, auf den Bildbereich von T, abbildet. 
Es gilt 

(2, %,)* = £1 I, sowie T, (I, T,) = (I, T,) T; = TF, I, I. 

Ebenso 148t sich f (£) erklaren, fails der Definitionsbereich der lokalen Funk- 
tion f mit dem Bildbereich der Ortsuniformisierenden & iibereinstimmt. 

Eine lokale Funktion f hei®t Teilfunktion der lokalen Funktion g, wenn gilt: 

1. q besitzt einen Reprasentanten g mit dem Definitionsbereich B und f 
einen Reprasentanten f mit dem Definitionsbereich A. A C B. 

2. f stimmt auf A mit g iiberein. 

Analog erklart man die Redeweise: TZ, ist Teil-Ortsuniformisierende von T,. 

5. In dieser Nr. tritt speziell der R,, an die Stelle der bisher zugrunde ge- 
legten allgemeinen topologischen Raume. 

Definition: Die Ortsuniformisierende T um P, Q (P,Q € R,,) mit dem Defi- 
nitionsbereich a und dem Bildbereich b heiBt reguldr, wenn a und b Algebroide 
sind und wenn gilt: 

a) Ist f regular, und hat f den Definitionsbereich b, so ist {(X) regular, 

b) ist g regular, und hat g den Definitionsbereich a, so ist g(Z—*) regular. 
Hierbei hei&t eine um P lokale Funktion f, deren Definitionsbereich in R,/P 
enthalten ist, reguldr, wenn sie Teilfunktion (Nr. 4) einer regularen lokalen 
Funktion (§ 2 Nr. 2) ist. 

Mit & ist natiirlich auch T— regular. 

Satz: Ist E eine regulére Ortsuniformisierende um P, Q mit dem Definitions- 
bereich a und dem Bildbereich 6, und ist ¢ C a ein Algebroid, so ist auch &(c) 
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ein Algebroid. & bildet also die Algebroide von & ,(a) auf die Algebroide von 
Bo (b) ab. — Wegen dieser Eigenschaft soll der durch { bewirkte Isomorphis- 
mus zwischen & ,(a) und Bo (b) ein reguldrer Isomorphismus heiBen. 


Beweis: ¢ mége die gemeinsame Nullstellenmenge der lokalen Funktionen 
jf; um P sein. Da Z regular ist, sind auch die fj (I) regular, d. h. Teilfunktionen 
gewisser lokaler regulirer Funktionen §; mit dem Definitionsbereich R,,/Q. 
Ist 6 gemeinsame Nullstellenmenge der lokalen Funktionen g, in Q, so sieht 
man leicht, daB die lokale Menge &(c) gemeinsame Nullstellenmenge aller 
Funktionen §;, g, ist. Also ist E(c) ein Algebroid. 

‘Beachtet man, daB jede regulare Funktion in P Teilfunktion einer regularen 
Funktion in P mit dem Definitionsbereich R,,/P ist, so gewinnt man leicht den 


Satz: Ist E eine Teil-Ortsuniformisierende einer regularen Ortsuniformisieren- 
den &, und ist der Definitionsbereich von & ein Algebroid, so ist auch £ eine 
regulire Ortsuniformisierende. 


§ 6. Riemannsche Bereiche. 


1. Ein Riemannscher Bereich ist eine Verallgemeinerung der gewohnlichen 
zweidimensionalen Rremannschen Flache auf héhere Dimensionszahl. Ent- 
scheidend ist - wie bei der Weyischen Erklarung der Rremannschen Flache - 
die Verwendung von Ortsuniformisierenden, allerdings in dem gegeniiber 
Wer  erweiterten Sinne von §5. Es wird gezeigt, daB gewisse Teilmengen 
eines Riemannschen Bereiches, die ,,algebroiden Mannigfaltigkeiten“, zu 
denen die analytischen Mannigfaltigkeiten (§7) gehéren, selbst wieder 
Riemannsche Bereiche sind (Transitivitatspostulat). Die Ortsuniformisieren- 
den erméglichen die Definition von regularen Funktionen und Algebroiden 
in einem Riemannschen Bereich. Der gréBeren Klarheit wegen sollen daher 
die bisher allein aufgetretenen Algebroide um Punkte des R,, euklidische 
Algebroide genannt werden. 


2. Definition der Riemannschen Bereiche: R hei8t ein Riemannscher Bereich, 
wenn die folgenden Forderungen erfiillt sind: 

(A) R ist ein topologischer Raum mit abzaéhibarer Basis. 

(B). Jedem Punkt P € R ist eine Ortsuniformierende £, zugeordnet, deren 
Definitionsbereich ein euklidisches Algebroid ap ist, und deren Bildbereich 
mit R/P ibereinstimmt. 

(C) Zu jedem Reprasentanten 7, von Zp gibt es eine Umgebung U, von P, 
so daB fiir jeden Punkt Q € U, gilt: Tp" (Q) ist erklart, und die Ortsuni- 
formierende (7p'/Q) Zq ist regular. - Eine Umgebung Up dieser Art 
soll eine reguldre Umgebung von P fiir Tp heiBen. 
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Bemerkungen : 
a) Die Forderung der abzadhlbaren Basis ist notwendig fiir die Giiltigkeit des 
Zerlegungssatzes (§ 7 Nr. 4). 
b) Wenn das Transitivitatspostulat giiltig sein soll, darf man nicht verlangen, 
da8 R zusammenhangt, noch, daB alle a, gleichdimensional sein sollen. 
c) Forderung (C) stellt eine Verbindung her zwischen Ortsuniformisierenden 
in verschiedenen Punkten, aus welcher z. B. gefolgert werden kann, daB 
eine in einem Punkt P € RA regulare Funktion auch in einer Umgebung 
von P regular ist (Nr. 3). Weitere Anwendungen von (C) in § 7. 
Beispiele fiir Riemannsche Bereiche: 
a) Der offene und der projektive abgeschlossene R,. 
b) Jede offene Teilmenge eines Riemannschen Bereiches. 


ec) Jede algebroide Mannigfaltigkeit in einem Rremannschen Bereiche 
(Nr. 4). 


3. Reguldre Funktionen und Algebroide. Mit Hilfe der Ortsuniformisierenden 
Tp laBt sich der Begriff der um den Punkt P € R reguliren lokalen Funktion 
einfihren. Die Nullstellenmengen solcher Funktionen liefern die Algebroide 
um P, analog der Definition der euklidischen Algebroide (§ 2 Nr. 2). 

Definition: Die lokale Funktion f im Punkt P eines Rremannschen Bereiches 
It heiBt reguldr, wenn R/P der Definitionsbereich von f ist, und wenn f(Z >) 
regulir ist ($5 Nr. 5). Die lokale Menge a um P ER heiBt ein Algebroid, 
wenn sie gemeinsame Nullstellenmenge endlich vieler um P regulirer lokaler 
Funktionen ist. 

Auf Grund dieser Definition gelten die Aussagen a) und b) aus § 5 Nr. 5 fiir 
die Ortsuniformisierenden Ip. Man kann daher in Erweiterung der dort ge- 
gebenen Definition auch {,, als eine reguldre Ortsuniformisierende bezeichnen. 
Es gilt wie in § 5 der 

Satz: Ist P der Ort von ap, so ist der durch T, zwischen ¥, (ap) und Bp 
induzierte lsomorphismus regular, d. h. er bildet die in a, enthaltenen eukli- 
dischen Algebroide umkehrbar eindeutig ab auf die Algebroide in P. 

Dieser Satz zeigt zugleich. daB zur Definition der Algebroide um einen Punkt 
P eines Riemannschen Bereiches R nicht der Umweg iiber die um P regu- 
liiren Funktionen nétig gewesen wire. 


Definition: Eine Funktion f, deren Definitionsbereich cine Teilmenge eines 
Riemannschen Bereiches # ist, hei®t um P € FR reguldr, wenn die lokale 
Funktion //P reguliir ist. 


Satz: Ist f um P regular, so gibt es eine Umgebung U von- P, so da f um 
jeden Punkt von U regular ist®). 


33) Diese Behauptung ist nicht trivial, da die Regularitat von f in verschiedenen 
Punkten mit Hilfe von verschiedenen Ortsuniformisierenden definiert ist. 
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Beweis: Up sei eine regulare Umgebung (Nr. 1 (C)) von P fiir den Reprasen- 
tanten 7, von Tp. Es sei P = T,(P). f(T >p) ist in P regular. Es folgt die 
Existenz einer Umgebung V von P, so daB fiir jedes P*, welches in V und im 
Definitionsbereich von T; liegt, die lokale Funktion f (7,)/P* regular ist. 

U sei eine in Up enthaltene Umgebung von P, so daB T5*(U) C V. Ein 
solches U erfiillt die Forderungen des zu beweisenden Satzes: Sei @ € U 
und Q = T,(Q). Da die lokale Funktion f(7,)/Q und die Ortsuniformierende 
(Tp*/Q) Xp regular sind, so ist auch die lokale Funktion 


(f( Tp)/@) (Tp*/Q) Tq = (f/Q) (1 p/) (Tp*/Q) Tp = ({/Q) Ty 
regular. Also ist f in Q regular. 

4. Algebroide Mannigfaltigkeiten als Riemannsche Bereiche. 

Definition: Sei R ein Rremannscher Bereich. Die Teilmenge S C R heift eine 
algebroide Mannigfaltigkeit in R, wenn S/P ein Algebroid ist fiir jedes P € S%4). 

Satz: Eine algebroide Mannigfaltigkeit S in einem Riemannschen Bereich 
R ist selbst ein Rremannscher Bereich, wenn man S als Relativraum von R 
betrachtet und jedem Punkt P € S die Teil-Ortsuniformisierende {p von Tp 
mit dem Bildbereich S/P zuordnet. 

Beweis: 

a) S ist offenbar ein topologischer Raum mit abzahlbarer Basis. 

\) Der Definitionsbereich von £, ist ein Algebroid. 

c) Tpsei ein Reprasentant von Tp. Dann gibt es einen Reprasentanten 7, 
von &p und eine Umgebung V von P, so daB 75" und 75° in allen Punkten 
von VS erklart sind, und zwar iibereinstimmend. U, sei eine regulare Um- 
gebung von P fiir T, in R. Dann ist UpVS eine regulare Umgebung von -P 
fiir 7, in S. Denn fiir Q € UpVS ist (Tp */Q) Tp nach Voraussetzung regular, 
also ist auch die Teil-Ortsuniformisierende (75*/Q) Ig regular, w. z. b. w. 


§ 7. Analytische Mannigfaltigkeiten in Riemannschen Bereichen. 


1. Die analytischen Mannigialtigkeiten sind Teilmengen eines RiEMANN- 
schen Bereiches und werden ebenso definiert wie die analytischen Mannig- 
faltigkeiten in einer offenen Teilmenge des R, (§3 Nr. 2). Alle Definitionen 
und Siatze iiber irreduzible analytische Mannigfaltigkeiten, so wie sie in § 3 
und § 4 gegeben sind, lassen sich iibertragen auf die irreduziblen analytischen 
Mannigfaltigkeiten eines beliebigen Riemannschen Bereiches R. Man muB8 
hierzu lediglich die Giiltigkeit einiger grundlegender Ausgangssatze sichern, 
und das soll in diesem Paragraphen geschehen. 








34) Im Unterschied zur Definition der analytischen Mannigfaltigkeiten wird die 
Algebroidizitat von $/P nur fir die Punkte P von S verlangt. 
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Die Ausgangssatze, um deren Beweis es sich handelt, lassen sich in folgende 
Gruppen aufteilen: 
(a) Satze iiber das Verhalten der lokalen Mengen und Algebroide um einen 

Punkt P eines Rremannschen Bereiches. Siehe Nr. 2. 

(b) Fiir eine vorgegebene Menge A C AR bilden die Punkte P, fiir die A/P 

ein Algebroid ist, eine offene Menge. Siehe Nr. 3. 
(c) Der Satz von der wesentlichen Umgebung (vgl. §3 Nr. 3). Siehe Nr. 4. 
(d) R besitzt eine abzthlbare Basis. Dies wurde in § 6 Nr. 2 (A) explizit ge- 

fordert. 


Die Giiltigkeit der bei'den Uberlegungen von §3 und § 4 vorkommenden 
Satze, in denen der Dimensionsbegriff auftritt, ist durch die lokale topo- 
logische Abbildbarkeit der Algebroide auf euklidische Algebroide ohne weiteres 
garantiert. 


R ist in diesem Paragraphen ein fester Riemannscher Bereich; P, Q sind 
stets Punkte aus RA. 


2. Lokale Mengen und Algebroide um P. Als erstes mu8 man die Giiltigkeit 
der in den §§ 3 und 4 verwendeten Rechenregeln fiir die lokalen Mengen und 
die Algebroide um einen Punkt P € R sichern. P sei der Ort von ap. Bereits 
in §6 Nr. 3-wurde gezeigt, daB T, einen regularen Isomorphismus zwischen 
den topologischen Verbanden 8, (ap) und %> induziert. Es folgt der 

Satz: P sei ein beliebiger Punkt von R. Dann ist Bp ein topologischer 
Boo.escher Verband. Die Algebroide aus @psind abgeséhlossen**) und bilden 
einen distributiven Verband U, mit absteigender Kettenbedingung. Daher 
ist jedes Algebroid aus MU, eindeutig als unverkiirzbare Vereinigung endlich 
vieler irreduzibler Algebroide aus U, darstellbar. Fiir die Algebroide aus A, 
gilt die Verallgemeinerung des Rittschen Lemmas (§ 2 Nr. 4). 


3. Satz: Ist AC R, P € Rund A/P ein Algebroid,so gibt es eine Umgebung 
U von P, so daB fiir jedes @Q € U auch A/Q ein Algebroid ist. 

Diese fiir den A, triviale Behauptung bedarf fiir R eines Beweises. Der Satz 
folgt aus den Uberlegungen iiber regulare Funktionen (§ 6 Nr. 3, insbesondere 
der letzte Satz). Da man jedoch die Algebroide unabhangig von den regularen 
Funktionen einfacher definieren kann als die £,(a), wobei a die euklidischen 
Teilalgebroide von ap durchlauft, so soll fiir den vorliegenden Satz ein direkter 


Beweis gegeben werden, der nicht den Begriff der regularen Funktion ver- 
wendet. 


a) Tp sei ein Reprasentant von T, und U;, eine regulare Umgebung von 


P fiir Tp (§ 6 Nr. 2 (C)). Es geniigt, den Satz zu beweisen fiir eine zu A um P 
aquivalente Menge B, welche im Bildbereich von 7’, liegt. Setzt man P = 


%) d.h.a=—a. 
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TAP), B = T p(B), so ist B/P ein euklidisches Algebroid. Also ist auch B/P* 
ein euklidisches Algebroid, solange P* in einer gewissen Umgebung V von P 
liegt. Es gibt eine Umgebung U C Up von P, so daB T>'(U) C V. 

b) Es soll gezeigt werden, da® B/Q ein Algebroid ist fiir alle Q € U. Es sei 
Q = Tp(Q). Wegen Q EV ist B/Q ein euklidisches Algebroid, also auch 
Tp" (T p/Q) (B/Q@) wegen Forderung (C). Durch Ubertragung dieses euklidi- 
schen Algebroids mitte!s £, auf den Riemannschen Bereich R erhalt man das 
Algebroid 


Eq Ty*(T p/Q) (B/Q) = (7 p/Q) (B/Q) = Tp(B)/Tp(Q) = BQ. 


4. Es bleibt noch der Satz von der wesentlichen Umgebung (§ 3 Nr. 3) auf 
den Rremannschen Bereich R zu iibertragen. Man kénnte den Beweis fiir diesen 
Satz unter Verwendung der Forderung (C) in ahnlicher Weise fiihren, wie der 
Beweis fiir den R, geliefert wurde. Man kommt jedoch wesentlich schneller 
zum Ziel, wenn man sich auf die bereits erwiesene Giiltigkeit des Satzes fiir die 
offenen Teilmengen des R,, stiitzt. 

Satz von der wesentlichen Umgebung: Ist P € R, A C R und A/P ein Al- 
gebroid, so gibt es eine Umgebung U von P, so daB aus A/P C M/P folgt: 
AU C MU fir jede analytische Mannigfaltigkeit M von R. U heiBt eine 
wesentliche Umgebung von P fiir A. 

Beweis: 

a) Tp sei ein Reprasentant von T, und U, eine regulare Umgebung von 
P fiir Tp. Es geniigt, den Satz zu beweisen fiir eine zu A in P Aquivalente 
Menge B, welche im Bildbereich von 7’, liegt. Setzt man P = T,(P), B = 
T ,(B), Up = T p(Up), 808ind B/P und U,/P euklidische Algebroide™). Es gibt 
daher eine Umgebung V von P, so daB U,V in V abgeschlossen ist, und daB 
Tp(V) C Up. U, sei eine wesentliche Umgebung von P fiir BV im Raume V 
(Existenzbeweis in §3 Nr. 3). Es gibt eine Umgebung U C U, von P, so 
daB TZ'(U) C Uy. 

b) Es soli bewiesen werden, daB U eine wesentliche Umgebung von P fiir 
B ist. Sei also M eine analytische Mannigfaltigkeit in R, B/P C M/P und 
Q € BU. Es ist zu zeigen, daB Q in M liegt. In c) wird bewiesen, dab M, = 
VT>1(M)eine analytische Mannigfaltigkeit des Raumes V ist. Da B/P C M,/P, 
so folgt aus dem Satz von der wesentlichen Umgebung, angewandt auf P, 
BV und M, im Raume V, daB BU, C M,U,. Q = Tp" (Q) liegt in BU,, 
also in M,. Daher ist Q Element von M, w. z. b. w. 

c) Es bleibt zu beweisen, daB ™, eine analytische Mannigfaltigkeit in V ist, 
d.h., daB M,/P* ein euklidisches Algebroid ist fir jedes P* € V. Da UpV 


3¢) up ist natirlich i. a. keine Umgebung von P. 
Mathematische Annalen. 120. 36 
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in V abgeschlossen ist, braucht nur der Fall P* € U, betrachtet zu werden 
Dann gibt es ein P* € Up, so dab P* = T, (P*). Es ist 


M,/P* = (T5"/P*) (M/P*) = (Tp'/P*) Tp Tpe (M/P*). 


Tp. (M/P*) ist ein euklidisches Algebroid, da M/P* ein Algebroid ist. Aus 
der Regularitat von (7p7/P*) Tp. folgt, daB auch M,/P* ein euklidisches 
Algebroid ist. 


5. Die in Nr. 2 bis Nr. 4 bewiesenen Satze liefern die Grundlage fiir die Ent- 
wicklungen von §3 und §4. Insbesondere folgt der 

Satz: Jede analytiscie Mannigfaltigkeit eines Rizmannschen Bereiches 
R ist eindeutig darstellbar als eine unverkiirzbare Vereinigung von endlich 
oder abzahlbar vielen irreduziblen analytischen Mannigfaltigkeiten aus R. 


(Eingegangen am 25. 10. 1947.) 





Uber Invarianten in Lie’schen Ringen. 


Von 
Franz WEVER in Gotting>n. 


Einleitung. 


Ein Ligscher Ring ist ein Modul, zwischen dessen Elementen p, oc, t... 
eine durch eckige Klammern gekennzeichnete distributive Multiplikation de- 
finiert ist. Es gilt das antikommutative Gesetz 


(4) [e.o) + [op] =: 0 
und an Stelle des assoziativen Gesetzes die Jaxonridentitat 
(2) [le o}z} + [[ox] e] + [Ix p]o] = 0. 


Aus (1) folgt sofort 
[e'p)] = 0. 


Die hier betrachteten Lizschen Ringe seien freie Ringe, zwischen ihren Ele- 
menten sollen also nur solche Beziehungen bestehen, die aus den Rechengesetzen 
folgen. Der Kérper der rationalen Zahlen midge in allen Fallen zulassiger Ope- 
ratorenbereich sein. Ein freier Liescher Ring A ist dann eindeutig durch die 
Angabe von freien Erzeugenden &, y,... bestimmt und besteht aus allen 
Polynomen, die sich formal in diesen Erzeugenden bilden lassen. Ist jetzt 
@ eine Gruppe mit den Erzeugenden a, b, . . ., so besteheni in @ gewisser- 
maBen zwei Operationen, namlich neben der Gruppenmultiplikation noch die 
Kommutatorbildung aba b—', abgekiirzt [a,b]. Beziehungen zwischen diesen 
beiden Operationen lassen sich nach Macnus [4] in einem Ligeschen Ring A 
aufdecken, dessen Addition der Gruppenmultiplikation und dessen Multi- 
plikation der Kommutatorbildung entspricht. 

Die Zuordnung eines Ligschen Ringes zur Gruppe © 1é8t sich in jedem Fall 
wie folgt durchfiihren. Es sei § die freie Gruppe aus den Erzeugenden a, }, .. ., 
in der die Gruppe @ als Faktorgruppe nach einem Normalteiler ® enthalten 
ist, und dazu R ein freier Ring mit Einselement und den assoziativen Erzeu- 
genden z, y,.... Zu jedem Wort W (a, b, .. .) aus § gehért ein Polynom in 
R vermége der Beziehungen 


a=i+z2z, b=1+y, 


at = 1—s#+ 2—+..., 5,5... 
36* 
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Wir schreiben 
W (a,b,...) = 14+4,,(z,y,--) + 4n4:(Z,y,---) tes, 


indem wir in dem Polynom auf der rechten Seite alle Glieder gleicher Dimen- 
sion, d. h. gleichen Grades in den z, y,... zusammenfassen. Das erste nicht 
identisch verschwindende Glied d,,(z, y,...) enthalt alle Produkte der Di- 
mension m. Glieder kleinerer Dimension mégen nicht auftreten. Zu jedem 
Wort W gehért eindeutig ein homogenes Polynom d,, als Anfangsglied. 
Macunus hat nun bewiesen, daB der Grad m genau die.erste Gruppe der ab- 
steigenden Zentralreihe bezeichnet, in der W enthalten ist. So ist zum Beispiel 


abatb* =1+(ry—ya2z)+---, 


und das Anfangsglied hat die Dimension m = 2. Die Polynome d,, kénnen 
nicht beliebige Polynome aus R sein. Es sei jetzt A ein Ligscher Ring, dessen 
Erzeugende &,», ... den Erzeugenden von A zugeordnet sein sollen 


rE, y—n,---, 


weiterhin entspreche der Summe in R die Summe in A und, falls f +, g — , 
so entspreche fg —gf—[ J, also der Kommutatorbildung in FR das Pro- 
dukt in A. R wird dadurch zu einem Darstellungsring des Lieschen Ringes A, 
aber nur ein Teil der Polynome aus A tritt dabei als Bild eines Elementes aus 
A auf. Es zeigt sich, daB gerade diejenigen Polynome, die als Anfangsglied 
d,, eines Wortes W erscheinen, zur Darstellung von A in R gehéren. Damit 
ist eine Beziehung zwischen der freien Gruppe $§ und dem freien Lreschen 
Ring A hergestellt. Fiir genauere Angaben vergleiche [1, 2]. 

Nrevsen [3] hat die Automorphismen der freien Gruppe untersucht und 
speziell fiir eine freie Gruppe % mit nur zwei Erzeugenden a und } bewiesen, 
daB der Kommutator a b a~! 5— eine gruppentheoretische Invariante ist. Dies 
bedeutet folgendes: Sind 


a = "1b"... a* bd”, 


B = a*ib":... ab” 


zwei ,,primitive Elemente“, d. h. zwei Elemente, die die Gruppe % ebenfalls 
erzeugen, so ist 


Bats = Mab atb)P, 


worin I’ noch ein beliebiges Element aus % sein kann. Dawit « und @ zwei 
primitive Elemente sein kénnen, miissen notwendig a und 6 durch sie auszu- 
driicken sein, die Determinante 
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\Du, dv 
av’, dv 

muB dann aber den Wert + 1 haben. 
Zu % werde nun der Ligsche Ring A mit den beiden Erzeugenden — und 
in der beschriebenen Weise hinzugenommen. Dem Ubergang zu den beiden 
Erzeugenden « und 8 in % wird dann im Ligschen Ring A durch eine unimo- 


dulare Substitution der — und 7 entsprochen. Das NiELsENsche Ergebnis for- 
dert dann, da8 im zugeordneten Lieschen Ring 


+ [Ey] = &'n') 


ist, also diese Form allen linearen Substitutionen gegeniiber invariant bleibt, 
-eine Tatsache, die unabhangig von irgendeiner Zuordnung im Lreschen Ring 
selbst unmittelhar aus den Rechengesetzen folgt. 

Die Frage, ob es derartige gruppentheoretische Invarianten in freien Gruppen 
mit drei und mehr Erzeugeriden gibt rid ob Kommutatoren héherer Ordnung 
mit dieser Eigenschaft existieren, fordert als notwendige, noch nicht hin- 
reichende Bedingung das Bestehen entsprechender Invarianten in den zugehé- 
rigen Ligschen Ringen. 

Die folgende Untersuchung behandelt das von diesen gruppentheoretischen 
Betrachtungen unabhangige Problem, die Anzahl aller Invarianten einer ge- 
gebenen Dimension bei vorgeschriebener Anzahl] der Erzeugenden zu berech- 
nen und gibt einige Aussagen iiber die Gestalt solcher Iuvarianten. 





I. Zur Darstellung des, freien Lie’schen Ringes 
in einem assoziativen Ring. 


§ 1. Macnus [1, 2]. und Wirr [4] haben gezeigt, daB jeder freie Lizsche 
Ring A mit den freien Erzeugenden &, 7, ... in einem assoziativen Ring R 
mit den nichtkommutativen freien Erzeugenden 2, y, ... dargestellt werden 
kann. Das einem Element » aus A zugeordnete Element aus R werde mit 


bezeichnet und heiBe Wert von g in R. Dann ist die folgende Zuordnung zu 
treffen 


E= 2, = y,.-- 


der Summe in A entspreche die Summe in R, und wenn 9 =f, > =g, 80 
gelte fiir das Produkt 


fe }] = /e—ef =[fel. 


Die Schreibweise in eckiger Klammer ganz rechts soll gelegentlich als Abkir- 
zung benutzt werden. Diese Darstellung ist treu, jedem Element aus A ent- 
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spricht genau ein Polynom in A, und in R verschwinden nur solche Bild- 
elemente, deren Urbilder in A schon identisch Null sind. 

Ein Liesches Produkt, dessen samtliche Klammern die ersten beiden linken 
Variablen umschlieBen, heiBe linksnormiert. Nach Grin (siehe Macnus [1]) 
kann nun jedes derartige Produkt durch einen Operator w,, in R entwickelt 
werden. Es ist 





(3) [...[pa]t] ...]9] = a,, {r, 5%... ,,}. 
Hierbei sind die Variablen r, s, t ... in der vorgegebenen Reihenfolge hin- 
geschrieben und mit einem Index v = 1, 2, ..., m versehen, der ihre Stellung 


in dem Produkt angibt. m ist die Anzahl] der Variablen und heiBe im folgenden 
stets die Dimension des Produktes. Auf diese Indizes werden nun alle Permu- 
tationen des Operators w,, angewandt und summiert tiber diese Anordnungen. 
Hierbei ist 

(4) @, = (1—r,,) (1 —2,,_,) --- (1 —r) 


ein Element des Gruppenringes der symmetrischen Gruppe. 1 bedeutet die 
Identitat und x, ist die Permutation 


123...k—1 kk+4...m 
234... & 2k&+4... ml’ 


Nach Anwendung dieses Operators werden die Variablen in den einzelnen 
Summanden nach ihren neuen Indizes geordnet, die Indizes selbst dann wieder 
fortgelassen. 

Der so im Ring R definierte Operator w kann auch auf Variablen aus dem 
Lieschen Ring A angewandt werden. Es gilt der 
Satz 1: 

Es sei @ ein beliebiges Element aus dem Lisschen Ring und p, o, t,..., 
mehrere seiner Erzeugenden, unter denen auch gleiche auftreten diirfen, so ist 


(5) [{e) [-- -Leol+)--- $]] = on; [- - «Lp pr oa) ty - - - Pn] 


wobei der Operator w,, , nur auf die mit Index versehenen Variablen anzuwenden 
ist. Ist speziell @ linksnormiert, so bedeutet dies: Das Produkt zweier linksnor- 
mierter Formen wird durch Anwendung des Operators w auf eine von ihnen in 
eine Summe linksnormierter Formen zerlegt. 


Zum Beweise sei zunachst die Jakostidentitat in die Gestalt 


(6) [ele o]] = [Ie elo] —[Ie ole] 


gebracht, womit fiir den Fall m = 3 bereits alles bewiesen ist. Die rechte 
Seite der behaupteten Gleichung heiBbt explizit 
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[.-- fp plo]r... 9] 
—[:..[pole}r... 9] 
—[...fet] plo... 9] 
+[...fetle]p... 9]. 


Es sind dies insgesamt 2"—* Formen, die sich so ordnen lassen, daB je zwei 
von ihnen mit verschiedenem Vorzeichen sich nur in der Stellung von p und ¢ 
unterscheiden, in der Stellung aller anderen Variablen aber iibereinstimmen. 
Da auBerdem p und o stets benachbart sind, lassen sich diese Paare nach dei 
Rechenregel (6) zu einer Form zusammenfassen. Wird nun noch A, =([p 6] 
gesetzt, so bleiben 2"—* Formen 


[..-[p Ar... 9] 
—[...fp7]A,... 9). 


In diesen Formen sind jetzt A, und + stets benachbart. Es wird A, = [A, 7] 
gesetzt und erneut lassen sich je zwei geeignete Formen zu einer zusammenfas- 
sen. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, bis schlieBlich eine einzige Form 
[e A,,-s] iibrigbleibt, worin A, _, = [...[p o]t... 9%] ist. Das ist aber gerade 
die linke Seite der behaupteten Gleichung. Der Satz 4 liefert sofort das an sich 
schon lange bekannte Corrollar zu Satz 1: 

Jedes beliebige Liesche Produkt laéBt sich als Summe linksnormierter Pro- 
dukte darstellen. 

Es ist dazu nur notwendig, schrittweise, bei den inneren Klammern be- 
ginnend, die Produkte linksnormierter Teilprodukte mit der bewiesenen For- 
mel in eine Summe zu entwickeln. 


§ 2. Lizesche Formen gleicher Dimension, die in den Erzeugenden je gleichen 
Grad haben, sind im allgemeinen nicht linear unabhingig. Die Entwicklung 
aller Lieschen Produkte durch den Operator w gestattet es, diese Abhingig- 
keiten durch Identitéten im Gruppenring der symmetrischen Gruppe auszu- 
driicken. Die Grundrelationen (1) und (2) nehmen dann die Gestalt 


(7) Wg (1 + 7%) = (1 —7,) (1 +7) = 0 
und 
(8) Wg (1 + 5 +703) = (1 —req) (1 —7q) (1 +75 +73) = 0 


an; sie werden erginzt durch die weitere Beziehung 


(9) w, (1 +7, 25% +25 -+ xh x, 7) = 0. 
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Sie lautet im Lieschen Ring 


(9a) [[le}=]9] o [[{s¢) $=] + [[{=F]e]o] > [[[9+}o] e| = 0. 


Die Variablen sind dabei allen Permutationen der Kieinschen Vierergruppe 
unterworfen. 

Die Gleichungen im Gruppenring sind Identitadten, die unabhangig vom 
Anwendungsbereich des Operators w immer-erfiillt sind. 

Die beiden Gleichungen (7) und (8) lassen sich fiir beliebige Dimension 
erweitern und lauten dann 


(10) @,, (1+, @, 1) = 0 
und 
(11) Wen (1 + Ten Om—g + Tey Omg) = 9. 


Die erste Forme! ist der Inhalt des Satz 1, die zweite l4Bt sich aus der ersten 
ableiten, da w,, , = (1—7,,_;) @_—. und 7,7, 1 = 7,7, ist. Da ferner 
®,,% = —,, ist, verschwindet der Faktor x, zugleich mit dem negativen 
Vorzeichen. Weiter gilt noch der 

Hilfssat= 1: 

Die Summe aller linksnormierten Lizschen Produkte der Dimension m, sum- 
miert iiber alle m! Permutationen der Variablen, verschwindet identisch (m > 2). 
Die Summe der linksnormierten Lieschen, Produkte der Dimension m, summiert 
iiber die geraden Permutationen der Variablen, verschwindet identisch (m > 3). 

Der Satz gilt fiir Formen, die aus m verschiedenen Variablen bestehen und 
bleibt richtig, wenn unter den Variablen gleiche vorkommen. 

Zum Beweise der ersten Halfte dieses Satzes ist zu schreiben 


(12) (L +7) (1 +2, +78)-.-Atna,+---+2m) = 0. 


Diese Beziehung ist im Gruppenring identisch erfiillt, denn der letzte Faktor 
(1 —7,) von w,, zusammen mit der ersten Klammer ergibt Null. Jedes Element 
der symmetrischen Gruppe 1a6t sich als Produkt 

Ck a, =0,1,...,.k—1 
schreiben und erscheint bei Auflésung der Klammern genau einmal. Zum 
Beweise der zweiten Halfte des Satzes wird die Gleichung 
(13) 
©, (1 —7,) (1 + 25 + 209) (1 —x, +2? —x®)... (1+ (—A)™ "x, + ---) = 0 


zur Gleichung (12) addiert. In ihr e~scheint jedes Element der symmetrischen 
Gruppe wieder genau einmal, und zwar gerade Permutationen mit positivem 
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Vorzeichen, ungerade mit negativem. DaB® auch sie identisch Null ist, ergibt 
sich durch Vertauschung von ({—7,) und (1 -+7, + 7§), was sicher gestat- 
tet ist. Dann stoBen die Klammern (1 —z,) und (1 + 7, + 7%) aufeinander, 
deren Produkt wieder Null ist. 


§ 3. Es sei wieder A ein freier Liescher Ring und A der zugehdrige Dar- 
stellungsring. Es wurde gezeigt, wie zu jedem Elément aus A eindeutig sein 
Wert im Ringe R berechnet werden kann. Umgekehrt ist nun nicht jedes 
Polynom in R auch Bild eines Elementes aus A, sondern es sind dies nur 
solche, die gewisse Invarianzeigenschaften erfiillen, sie mégen Liesche Formen 
heiBen. Es entsteht also die Frage, wie entschieden werden kann, ob ein vor- 
gelegtes Polynom eine Liesche Form ist. Es gilt der Satz 2: 

Es sei F,,(x, y,...) eine homogene Form der Dimension m in den freien 
Erzeugenden x, y,... eines freien assoziativen Ringes R. Dann ist 


oF = F* 


eine Liesche Form, also Bild eines Elementes des freien Lisschen Ringes A, wenn 
dieser durch Zuordnung seiner Erzeugenden zu den Erzeugenden von R in R 
dargestellt wird. Durch den Operator w werden alle Lieschen Formen gebildet, 
ist ndmlich F,, bereits eine Liesche Form, so ist 


(14) o,, Ff, =m: F,,. 
Der Beweis des ersten Teiles ist durch die Erklarung des Operators w,, er- 


ledigt. Der zweite Teil ist aber aquivalent mit der Identitat 


oF, = M+ Om 
im Gruppenring der symmetrischen Gruppe, deren Richtigkeit durch voll- 
standige Induktion zu beweisen ist. Es ist fiir m = 2 


(1 —x,)* = 2 (1 —x,) 
und fiir m =3 


((4 —zx,) (1 —x,)?? = 3 (1 —x,) (1 —z,). 
Nach Induktionsvoraussetzung ist 


» = (m—1) m—i' 
und daraus folgt 
®mn Om—, = (1 —t,) (m —1)o,_, = (m—1)a,,. 
Dann ist 
(02, = Wp (1 —K_) O_— = (M — 1) Oy — OT Ons - 


Der Wert des Summanden —w,,7,,0,,_, ist nach Formel (10) gerade w,,, und 
damit ist alles bewiesen. 
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Der Satz 2 benutzt im Grunde genommen genau wie Sats 1 den Operator w 
wieder im Lieschen Ring A. Ist speziell 9 =[...[po]t...%] eine links- 
normierte Form in A, so bedeutet der Satz 2, dab 


(15) On? =m, 


wobei w,, auf die Variablen in @ anzuwenden ist. Dies soll noch einmal un- 
mittelbar im Ligeschen Ring A selbst bewiesen werden, wozu nur die JaKkost- 
identitit (2/6) und das antikommutative Gesetz (1) gebraucht werden. Explizit 
hingeschrieben hei®t die rechte Seite von (15) 


[..-[pa]z... 9] 
—[...[op)t... 9] 
—[..-[ep]o...9] 


+[...feejp...9].... 


In dieser Summe aus 2”—* Produkten sind die beiden ersten Glieder nach 
dem antikommutativen Gesetz gleich, die iibrigen lassen sich in der oben 
beschriebenen Weise wieder zu je zweien zusammenfassen und es ergibt sich 


2[...[A,t]... 9] 
—[...[e AJ... 9]..., 


wenn wieder A, fiir [pc] gesetzt wird. Auch in dieser Summe kann das zweite 
Glied zum ersten hinzugefiigt werden, die iibrigen kénnen wieder paarweise 
zusammengefaBt werden. Nach m —1 Schritten erscheint 


On Pm = m-A,,, 


wobei A,, = [...[po]7... 9] und dieses A,, ist jetzt mit 9 identisch, womit 
alles bewiesen ist. Nicht linksnormierte Produkte miissen vor der Anwendung 
des Operators w in eine, Summe linksnormierter zerlegt werden. 

SchlieBlich erhalt man noch das folgende Resultat: Wird als Koeffizienten- 
kérper des freien Lieschen Ringes A ein Kérper der Charakteristik Null 
gewahit, so folgen alle linearen Beziehungen zwischen linksnormierten Pro- 
dukten aus der Beziehung (15). Diese besagt namlich: Das m-fache eines 
linksnormierten Produktés der Dimension m kann durch linksnormverte Pro- 
aukte ausgedriickt werden. Schreibt man den Wert einer linksnormierten Form 
im assoziativen Ring R, ersetzt die assoziativen Erzeugenden von R durch 
die Erzeugenden des Lirschen Ringes, die assoziative Multiplikation durch 
Bildung linksnormierter Produkte, so erhalt man das m-fache der urspriing- 
lichen Form, also zum Beispiel 
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2m) =u) —f4), 
3 [Ext] = [Ewe] —[m ele] 
— [(CE)n) + ((em)€). 

Eine lineare Abhangigkeit zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen 
mu8 sich notwendig aus diesen Beziehungen ergeben, da alle solche Ab- 
hangigkeiten folgen, wenn man rechts die linksnormierten Lieschen Produkte 
durch assoziative Produkte ersetzt. Im Lreschen Ring bestehen aber sicher 
nicht weniger lineare Beziehungen als im zugeordneten assoziativen Ring. 

Der Ubergang von den assoziativen Erzeugenden von A zu den Erzeugenden 
des Lieschen Ringes A gestattet aber noch eine Anwendung. Es ist dadurch 
sofort méglich zu einer Ligschen Form in FR ihr Urbild in A zu berechnen. 
Es ergibt sich der 
Satz 3: 

Ist F,,(x, y,--.-) eine Ligsche Form im assoziativen Ring R, so bestimmt 
man dazu das Element @,, im Lieschen Ring A, dessen Bild in R die Form F,, 
ist, indem man die assoziativen Erzeugenden durch die Erzeugenden des Lik- 
schen Ringes ersetzt, alle Produkte in A linksnormiert hinschreibt und durch m 
dividiert. 

Mit dem Satz 2 ist in jedem Fall die Priifung méglich, ob ein vorgelegtes 
Polynom F,, eine Liesche Form ist, und nur dann, wenn F,, wirklich eine 
Liesche Form ist, darf der Satz 3 angewandt werden. Hat F,, nicht diese 
Eigenschaft, so fiihrt die Operation zu einem sinnlosen Ergebnis. Satz 3 ist 


im Prinzip dem Satz 2 dquivalent, im Gruppenring der symmetrischen Gruppe 
heiBt er 


ur 
~I 
— 


2 
Om 
—_ => Om: 


Der angegebene Weg, zu einem Element aus A seinen Wert in A zu berechnen, 


ist immer mdglich, aber nicht immer der kiirzeste. Soll zum Beispiel das Pro- 
dukt 


((E, Eo] (5&0) (Es &e) (E> Ee}]] 


im assoziativen Ring entwickelt werden, so schreibt man zweckmaBig zundchst 


(x, &g) (5 %)) ((%5 X—) (2, 75)) 

und iibt nun der Reihe nach alle Permutationen aus, die die Variablen inner- 
halb ihrer Klammern lassen, dann diejenigen Permutationen, die kleine Klam- 
mern innerhalb der groBen vertauschen und zum SchluB vertausche man in 
allen Ausdriicken noch die beiden groBen Klammern. Insgesamt sind 2’ Pro- 
dukte mit entsprechendem Vorzeichen hinzuschreiben. Sie entsprechen allen 
Permutationen einer zur Primzahl 2 gehérenden Sylowgruppe der symmetri- 
schen Gruppe achten Grades. 
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II. Neue Ableitung der Formeln von Witt und Brandt. 


§ 4. Es sei wieder A ein freier Liescher Ring mit den freien Erzeugenden 
ee (9 = 1,2,...4) und dem Kérper der rationalen Zahlen als Operatoren- 
bereich. Alle Formen der Dimension m bilden einen Teilmodul A,, mit einer 
endlichen Basis. Werden die Erzeugenden €, einer linearen Substitution 
unterworfen, dann wird A,, in sich transformiert. A,, wird dadurch zu einem 
Darstellungsmodul der allgemeinen linearen Gruppe GL (k). Diese Darstellung 
ist im allgemeinen nicht irreduzibel. Ist eine Matrix 


A = (4,) Se 5% FR | 
das allgemeine Element der GL,(k), so wird durch sie eine Darstellungsmatrix 


T(A) = (b,,) p= 1,2,...,4 


m 


induziert, die zur Transformation des Moduls A,, gehért. Die Koeffizienten 
von 7T(A) sind dabei lineare homogene Funktionen der a,; vom Grade m. 
Die Darstellung hei®e deswegen von m-ter Stufe. Die Darstellung erster Stufe 
wird dann durch die Matrix A selbst bewirkt. ),, ist der-Grad der Darstel- 
lung, also die Anzahl der linear unabhangigen Lieschen Formen der Dimen- 


sion m. Ubersichtliche Verhaltnisse ergeben sich, wenn A in Diagonalform 


gewahlt wird: 
A= “1. . 
= " 


mit der Spur s = a, + --.-+a,. Dann erscheint auch die Darstellungsmatrix 
T(A) in Diagonalform. Fiir unsere Zwecke geniigt es, den Charakter der 
Darstellung 7(A) zu kennen. ANGELINE Branpt [5] hat eine Formel ange- 
geben, mit der dieser Charakter aus der Spur von A hergeleitet werden kann. 
Es ist 


(16) Lm = 2 YT wld) (of +--+ +08)*. 
d/m 


Hierin ist iiber alle Teiler d von m zu summieren. p(d) ist die Mési1ussche 
Funktion und 


af+...taf 


ist die Spur der d-ten Potenz von A. Es soll gezeigt werden, daB diese Formel 
ganz abgeleitet werden kann aus einer Formel, die Witt [4] angegeben hat. 
Nach ihm ist 


m 
y a s" ez’. 
#s- lM haw 414 Hey 
1... oe 


du; d 


++ My 


(17) 
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die Anzahl der linear unabhangigen Produkte der Dimension m = p, +... 
+p, und dem Grade py, in den Erzeugenden &, (p = 1, 2,...k). Es wird 
summiert tiber alle Teiler d des gréBten gemeinsamen Teilers (4, .. . , (2). 
Wird jetzt wieder die Matrix A in Diagonalform zugrunde gelegt, so steuert 
ein Basiselement, das die Erzeugenden &, je y,-mal enthalt, zum Charakter 


gerade den Anteil af... af* bei. Der Charakter der Darstellung y,, ergibt 
sich dann zu 


(18) eee or 
Summiert ist iiber alle Kombinationen m = yp, + ...-+ p, und die Koeffi- 
zienten , sind einzeln nach der Wittschen Formel zu berechnen. Durch ele- 
mentare Umformung zeigt sich, daB die beiden Gleichungen (16) und (18) 
identisch sind. 

Die Formel (16) von Branpt kann noch dazu benutzt werden, um eine 
Formel fiir die Anzahl Mg: », der irreduziblen Darstellungsmoduln der 


Dimension m zu einer vorgegebenen Zerlegung m = wy + ug +--+ + py mit 
yy > Uy > --- > wy > O herzuleiten. Es ist 


sdk cael 
Veg... mn > (a) a 
d/m 


Darin bedeutet ne shh », den Charakter einer Permutation in der sym- 


metrischen Gruppe 6,,, die in + Zyklen der Lange d zerfallt, und zwar in der 


zur Zerlegung , ... u, gehdrenden Darstellung. Zu summieren ist iiber alle 
Teiler d von m. 

Der Beweis ergibt sich aus den Orthogonalitatsrelationen der Gruppen- 
charaktere. Danach lassen sich die Produkte s, s,... mit y+ y,-+---=m 
ausdriicken durch die Charaktere y der symmetrischen Gruppe und die Cha- 
raktere ® der allgemeinen linearen Gruppe: 

Sy, Sy ae > ae ®,, soe My 
+u=m 
(siehe: VAN DER WaeERpDEN, Gruppen von linearen Transformationen, Berlin © 
1935, § 22). Zu summieren ist iiber alle Darstellungen. Ersetzt man in der 
Formel (16) von Branpr alle s, = a" + ...-+ a2 durch die Grnppencharak- 
tere und trennt die linear unabhangigen Darstellungen, so erhalt man die an- 
gegebene Formel. } : 

Die Formel ist nur unter der Bedingung k > m giiltig; das hei®t die An- 
zahl k der Erzeugenden mu8 wenigstens gleich der Dimension sein. Ist die 
Anzahl der Erzeugenden kleiner, so-sind die Ausdriicke s, nicht mehr linear 
unabhangig und ein Teil der Darstellungen tritt nicht auf. 
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Es soll nun ihrerseits die Witrsche Formel mit Hilfe der Resultate einer 
Arbeit von Macnus [2] neu abgeleitet werden. 


§ 5. In der zitierten Arbeit gibt Macnus eine Vorschrift, nach der schritt- 
weise die Basis eines Lreschen Ringes aufgestellt werden kann. Sind wieder a 
die Erzeugenden des Lisschen Ringes A, (p = 1,2,...,%), so wird eine 
Variable, etwa &, eliminiert, indem statt ihrer nur die folgenden Ausdriicke 
benutzt werden: 


: A = 2,3,...,k% 
ei) = [---[E,E)-* JE] v= 0,1,2,... 


In die innerste Klammer gelangen der Reihe nach alle Variablen &,, A + 4, 
und der hochgestellte Index v gibt den Grad in der eliminierten Variablen E, 
an. Speziell ist 

Ee = §,. 


Hilfssatz 1 der Arbeit von Macnus sagt, daB diese E¥ algebraisch unabhingig 
sind, das heiBt sie sind fiir sich freie Erzeugende eines freien Lizschen Ringes. 
Damit sind sie erst recht linear unabhangig. 

Der Beweis geht vom Darstellungsring R aus, in dem A durch entspre- 
chende Zuordnung seiner Erzeugenden dargestellt ist. Es werden in R die 
Formen 
A = 2,3,..., 4. 
v = 0,1,2,... 


gebildet, worin das Klammersymbol eine Abkiirzung fiir die Kommutator- 
bildung 


xy) a [: ee (x, z,] +] z,] 


[t, 4) = %4—HXy 
bedeutet. Diese Polynome sind Bilder der &{”). Das Ergebnis des Beweises, 
eben die algebraische Unabhangigkeit, tibertragt sich dann in den Ligschen 


Ring A. Die &‘”) mégen nun in irgendeiner Reihenfolge, aber nach nicht ab- 
nehmender Dimension geordnet und mit 


ee ee 

bezeichnet werden. Das Eliminationsverfahren wird nun mit diesen », fort- 
gesetzt. Durch Elimination von y, entstehen die Formen 

A = 2,3,... 

v = 0,1;2,.:. 
die. ihrerseits wieder algebraisch und mithin auch linear unabhangig sind. 


Auch diese Ausdriicke werden wieder nach nicht abnehmender Dimension 
geordnet und mit 


nf = [---(mand-*-] nm); 


A eT eee 


bezeichnet. 
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Wird diese Elimination fortgesetzt, indem inperhalb jedes Systems immer 
wieder die erste Variable eliminiert wird, so gelangt man schlieBlich zu einem 
System 

Pry Par ++ Ppr - +s 


das keine Elemente einer Dimension < m mehr enthalt. Unter den Elementen 
9; dagegen gibt es endlich viele mit der Dimension m, die dann eine Basis des 
Moduls A,,, also des Moduls aller Formen der Dimension m bilden. Ihre An- 
zahl ist ,,. Die Basis des Lieschen Ringes kann damit nach geeigneter Um- 
ordnung hingeschrieben werden 


Te We a 


*Viy> **Vewres> 


Darunter sind die ersten }, = k Basiselemente die Erzeugenden selbst, die 
naichsten }, = (%) alle Elemente [E, &,]- Dann folgen alle linear unabhangi- 
gen Elemente dritter Dimensicn und so weiter. Diese Reihe.ist so beschaffen, 
daB bei sukzessiver Elimination des 1., 2., 3., . .. Elementes alle Eliminations- 
produkte wieder unter den 9, enthalten sind. 

Die ,,Elimination“ entsteht durch das ,,Nach Vorne Ziehen“ einer beson- 
ders bezeichneten Variablen eines nichtkommutativen Ringes. So ist zum 
Beispiel 

yx = zy — (zy —y2) 
yx = zy*—2(zy — yz) y + ((zy — yz) y — y (zy — y2)). 


Seien nun 2, ¥;, ¥a,--- Variablen dieses Ringes, so entstehen durch die Eli- 
mination von x Klammerausdriicke. zy, —y,2, 2(ty, — yp%) — (typ — 
—Yp2) x usw. Jedes Polynom 1aBt sich dann eindeutig in die Gestalt 


2*P,+2**P,+-::: 


bringen, worin die P; nur von diesen Klammerausdriicken abhangen. Die 
Eindeutigkeit ist leicht durch Differentiation nach z im Sinne von Havus- 
porFF [6] zu beweisen. Dies ist dem Wesen nach der Inhalt des Hilfssatz 2 
auf Seite 107 der Arbeit von Maanus: Jedes Element aus A J4Bt sich auf 
genau eine Weise als geordnetes Produkt der Basiselemente schreiben 


of -o0 SSO -::, 


worin die «,, nicht negative ganze Zahlen sind. 

Damit sind aber alle Voraussetzungen gusammengetragen, die Witt zur 
Ableitung der Formel (17) braucht. Auf dieser Grundlage erhalt man eben- 
falls nach Witt noch eine weitere Formel: 


™ 
(19) Ym = via) ke. 








Die Arithmetik der Pythagoreer. II. 
Die Theorie des Irrationalen. 


Von 


B. L. VAN DER WAERDEN in Leipzig. 


Diese Arbeit ist die Frucht einer ausgiebigen Diskussion mit K. Reipe- 
MEISTER. Dieser hatte in seiner ,,Arithmetik der Griechen“ (Leipzig 1940) die 
These aufgestellt, daB die Theorie der quadriert rationalen Strecken?), von der 
uns im Platonischen Dialog Theaitetos und in Euklid X Bruchstiicke erhalten 
sind, die direkte Fortsetzung der Arithmetik der geometrischen Reihen der 
Biicher VIII und IX sei und daB diese Theorien urspriinglich ein Ganzes 
gebildet hatten. Demgegeniiber glaube ich, zeigen zu kénnen, da8 die Theorie 
der quadriert rationalen Strecken am Anfang des X. Buches nicht nur mit 
dem Dialog Theaitetos, sondern auch mit dem Hauptteil des X. Buches eng 
verwandt ist. daB diese drei einen Geist atmen, auf dem gleichen hohen mathe- 
matischen Niveau stehen und eine einheitliche geometrisch-algebraische Me- 
thode benutzen, daB aber dieser Geist und diese Methode ganz verschieden 
sind von dem Geist und der Methode des VIII. Buches, dessen logische Mangel 
im J. Teil dieser Arbeit aufgezeigt wurden. Nur die Beweise der Satze X 9 
und X 10 sind dem Stile des Buches VIII verwandt, aber diese Beweise 
lassen sich als spiitere Zusatze entlarven. 


Trotzdem steckt, wie sich im Laufe der Diskussion herausgestellt hat, in 
RemDEMEISTERS These ein wahrer Kern. Es gab namlich nicht nur eine Theorie 
der quadriert rationalen Strecken, sondern deren zwei, die mit ganz verschie- 
denen Methoden im wesentlichen zu denselben Ergebnissen fiihrten. Die eine 
habe ich Ap genannt, weil sie an die Arithmetik des Archytas, die wir aus 
Boethius, Euklid VIII und der Sectio canonis kennen, ankniipft. Sie geht von 
der Frage nach der Existenz eines geometrischen Mittels zwischen Strecken 
oder Zahlen aus und hat ihre methodische Basis in der Arithmetik der geome- 
trischen Reihen und der daran ankniipfenden Lehre von den dhnlichen ebenen 
und kérperlichen Zahlen des Buches VIII. Dieser Theorie Ap entstammen die 
erwahnten eweise der Saétze X 9-10. Aus der Epinomis sieht man, daB die 
pythagoreisierenden Platoniker sich fiir diese Arithmetik und Lehre vom 
Irrationalen sehr begeistert haben. 


1) Eine Strecke hei8t nach Euklid quadriert rational oder kurz rational (pyr), 
wenn ihr Quadrat zum Einheitsquadrat kommensurabel ist. 
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A = (ay) i,j =1,2,...,k. 


Sie transformiert den k-dimensionalen Vektorraum mit den Komponenten 
z.y,... in sich. Dann gibt es dazu eine irreduzible Darstellung durch die 
Matrix 


S(A) = (¢,,) p,o=1,2,...,N, 


in der die c,, ganze rationale Funktionen der a,; sind. Sie transformiert einen 
Vektorraum, dessen Komponenten rationale homogene Funktionen der a,; 
sind. Zu einer vorgegebenen Stufe gibt es soviel irreduzible Darstellungen, als 
sich m in k ganzzahlige nicht negative Summanden zerlegen 1aBt: 


m= ,+°'' + Bp WW ou SO. 


Die Anzahl der Summanden stimmt mit der Anzahl der Variablen des urspriing- 
lich gegebenen Vektorraumes iiberein. Der Grad der Darstellung, die zu einer 
solchen Zerlegung gehért, ist 


(20) N = Il (1+ He). 


A,w=l 


Zur Zerlegung m = m+0-+... gehdrt die Darstellung durch den vollen 
Tensorraum, deren Charakter 


(21) Pnao= SS af... offs 

Zu=m 
ist, wenn auch hier wieder die Matrix A in Diagonalform gewahlt wird. Die 
Charaktere aller anderen irreduziblen Darstellungen lassen sich durch Deter- 
minantenbildung aus den p, zusammensetzen. Die Darstellung zur Zerlegung 
m= wu, +.---+ py, hat den Charakter 


(22) en a | Pu,—a+e|- 
Hierbei ist pp = 1 und p_, = p_, =---=0 zu setzen. Die im vorigen Kapitel 
beschriebene Darstellung 7(A) durch den Modul A,, aller Lieschen Formen 
der Dimension m ]a8t sich nun eindeutig zerlegen in irreduzible rationale Dar- 
stellungen, also 

T= S8,+5,+-::. 


Dabei zerfallt der Modul A,, in Teilmoduln 
A,, = AD + A®@+..., 


die irreduzible Darstellungen um Lieschen Ring heiBen migen. Es sind also 
Teilmoduln des Lieschen Ringes, die bei allen linearen Substitutionen seiner 
Erzeugenden in sich iibergehen und keine echten Untermoduln erhalten, die 


Mathematische Annalen. 120. 37 
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diese Eigenschaft schon fiir sich besitzen. Kommt unter den S, die Einsdarstel- 
lung vor, so sind je zwei Elemente des sugehGrigen irreduziblen Darstellungs- 
moduls A“ linear unabhangig, sein einziges Basiselement ist eine Invariante. 
Die Anzahl dieser Einsdarstellungen ist die Anzalil der Invarianten. 


§ 8. Der Fall von zwei Erzeugenden sei zundchst behandelt. Es gilt der 
Satz 6: 


Im Lueschen Ring mit zwei Erzeugenden © und», ist die Anzahl der irreduziblen 
Darstellungsmoduln, in die der Modul A,, aller Formen der Dimension m zer- 
fallt 


fiir gerades m = 21 


—_ at ; oa 
mm mma Deore aa Xela) (4) 








a7 
und fiir ungerades m = 21 +1 
= ee (2i+ 4)! _ _4 (2! 
(24) hn = sini* (al ~ 2t44 (7). 


Die Anzahl hy ,,, der Invarianten fiir gerades m = 21 ist 


ham = hn — flees) + (a) 


(Der letzte Summand ist bei geradem | Null zu setzen.) 
Der Beweis benutzt die Darste]lungstheorie der GL (2). Sei die Matrix 


A= (% “i 
eS 
ihr allgemeines Element mit den Eigenwerten « und 8, dann sind die Charak- 


tere aller irreduziblen Darstellungen der Stufe m 


(aB) 2 (a? +a"—*8+---+8”). m—vy gerade 


Alle vorkommenden Glieder haben den Koeffizienten Eins. Das bedeutet aber, 
daB in einem irreduziblen Darstellungsmodul zwei Formen schon linear abhan- 


gig sind, wenn sie nur in den Graden in & und in» iibereinstimmen, und es folgt 
daraus der 


Hilfssatz 2: 


Ist A, m—, der Teilmodul aller Formen mit dem Grade x und m—vx in & 
bzw. n, so lassen sich seine Basiselemente so wahlen, da sie in verschiedenen 
irreduziblen Darstellungsmoduln liegen. 
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Nun kommen bei geradem m = 21 sicher in jedem irreduziblen Darstellungs- 
modul Formen vor, die —& und y gleich oft je I-mal enthalten. Damit ist der 
Rang des Moduls A, , dann nach Hilfssatz 2 die Anzahl der irreduziblen Dar- 
stellungsmoduln. Fiir ungerades m = 21 + 1 tritt an seine Stelle der Modul 
Ai i41: Der Rang von A, , bzw. A, ;,, ist aber gerade , , bzw. },,,, und . 
kann nach Formel (17) berechnet werden. Das ist die Behauptung. 

Die Zahl der Invarianten ergibt sich entsprechend. Bei geradem m = 21 
stimmt der Rang des Moduls A,,,,_, tiberein mit der Anzahl derjenigen 
Darstellungsmoduln, die mehr als ein Basiselement enthalten, und die Diffe- 
renz }, ; — 41, :—1 ist dann die Anzahl der Invarianten. 


§ 9. Im Ligschen Ring mit zwei Erzeugenden & und » lassen sich leicht 
Invarianten zu jeder geraden Dimension m = 4 angeben. Sind namlich 
&,, H, und &,, H,-zwei Paare von Elementen, die sich kongredient mit — und 
7 substituieren, so ist 

4 =[5, H,]— (H, =.) 


eine Invariante. Dies gilt auch fiir den Fall, daB 5, = 5, und H, =.H,. 
Dann ist 


A = 2[2 Hi]. 


Zu jeder beliebigen ungeraden Dimension gibt es aber wenigstens ein Paar 
solcher Elemente. Nicht alle so entstehenden Invarianten sind linear unab- 
hangig. Offen bleibt die Frage, ob sich alle Invarianten mit zwei Erzeugenden 
auf diesem Wege erzeugen lassen. Im Lieschen Ring A mit: den drei Erzeu- 
genden E, , © ist 


[(0cE nd EN) LE oe) e] + [lo ey) (od eee] 
+ [[0C) el) (10 € a] 9] 


eine Invariante der Dimension m = 9, der kleinsten Dimension, zu der in 
diesem Ring eine Invariante existieren kann. Es ist bei dieser Form noch not- 
wendig, zu zeigen, daB sie nicht identisch verschwindet. Hierzu stellt man fest, 
daB bei der Entwicklung im assoziativen Ring der erste Summand zum Bei- 
spiel das Produkt zy zz zy yz z genau einmal beisteuert, das aber bei der 
Entwicklung der anderen Summanden nicht noch einmal auftreten kann. 
Alle diese Betrachtungen gelten in Lieschen Ringen mit der Charakteristik 
Null. Andere Verhaltnisse kénnen sich bei einer von Null verschiedenen Cha- 
rakteristik ergeben. So fiihrt zum Beispiel die von Bunnsipe aufgeworfene 
Frage nach der Gestalt der Gruppen &%, mit der einzigen Relation s? = 1 
(p eine Primzahl) fir alle Elemente s aus %, zu Lieschen Ringen mit der 
Charakteristik p. Rein gruppentheoretisch haben Levi und vAN DER WAERDEN 
[8] fiir die Gruppe &, nachgewiesen, da8 der Kommutator [[a, 6], c] zyklische 
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Vertauschungen seiner Faktoren gestattet. Dies hat zur Folge, da8 im zu- 
geordneten (nicht freien) Lieschen Ring mit der Charakteristik p =3 die 
Form [[&%) ¢] eine Invariante ist, der Satz 5 also nicht mehr giiltig ist. 
Zu beachten ist ferner, da8 der Operator w,, bei einer von Null verschie- 
denen Charakteristik des Koeffizientenkérpers gewisse Polynome annullieren 
kann. 
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(Eingegangen am 18. Juni 1947.) 











Zur Abschitzung der a-Stellen 
ganzer transzendenter Funktionen mit Hilfe 
der Shimizu-Ahlforsschen Charakteristik. 


Von 


ALEXANDER Dinecuas in Berlin. 


1. Es bedeute w = w(z) = u + iv eine in der ganzen z-Ebene meromorphe 
Funktion der komplexen Veranderlichen z = z + iy = re’® und n(r, a, w) 
die Anzahl der innerhalb des Kreises | z| <r gelegenen Wurzeln: der Glei- 
chung w(z)—a=0. 


Wird dann 


r 2x 
|® 
S(r) = S(r,w) = < Jf ater rdrdo 
00 


und 

= [w,co] = --— a 
Vit|oP Vi+\|eP Vi+\|w? 
gesetzt, so gilt bekanntlich') die wichtige Gleichung 


{w,a] = 








2x 
(4.4) S(r) = n(r,a,w) + = f i log ma “9. 
0 


Die GréBe S(r) wird allgemein als Antrorssche Charakteristik bezeichnet 
und steilt geometrisch den spharischen Inhalt auf der Rremannschen Kugel 
desjenigen Teiles F, der iiber die w-Ebene ausgebreiteten RiemanNschen 
Fliche von w(z) dar, der durch die Umkehrfunktion z = z(w) auf den Kreis 
|z| <r abgebildet wird. 

Vorliegende kurze Note liefert einen Beitrag zu der Frage, inwieweit es 
mdglich ist, die Anzahlfunktion n(r, a, w) durch die Charakteristik S(r) nach 
oben abzuschiatzen*). 


2. Die Fundamentalgleichung. Es sei jetzt w(z) als eine ganze trans- 
zendente Funktion vorausgesetzt. Ist dann fir |z| =r w= a, so wird, falls 
noch fir w—a = w* = u* + iv* geschrieben wird, 


1) Vgl. z. B. Autrors, L.: Uber eine Methode in der Theorie der meromorphen 
Funktionen. Comment. Phys.-math. Soc. Scient. Fennicae 8, Nr. 10 (1935). 

*) Aucrors, L.: Acta Math. 65, S. 157-194 (1935). Vgl. auch FuBnote 4 dieser 
Arbeit. 
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2x 
* * 
S(r, w*) = n(r, 0, w*) — _ eeaareacas de 





Wegen 
lw ut +o of | < |w*| |e’ | = [ro*| |e’, 


wird also, da n(r, 0, w*) = n(r,a,w) = n(r, a) ist, 





22 
‘ - h | ww’ | 
(2. 4) n(r,a) = S(r, w*) + af jw*| (1+ |w*/*) rdq@ 
mit |h! < 1. 
Wir schatzen jetzt die Differenz S(r, w*) — S(r, w) ab). Aus (1.1) folgt 
S(r,w*)— S(r,w) = - ioe Efe =~ log Se SEF te 


Nun rechnet man leicht 








“T+ [wt | | w w’| || w—al* — |w/?) ja| |w’! 
1+/m/? > (4+ |w—a)*) (4+ |w/*) * 1+ |w—al* 
oder noch 
_|wl  —s_ (lw + Jal)* ja| | w’| 
S216) sy yeF 1+ qel—lep® + TF del—lel 


Eine weitere elementare Rechnung liefert ferner 
(jw|+jal)* — 2 
1+ (wien = 40 + lef) 
und 
pee co! < 4 (1+ |a/*) 
1+ (|w|—je|* — i1+!wfP ? 





so daB schlieBlich 


Qa |Sew)—Strwl< "ye asian f TH Ter "4 


wird. 


Die Kombination von (2.1) und (2.2) gibt jetzt die gewiinschte Abschatzung. 
Man definiere nimlich eine Funktion p(r, a) (kurz ») durch die Gleichung 


w(r,@) = min {1, Min |w(z)—a}} fir |z| =r, 


und bezeichne durch L(r) das Integral in (2.2), das geometrisch nichts anderes 
bedeutet als die Linge des Randes von F,. Dann erhalt-man aus (2.1) und (2.2) 


3) Dineuas, A.: Mathem. Zeitschr. 45, S. 25-28 (1939). 








Abschatzung der a-Stellen. 583 


(2.3) n(r,a) = S(r) +9 =O, 
wobei © der Ungleichung 
jo) < 24tIeP) 4 +3 Jal) 


geniigt. Das ist die fiir das folgende entscheidende Ungleichung. Wie viel- 
leicht nochmals betont werden darf, gilt diese Ungleichung fiir solche r, die 
Betrage von a-Stellen von w(z) sind, nicht. 

3. Folgerungen. Die Ungleichung (2.3) erméglicht den Beweis folgender 
allgemeiner Satze iber ganze transzendente Funktionen: 

Satz I. w(z) sei eine ganze transzendente Funktion. Divergiert 


fo4 
(3.4) fe =. 
so gilt 
=— n(r, a) - mir, a) 
- nes) = * > BB si 


Ferner gilt auf einer Menge A, die so beschaffen ist, daB 





diverg*crt, 
. n(r,a) 
Satz lI. Ist 
iz «Cm (r, a) 
im pC 1 
$0 ist 
fo oJ 
jes 
r 
konvergent. 


Der Beweis dieser beiden Satze kann mittels klassischer Schliisse erbracht 
werden. Es bedeute in der Tat E die Gesamtheit derjenigen Intervalle der 
r-Achse, in denen 


225 ($<a<1) 
gilt. 
Aus der Ungleichung 
Bb < nr 5 


die man leicht durch Anwendung der Scnwarzschen Ungleichung beweisen 
kann, folgt nun fiir jeden Punkt von E 
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dr dS 
w— <2n ry 


also 





z 


dr dz 
fet <2. f 7 < +o. 
E E 


In der komplementaren Menge E’ gilt also 


Les 
u 


d. h. 


(3.4) n(r,a) = S(r) + 0 (S*(r)). 
Aus dieser Gleichung folgt sowohl (3.2) als auch (3.3)*). 


Der Beweis des Satzes II ist ebenfalls eine unmittelbare Folgerung von (3.3). 
Ist nimlich (3.1) divergent und 
lim 2 (0) 
reco |S (Pr) 


<1, 
so gilt von einem r an 
n(r,a) < (1—8) S(r) 0<8< 4);. 
infolgedessen wird 
(1—3) S(r) > S(r) + O(S*(r)) 
fir mindestens eine Folge {r,}, die gegen unendlich konvergiert, was der 
Voraussetzung fiir 8 widerspricht. 


Der eben bewiesene Satz I erweitert wesentlich die Klasse der Funktionen, 
fiir welche ein direkter Vergleich zwischen n(r,a) und S(r) méglich ist. So 
ist z. B. (3.3) auBer fiir ganze transzendente Funktionen von der Ordnung 


e< > sowohl fiir die trigonometrischen Funktionen sin z, cos z, als auch 


fiir die reziproke Gammafunktion und Zetafunktion richtig. 





*) BaB man (auch fir regular ausschépfbare Uberlagerungsflachen) allgemein 
nicht eine Ungleichung von der Form 


Tien .” (7, a) 

— io ** 
beweisen kann, liegt an den Ausnahmeintervallen, die sehr wohl bis ins Unendliche 
erstreckt werden kénnen. Dieselbe Bemerkung dirfte wohl auch filr die AnbFrorssche 
Ungleichung 

zo «Um (r, D) 

ee 
fiir Gebiete gelten, solange die regulare Ausschépfarbeit mit Ausnahmeintervallen 
gilt. 


(Eingegangen am 23. August 1947.) 

















Uber die Hauptformel der ebenen Kinematik 
von L.A. Santalé und W. Blaschke. 


Herrn Prof. Dr. W. BLascuke zum 60. Geburtstag gewidmet. 
I. Teil. 


Von 
Grorc NOBELING in Erlangen 


Die genannte Formel wurde bewiesen in folgenden zwei Fallen: Die zugrunde 
gelegten beiden offenen Punktmengen O werden begrenzt entweder von endlich 
vielen, paarweise fremden, einfach geschlossenen, stetig gekriimmten Kurven 
oder von endlich vielen, paarweise fremden, einfach geschlossenen Polygonen*). 

Diese beiden Falle umfassend und veraligemeinernd, betrachten wir offene 
Mengen 90 der Euklidischen Ebene E mit folgenden zwei Eigenschaften?): 

«) O ist offen und beschrankt; 
8) das Komplement E —O von O besteht nur.aus endlich vielen Kompo- 
nenten?). 


Zur Abkiirzung wollen wir jede Menge O der Ebene E mit diesen beiden 
Eigenschaften regular nennen. 


Fiir eine regulare Menge O bezeichnen wir mit 9 (O) (< + 06) die Anzahl 
der Komponenten von O und mit o (O) (< + 00) die Anzahl der beschrinkten 
unter den Komponenten von E —QO. Wir setzen 


2x + (e(0) —o(O)) = K(O)‘). 


1) Brascuxe, W.: Vorlesungen iiber Integralgeometrie, 2. Aufl., 1. Heft (1936). 

*) Eine Verallgemeinerung in anderer Richtung gab Ta-Fen Wu, Math. Z. 48, 
212 (1938). 

8) Eine Teilmenge N einer Menge M ist eine Komponente von M, wenn N zusam- 
menhangend ist, aber keine Teilmenge X von M, welche W enthalt und von. N ver- 
schieden ist, zusammenhangend ist. Jede Komponente von M ist in M abgeschlossen. 
Eine zusammenhangende, in M gleichzeitig abgeschlossene und offene Teilmenge von 
M ist eine Komponente von M. Je Ywei Komponenten von M sind fremd. M ist die 
Summe ihrer Komponenten. Ist M in E abgeschlossen, so auch jede Komponente 
von M. Ist M in E offen, so auch jede Komponente von M. Jede zusammenhangende 
Teilmenge von M ist in einer Komponente von M enthalten. 

*) Im ersten der eingangs genannten beiden Fille ist K (O) gleich dem Intégral 
der Gesamtkriimmung f a der Begrenzung, also gleich 2 (p¢ — pi), wobei pa die 
Anzahl der auBeren, pj die Anzahl der inneren Randkurven von Oist (pa(O) = (0), 
ei (O) = «(O)); im zweiten Fall ist die abgeschlossene Hiille O von O als Summe 
endlich vieler Dreiecke' darstellbar und X(O) = 2% (@— x +), wobei 3 die An- 


zahl der Dreiecke dieser Darstellung und x bzw. e die Anzahl der Kanten und Ecken 
dieser Dreiecke ist. 
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Nun seien O, und O; zwei régulire Mengen der Ebene E. 

Der Durchschnitt O,-O, ist dann ebenfalls regular. Denn da8 a) fiir 
O = 0,- 0, gilt, ist trivial. Sind weiter H}, ess. H5i(j =1,2;6;= «(0,)) 
die Komponenten von E—0; (H} die nicht beschrankte Komponente), so ist 


E—0O,-0, = (E—0,) + (E—0O,) = Hi +... + HY + HE+.--+ Hf, 


wobei H® und H} nicht fremd zueinander sind. Mithin besteht E —O,-0, 
aus héchstens o, + 6, + 1 Komponenten. Also gilt 8) und auBerdem 


(4) @(0,°0,) S o(0,) +00). 


Wir setzen K(O,) = K,, K(O,) = K, und K (O,-0O,) = Ky. Weiter seien 
F (0,) = F, und F (O,) = F, die Lesescueschen Flacheninhalte von 0, und Q,. 
SchlieBlich definieren wir die ,, Begrenzungslange“ A; = A(O,) von O; (j = 1, 2) 
folgendermaBen. Es seien O* die Begrenzung*) der offenen Menge O und O'*, 
O**,. . . die Begrenzungen der endlich oder abzahlbar unendlich vielen Kompo- 
nenten 0}, 0?, ... der Menge E —0O; dann sei 


(2) A(0) = L(0*) + L(0* — S0**), 


wobei L das lineare 4uBere MaB von C. Canatuéopory bedeutet®). Es ist also, 
kurz gesagt, A (OQ) das lineare Ma8 von O*, wobei aber jeder Punkt, der nicht 
auch in der Begrenzung einer Komponente von E —@ liegt, doppelt zahlt’). 


Nun betrachten wir O, als fest, O, als in der Ebene E starr beveglich. Dann 
ist also K,, eine Funktion der Lage von O,: Ky = Kj,.[O,]*). Es sei © die 
Menge aller Lagen von O, und 0, die Dichte ven O,°). 


*) Far eine beliebige Menge M der Ebene bezeichnen wir mit M die abgeschlossene 
Hiille von M und mit M* die Begrenzung von M, also die Menge M-E—M. 

*) CaratuEopvory, C.: Géttinger Nachr. 1914, 8S. 404. Vgl. dazu Nésetine, G: 
Jber. DMV 52, 132-160 (1942). 

7) Ist O z. B. die Menge (z* + y*< r*, y + 0), so ist A(O) = 2xr+4r, der 
Durchmesser (| z|< 7, y = 0) wird also doppelt gezahit, und zwar deshalb, weil 
seine beiden Ufer in O liegen. 

*) Eine Funktion einer Menge M bezeichnen wir mit f (M), eine Funktion der Lage 
einer in E starr beweglichen Menge M manchmal mit f[M]. 

*) Denken wir uns in E ein rechtwinkliges z, y-Achsenkreuz fest gegeben und mit 
O, einen Einheitsvektor » starr verbunden, dessen Anfangspunkt die Koordinaten 
zund y hat und der mit der positiven z-Achse den Winkel 9 (0 S& @ < 2 x) einschlieBt, 
so ist jede Lage von O, (d.h. jede Menge Oj, die aus O, in fester Lage durch Parallel- 
verschiebung und Drehung hervorgeht) eindeutig gekennzeichnet dufch », also durch 
das Parametertripel (x, y, @) (—00 < 2, y < +00,0S9<2n). Es ist O, =d2zdy dg. 
Wenn im folgenden von der Integration iiber eine Menge von Lagen. von O,, vom 
MaB m(M) einer Menge M von Lagen von O,, Funktionen der Lagen yon O, usw. 
die Rede ist, so ist immer Integration iiber die > entsprechende Menge von Parameter- 
tripeln (zx. y, 9) usw. gemeint. O, € M bedeute, daB O, eine Lage aus M hat. 
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Die Hauptformel der ebenen Kinematik von L. A. Santalé und W. Blaschke 
lautet nun: 


i} Ky, O, = 2n- (Ky+ Fy + Ky* F, + Ay- A,). 


Dieses Lesescue-Integral existiert (ist allerdings eventuell gleich + 00). Denn 
erstens ist die Funktion p (0, - 0,) der Lage von O, meBbar; setzen wir namlich 
Min (n, p (0, + 93)) = p, [0] fir jede natiirliche Zahl n, so ist p,,[O,] unterhalb 
stetig und p (0, *0,) = lim p,,[0,]; zweitens ist Funktion o(0,-0,) der Lage 
Go, a, 
von OQ, unterhalb stetig, wie aus der Gleichung E —0O,-0, = >’ Hi + > Hi} 


o=( o=0 


folgt, und beschrankt wegen (1). 
Wir beweisen in dieser Arbeit die Formel (2) im wichtigsten Fall: 


(3) A,<+0o und A,< +00. 


Der Beweis fiir den Fall, daB A, oder A, gleich + 00 ist (ip diesem Fall geht. 


die Formel (2) iiber in die Gleichung i) Ky, 0. = + 00) soll in einer spaiteren 
Arbeit gegeben werden. 


Beweis. 
Wir unterscheiden zunachst zwei Fille. 
1. p(0,) = +00 oder p(0,) = +00. 


Es sei etwa p (0,) = +00. Dann hat also O, abzthlbar unendlich: viele 
Komponenten 0}, 0?,.... Da O, beschrankt ist nach «), gibt es in der Ebene E 
einen Punkt P derart, da8 jede Umgebung U von P mit unendlich vielen 
Komponenten 0{ nichtleeren Durchschnitt hat. Bei jeder Lage von 0,, fir 
welche P in O, liegt, also O, eine Umgebung von P ist, besteht also der Durch- 
schnitt O, - O, aus unendlich vielen Komponenten; mithin ist dann K,, = + 00. 
Da der Inhalt der Menge dieser Lagen positiv ist, besteht folglich die Glei- 
chung f Ky, O, = + 00. Wegen 9(0,) = +00 ist aber auch K, = +00. Also 
ist die Formel (2) im vorliegenden Fall richtig. - Analog erledigt man den 
Fall p (0,) = + ©°. « 

2. p (0,) << + 00 und p (0,) << + 00. 

Weiter unterscheiden wir im folgenden vier Unterfille: 2.1.Of und O% 
sind darstellbar als Summen endlich vieler Strecken; 2. 2.0% und Of sind 
darstellbar als Summen endlich vieler Konvexbogen, die zu je zwei héchstens 
Endpunkte gemein haben; 2.3. Of und Of enthalten keine isolierten Punkte; 
2.4. OF und OF sind beliebig. Jeder dieser Unterfalle ist ein Spezialfall des 
folgenden. Wir werden 2.1 auf den zweiten der eingangs erwihnten zwei 
Falle, 2.2. auf 2.4., 2.3. auf 2.2. und 2.4. auf 2.3. zuriickfiihren, und zwar 
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wird die Zuriickfiihrung von 2.1.—2.3. geschehen mittels Approximation von 0, 

und O, durch Mengen O* und O} des Falles, auf den zuriickgefiihrt werden soll. 
2.1. Of und OF sind darstellbar als Summen von endlich vielen Strecken. 
Wir wahlen die Darstellung 


OF =Si+---+5% (j =1,2) 


von OF als Summe von Strecken Sj sofort so, daB erstens Sj und Ss’ (o + a’) 
stets hdchstens einen Endpunkt gemeinsam haben und zweitens héchstens 
einer der beiden Endpunkte jeder Strecke S$ nicht auch Endpunkt einer 
zweiten Strecke S% ist. Es seien E},... , E}i die Endpunkte aller dieser Strek- 
ken. Fiir jeden Endpunkt E} bilden die i in B} endenden Strecken Sj Winkel « 
(endet in E} nur eine ensign Strecke Sf, so bildet diese einen Winkel der 
GréBe 27). ~ denjenigen unter diesen Winkeln w, deren zu E? hinreichend 
benachbarten, inneren (d. i. nicht auf den Schenkeln liegenden) Punkte in 
O; liegen, zeichnen wir die w halbierende Strecke, von der ein Endpunkt 
mit E} zusammenfallt und deren Linge gleich ¢ ist, wobei ¢ eine zundchst 
beliebige, positive Zahl ist. Den zweiten, im Innern von w liegenden End- 
punkt dieser Strecke bezeichnen wir mit E} (w). Jede Strecke Sj, ihre End- 
punkte seien E} und Ej, ist nun der gemeinsame Schenkel zweier Winkel 
und «' mit der Spitze E} baw. Ej’, fir welche die Punkte Ej (w) und Ej" («’) 
nicht auf verschiedenen Seiten der S$ enthaltenden Geraden liegen und, bei 
hinreichend kleinem e, in 0; enthalten sind. Wir verbinden dann diese beiden 
Punkte E} (w), und E;’ (os ) auch eine Strecke. Gibt es noch ein zweites Paar 
solcher Winke o’ pe w’”’, so verbinden wir auch die beiden Punkte E} (w"’) 
und E (w’’’) durch eine Strecke. Die Summe aller dieser Vesbindienanstecdioen 
bezeichnen wir mit oF (ce). Ist e hinreichend klein, und das nehmen wir an, 
so ist jn jeder Komponente von O; genau eine Komponente von E — 0} (e) 
enthalten. Die- Summe dieser Komponenten von E — OF (ce) heiBe 0; (e). 
Dann ist OF (ec) die Begrenzung der beschrankten, offenen Menge 0; (e). 


Weiter haben die Mengen O; (e) offenbar die folgenden Eigenschaften: 


(4) OF (ec) ist die Summe endlich vieler, paarweise fremder, 
einfach geschlossener Streckenziige ; 


(5) von jedem dieser Streckenziige liegt genau ein Ufer in 0; (e). 
Aus (5) folgt sofort 
(6) A (0; (e)) = L (OF (©). 
Weiter ist bei hinreichend kleinem ¢ 
(0; (0) =e 0) und 0 (0, (2)) =0(0,) 
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und daher 


(7) K (0; (¢)) = K (0;) = K;. 
Ferner ist fir « + 0 
(8; ‘lim F(O; (e)) = FO) = F, und lim L(Q, (ef) = A(O,) = A,. 


Ist schlieBlich D, die Menge aller Lagen von O,, bei welchem eine Ecke von 0, 
mit einer Ecke oder Strecke von Of inzidiert oder umgekehrt - diese Menge 
©, ist eine Lesescussche Nullmenge -, so gilt fiir jede Lage von 0, aus D — Dy 


lim K(O,(e) - O,(e)) = K (O, - O,) 


und folglich (die Funktionen K (QO, (e)-O,(e)) und K (0,-0,) sind gleich- 
maBig beschrinkte Funktionen der Lage von Q,) 


(9) lim f K(0,(e) - O,(e)) 0, = f Ky Os. 
Nun gilt?) 
J K (0, (e) - On (e)) Og = 2m - {K (0, (e)) -F (0, (e)) + K (O(c) - F (O,(€)) + 
+ L(O, (e))- LO, (e))}- 


Hieraus folgt wegen (6)-(9) durch den Grenziibergang e—> 0 die Hauptformel. 


2.2. Of und Of sind darstellbar als Summen endlich vieler Konvexbogen, die 
zu je zwei héchstens Endpunkte gemeinsam haben: 


(10) OF = By +... + Bir (j = f, 2). 
Wir beweisen zunachst die folgende 
Abschdtzung nach oben: 
(11) § Ky Oy S 2m - (Ky - Fy + Ky* Fy + Ay* Ay). 
© 


Es sei A = {p®, p', ...} eine im Bogen B;, dichte, abzéhlbare Menge von 
Punkten von B;, derart, daB p® und p' die Endpunkte von B,, sind. Fir 
jedes natiirliche h sei A” die Menge der Punkte p®,..., p”. Diese Punkte 
bezeichnen wir in der Reihenfolge, wie wir sie bei einer Durchlaufung des 
Bogens B;, antreffen, mit g®,..., g*. Fiir jedes i=1,..., A verbinden 
wir erstens g‘! und g‘ durch eine Strecke S‘. Zweitens zeichnen wir in g* 
die vordere und in g‘ die hintere Halbtangente (Halbgerade) des Konvex- 
bogens B;,. Die beiden Teilstrecken dieser Halbtangenten mit den Anfangs- 
punkten g*! bzw. g' und dem Schnittpunkt der beiden Halbtangenten als 
gemeinsamem Endpunkt bilden zusammen mit S‘ eine abgeschlossene Dreiecks- 
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flache A‘, welche den Teilbogen von B;, mit den Endpunkten g* und g' 


enthalt (ist dieser Teilbogen mit S* identisch, so artet A‘ zu der Strecke S* 
aus). Wir setzen 


h 
> Ai = Vj. 
i=1 
Nun wahlen wir in jeder der endlich vielen Komponenten von QO; einen . 
festen, d.h. von h unabhangigen Punkt und bezeichnen mit on die Summe der 
diese Punkte enthaltenden Komponenten von 0; — V}. Da sich die Mengen 
v} monoton fallend auf 0; zusammenziehen, gilt zunachst 


(12) O} COFC+++ und Y OF =O;. 
h=1 

Weiter gilt 

(43) jim A(O}) SAO) = A;. 


Wegen (12) ist fiir fast alle h, etwa fiir alle h > hy, jeder der genannten 
festen Punkte in einer Komponente von Oo} enthalten und daher die Anzahl 
der Komponenten von Oo} gleich der Anzahl] der Komponenten von 0;: 


(14) e(O}) = p(0,) fiir h > hy. 


Da O} C O; ist, gilt: a) jede Komponente von E —O, ist in einer Kom- 
ponente von E —O} enthalten. Ist H} eine Komponente von E —O}, so liegt 
jeder Begrenzungspunkt von H} in V}*, also in der Begrenzung A* e*nes 
A‘; da A‘ zu O} fremd ist, ist A‘in E—O} und daher in H} enthalten; da ..° zu 
OF nicht fremd ist, ist H} zu OF und folglich zu E —O; nicht fremd; dies, zu- 
sammen mit a) ergibt: b) jede Komponente von £ —O} enthalt mindestens 
eine Komponente von E —O,. Es seien H; und Hj zwei Komponenten von 
E —O,; der (positive) Abstand der Mengen H; und (E —0,) — H, heibe 3; 
die Menge aller Punkte der Ebene, die von H, den Abstand 3 haben, ist 


in. O; enthalten und trennt H,; und H; voneinander; wegen (12) ist diese 
Menge fir jedes hinreichend groBe h, etwa fir h> h,, in O} enthalten; also 
trennt auch O} fiir h > h, die Komponenten H; und Hj voneinander; mithin 
liegen H; und H; in zwei verschiedenen Komponenten von E —O}; es gilt 
also: c) jede Komponente von E —O} enthalt héchstens eine Komponente 
von E — 0O;, wenn h> h, ist. Aus a), b) und c) folgt 


(15) oOf=c0) firh>h, 


und auBerdem; da®, wenn H,,(c = 0, 1, ..., ¢(O;)) und H},(c =0, 4, ..., 
o (0) die Komponenten von E —0; baw. E— Oo} sind, bei geeigneter 
Numerierung gilt: 
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(16) Hj, Cc Hi}, o=0, i,..., o(0;) = o(O}) fir h>h,. 


Dabei seien H,, und H}, die nichtbeschrankten Komponenten. 
Unter der Weite einer beschrankten, offenen Menge O verstehen wir die 


gréBte positive Zahl w, fiir welche O eine offene Kreisscheibe mit dem Durch- 
messer w enthalt. 


Es sei p (0, -O,) die Anzahl derjenigen Komponenten des Durchschnittes 
0,*O,, deren Weiten > w sind. Wir setzen 


2x (oO, -0,) —o(0,- 0,)) = K®. 


Dann gilt KY} < Ki) fir w> w’ und lim Kf) = Ky. Also ist 
(17) J Ku, = lim J Ki?) Oy. 


Wegen (12) existiert fiir jedes w > 0 ein h, = h,(w) derart, da8 bei jeder 
Lage von O, jede Komponente von 0, - O, mit einer Weite > w mindestens eine 
Komponente des Durchschnittes 0" - 0% enthalt. Also besteht fir jede Lage 
von O, die Ungleichung 

(0,0) S p(Oh-O8 tur h> hy. 


Anderseits folgt aus (16), sowie E —O,-O, =(E—0,) + (E—0,) = 5 Hye 
und E—O*- 0} => Hj, (wobei summiert wird ttber j = 1,2 und o = 
0,1, ...; ¢(0;) =@(O})), daB jede Komponente von E —0O,-0, in einer 
Komponente von E—QO*- OQ} enthalten ist und jede Komponente von 
E —O*- 0% mindestens eine Komponente von E —O, +0, enthalt. Also gilt 


0(0,+0,) > o(0h- Oh). 
Aus den beiden letzten Ungleichupgen folgt fiir jede Lage von O, 


K®) < K(Oh.O*) fir h>hy. 
Mithin ist 


(18). J K® 6, < J K(O* . O28) 6, tir h > hy. 
Nach Fall 2.1 ist 
J K(o}-0)0,= 2m + {K(O})- F (0%) + K(O})- F(O}) + A(O})- A(O})}. 


Nun ist K(O}) = K(O,) = K; wegen (14) und (15); aus (12) folgt weiter 
lim. F (O}) = F (0,) = F;; schlieBlich gilt (13). Aus (17) und (48) folgt also (11). 
Damit ist die Abschatzung nach oben bewiesen. 
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Nun beginnen wir den Beweis der Abschdtzung nach unten: 
(19) J Kun, & 2m (Ky Fat Kee Fy + Ay Ay). 


Eine Erschwerung fiir die geplante Konstruktion tritt auf, wenn fiir zwei 
der Konvexbogen By,..., Bjx; mit gemeinsamem Endpunkt die Halbtan- 
genten in diesem Endpunkt zusammenfallen. Dies kénnen wir aber von vorn- 
herein beseitigen. Es seien namlich E}, ..., Ej die Endpunkte der Bogen 
B;,,. -» Bjn; und 38 eine positive Zahl, wails kleiner ist als der Abstand 
von je zwei dieser Endpunkte. Weiter seien H}, . . , Hj die abgeschlossenen 
Krefsscheiben mit den ee a. --- B wnt dem Radius 8. Wir 
durchlaufen den Bogen B;, (k =1,..., k;) von einem Endpunkt EZ} zuin 
andern Endpunkt E}. Der letzte baw. erste Punkt der Begrenzung H}* a H} 
bzw. H}** von H}, hee wir dabei passieren, heiBe Pi} baw. Pb. Wir besatal 
nen mit Bj, den Bogen, welcher die Summe ist ae dem Teilbogen von B;, 
mit den Endpunkten P' und P}* und den Strecken mit den Endpunkten E} 
und P's bzw. E} und Ph Wir wablen in jeder der endlich vielen Rengenenten 
O; (oe =1,---.¢ (0) Lae O; einen festen d. h. von § unabhangigen Punkt p,, 
und bezeichnen mit Oj die Summe der diese Punkte enthaltenden Komponenten 
der Menge E — (Bi, + -+ B jh;)* Ist 3 hinreichend klein, so ist zunachst 
e (0;) =e (0,) und 20) =«o(0,), also K (O;) = K (O;). Weiter ist dann 
\(F (0; )—F (0) | und VA (0%) an (0;) | beliebig klein. SchlieBlich unter- 
sorte sich die Integrale 


f K(0/, - 0,) 6, und {K0, - 05) 0 


beliebig wenig voneinander. Denn erstens hat die Menge ©’ aller Lagen von 
O,, bei welchen O¥ zu mindestens einer der Kreisflachen H}, ... , Hnicht fremd 
ist, fir hinreichend kleines 8 einen beliebig kleinen Inhalt (weil namlich die 
Lange L (O}) endlich ist); zweitens gelten bei jeder Lage von 0, aus D — ©’ 
die Gleichungen p (0, - 0.) = p (0, - O,) und a (0/, - O,) = o (0, - O,) und folglich 
K (0',- 0,) = K (0, - O,); drittens sind die beiden Integrale wegen (11) endlich. 
Folglich geniigt es, die Abschatzung (19) fiir die Mengen 0}, und Q, statt 0, 
und O, durchzufiihren; und analog weiter fiir 0’, und 0} statt 0; und Q,. Indem 
wir statt 0, und O', wieder O, und O, schreiben, kénnen wir also folgende Vor- 
aussetzung machen: 


(20) Die Endstiicke der Konvexbogen B,, sind Strecken. 


Wir wollen den Integranden X,, in (19) durch einen anderen ersetzen. Wir 
definieren ihn folgendermaBen. Ist die Anzahl o(0,+0,) der beschrankten 
Komponenten von E —0O,-0O, gleich 0 oder 1, so setzen wir o(0,-0,) = 
= o'4) (0; -0,) fiir jedes d > 0. Ist aber a (0, - O,) > 1, 80 sei d, > 0 der kleinste 
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der Abstande, den je zwei Komponenten der Menge E —O, - 0, voneinander 
haben; d, ist eine Funktion der Lage von O,:d, = d,[0,]; fiir jedes positive 
d<d, setzen wir nun o'! (0,-0,) =o (0,-0,), hingegen o'@! (0, -0,) =0 
fir d >d,. Fiir jedes d> 0 sei 

Kid = 2x (e(0, - 0,) — o (0, - O,)). 
Wir behaupten: 


(21) J K,, 0, = lim J Ki? 6,. 

Es gilt lim o!” (0,-0,) = o(0,-0,) und daher lim K{= K,,. AuBerdem 
ist o! (0, -0,) <a! (0,-0,) und folglich Ki > K'@) fir d >’. Ist also 
f XK‘ 6, endlich fir mindestens ein d> 0 (und dann auch fiir alle d’ mit 
0 < d'< d), so folgt (20) aus einem bekannten Satz. Nun sei f Ki 6, = +00 
fiir jedes d>0. Dann haben wir zu zeigen, daB auch f Ku 0, = +00 ist. 
Da K,, = K‘4) = 0 ist fir jede Lage von O,, fiir welche O, - O, leer ist, folgt 


J KO. 2f Kiq 0, — 2x (0(0,) + o(0,)) ) O-. 
© ©,°O:+#0 


Wegen der Beschranktheit von O, und OQ, ist das letzte Integral endlich; 
ebenso sind o (0,) und o (Q,) endlich. Ist also j x@ 0, = + 00, so ist auch 
J Kw 0, = +0. Damit ist (20) bewiesen. 


Nun sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Wegen (20) existiert dann eine posi- 
tive Zahl d, derart, da8 


(22) { xiPo, < J K,,6, + 2ne 


ist. Eine solche Zahl d, halten wir fir alles folgende fest. Wir wollen das in 
dieser Ungleichung links stehende Integral nach unten abschatzen. 

Zu dem Zweck konstruieren wir im folgenden eine neue regulare Menge O* 
mit einfacherer Begrenzung. 

Wir spannen fiir jedes natiirliche h in den Bogen B;, (j = 1, 2; k = 1, 
..+,k;) ein die Endpunkte verbindendes Sehnenpolygon Sh, ein derart, daB 
die Sehnen, aus denen S?, besteht, Langen < + haben und Si, - Shy = 
B,, - By, ist fiir k + k’. In jeder Komponente von O; wihlen wir einen 
festen d.h. von h unabhangigen Punkt und bezeichnen nun mit 0} die 
Summe der diese Punkte enthaltenden Komponenten der Menge E —(S}, + 
Se Shr)) Dann existiert ein h, derart, daB zunachst, wenn wir 
F (O}) = Fi setzen, die Ungleichung 

10) Wir nehmen die Sehnenlangen sofort so klein an, da® keiner der genannten 
Punkte auf einem S%, oder zwischen SH, und By, liegt. 

¢ 


Mathemathische Annalen, tu. 38 
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(23) |FR—F,;|<e¢ fir h>h, 
gilt, und fir A (O}) = A} die Ungleichung 


(24) |Aj—Aj|\<e fir h>h, 


gilt. SchlieBlich setzen wir noch K (O}) = K}; dann gilt, wenn h, hinreichend 
groB ist, p(0%) = p (0,) und o(0}) = o(0,) fir h>h, und folglich 


(25) Kh=K, fir h>h. 


Ist h hinreichend groB, so liegt das Sehnenpolygon Shy in der > Umgebung”?) 
des Bogens B,, und daher jede beschrankte Komponente von E —O} in der 
© -Umgebung einer beschrankten Komponente von E —0O,. Da jede Kom- 


ponente von E —O*-0O, (bzw. E —O,-0,) eine Komponente von E —O* 
(bzw. E —0O,) oder eine Komponente von E —O, odereine Summe von Kom- 
ponenten von E —O* (bzw. E —O,) und von E —0, ist, so gilt fiir jedes 
hinréichend groBe h die Ungleichung (0? -0,) > o'®! (0, - 0,)). 

Nun ist aber d, eine Funktion der Lage von O, (vgl. S. 593). Wenn wir also 
soeben sagten: ,,Fiir jedes hinreichend groBe h‘‘, so hangt dieses , ,hinreichend“ 
von der Lage von O, ab. Wir miissen also genauer sagen: 


(26) Fiir jede Lage von O, existiert ein h, = h,[0,]>h,, so daB 
a(O? -0,) > a! (0, - 0,) fir h> hy. 


Fiir jedes natiirliche h’ > h, bezeichnen wir mit ”’ die Menge aller Lagen 
von 0,, fir welche o(0* - 0,)< o'%! (0, -O,) ist fir mindestens ein h> h’. 
Die Menge ©” ist beschrankt; denn sind ‘die konvexen Hiillen von O, und O, 
fremd, so sind O* - O, und O, - O, leer und daher o(0” - 0,) = o'®! (0, - 0,) = 0. 
Weiter ist 0*” > ©” fiir hk’ < h’. SchlieBlich ist der Durchschnitt aller 0” 
leer wegen (26). Wir bemerken noch, daB, weil o(0?-0,) und o*! (0, - 0,) 
meBbare Funktionen der Lage von Q, sind, die Mengen 0” meSbar sind.»Fiir 
ein hinreichend groBes h, > h, ist also der Inhalt der Menge h, kleiner. als 
e(a(0,) + ¢ (0,)¥2. “Nun ist o! (0,-0,) < o(0,-0,) < o(0,) + o(0,) und 
o(O* - 0.) S (Of) + « (O,) =o (O,) +. (O,) nach (1). Also ist 


Jo) (0,-0,) 6,<e und f o(0%-0,) 6,<e. 
Oo Oo 


11) Die 3-Umgebung einer Menge M C E ist die Menge aller Punkte von £ mit 
Abstanden < 8 von M. 

%*) Nur um diesen Schlu8 machen zu kénnen, haben wir o!@) (0, - O,) auf 8. 593 
eingefihrt. DieUngleichung «(O? -O,) 2 «(0,- O,) ist i. a. falsch. 
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Nach Definition von ©” ist 
J o@(0,-0,) 6, < J (0-0, 6, ftir h>h, 
o—o" 


D-— 
(D ist die Menge aller Lagen von O,). Also ist 


(27) J 1 (0, -0,) 6, S J o(0}-0,) O,4+2¢ fir h>hy. 
Oo 


Wir bezeichnen die (endlich vielen) Komponenten von St, —B,, in 
irgendeiner Reihenfolge mit 7%}, T"?,.... Jedes Th! ist eine offene (d. h. 
um die Endpunkte reduzierte) Sehne von B,, und bildet zusammen mit 
demjenigen Teilbogen B?? von B,,, der dieselben Endpunkte hat wie 92, 
eine einfach geschlossene Kurve. Das Innengebiet dieser Kurve bezeichnen 
wir mit Z>? 

Es sei ©’ == ©’ (hk) die Menge aller Lagen von O,, bei welchen fiir jedes 
k=1,..., kh, und jedes n =1,2,... die folgenden drei Bedingungen er- 
fiillt sind: 


(28) O€ hat mit 7" héchstens.einen einzigen Punkt gemein; 

(29) 7% stiitzt OF nicht lokal; 

(30) keiner der Endpunkte der Bogen B,,..., B,,, liegt in Z Ss. 
Wir behaupten die Ungleichung 

(34) 9 (O,-0,) > 9 (O*- O,) fiir jede Lage von O, aus ©. 


Zu dem Zweck betrachten wir eine beliebige Komponente D” des Durch- 
schnittes 0? - 0, und zeigen zunachst: 


(32) D+ OF ist nicht leer (0? = 0, — Y Z™). 
k,n 


Angenommen namlich, D” - 0 ware leer. Dann gilt also D* C 0? —O* und 
folglich D*® C 2 Zh" da D* offen ist. Nun ist jede Komponente von > zhn ip eine 
der Mengen Z*%. Da D* zusammenhangend ist, ist also D” in einer Menge Z?} 

enthalten. Zur Mites bezeichnen wir diese Menge mit Z, das a 
(d. h. mit denselben Indizes versehene) B*" bzw. T*? mit B bzw. T und den 
gréBten offenen Teilbogen von B mit B. Nun ist nicht D® = Z; denn sonst 
ware B wegen BC Z* = D™ CO” + OF und B - O%* = 0 in OF enthalten 
und OF enthielte daher die beiden Endpunkte von T im widsmmengh zu 
(28). Also ist D” eine echte Teilmenge von Z und daher D'™* - Z nicht leer. 
Ist p ein Punkt von D”™ - Z, so ist er wegen (30) ein innerer’(d. h. von den 
Endpunkten verschiedener Punkt) eines Bogens B,, (k = 1, ..., 4,). Dieser 
Bogen B,, zerfallt durch p in zwei Teilbogen B,, und By,. Beide durch- 
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laufen wir von p aus. Auf mindestens einem von ihnen treffen wir dabei 
wegen (28) und (30) vor Erreichen des von p verschiedenen Endpunktes auf 
einen létzten Punkt g, der in B liegt; die auf g zunachst folgenden Punkte 
liegen in 0” (denn aus D" C Z folgt Z - 0” + 0, also ZC O* und hieraus, 
daB beide Ufer von B in O, liegen). Da aber g (als Punkt von B) in O* und 
mindestens ein Ufer von B,, in O, liegt und zu D* nicht fremd ist, liegen alle 
zu q hinreichend benachbarten Punkte dieses Ufers sowohl in O* als auch in 0, 
und somit in D”. Unter diesen Punkten kommen aber auch Punkte von 0* vor. 
D* wire also zu 0” doch nicht fremd, entgegen unserer Annahme. Damit ist 
(32) bewiesen. 

Nun seien D?, .. . , D? endlich viele, verschiedene Komponenten des Durch- 
schnittes 0” - 0, (2 < p(O* - O,)). In jeder der nach (32) nicht leeren Mengen 
Di - OF, ..., Dt - Of wahlen wir einen Punkt: Q,,..., Q,- Es seien D,,..., D, 
die diese Punkte enthaltenden Komponenten des Durchschnittes 0, -0O,. Wir 
behaupten: D,,..., D, sind paarweise verschieden. 

Angenommen etwa, es wire D, = D,. Dann kénnen wir die Punkte Q, 
und Q, verbinden durch einen Streckenzug C C O,-O,. Wir fiihren diese An- 
nahme zu einem Widerspruch, indem wir C in eine zusammenhdngende 
Streckensumme C abandern, welche ebenfalls die Punkte Q, und @ verbindet, 
jedoch in O* - O, liegt; ein solches C gibt es aber natiirlich nicht. Wir beginnen 
mit der Durchfithrung dieser Abanderung. 


Indem wir die von den Endpunkten Q, und Q, verschiedenen Endpunkte 
von C beliebig wenig verriicken, kénnen wir sofort annehmen, da8 C mit jeder 
Sehne 7" héchstens endlich viele Punkte gemein hat. 


Fir jedes 7"? mit C- 7" +0 machen wir nun folgendes. 1. Fall: Of - 7?” ist 
leer. Dann sei g, der erste und g, der letzte Punkt von 7", den wir bei einer 
Durchlaufung des Bogens C von Q, nach Q, treffen. Wir wahlen kurz vor 
q, auf C einen Punkt g, und kurz hinter g, auf C einen Punkt @, und tilgen 
den offenen Teilbogen von C mit den Endpunkten q, und g, und fiigen statt 
dessen die offene Strecke mit denselben Endpunkten ein. 2. Fall: Of - T?? 
ist nicht leer. Dann besteht nach (28) dieser Durchschnitt O% - 7" aus genau 
einem Punkt g, und zwar stiitzt 7"? die Menge O% in g nach (29) nicht lokal. Aus 
(28) und (30) folgt, daB der Durchschnitt OF “Zh einen Bogen enthalt, welcher 
q mit einem Punkt von ‘B’? verbindet. Folglich liegen die beiden Komponenten 


Thr’ und 7" von T*" —(q) in zwei verschiedenen Komponenten von Z*% —O%. 
Und hieraus folgt weiter: ist g bzw. q, der erste bzw. letzte Punkt von 7*}" 
und g;’ bzw. gj der erste bzw.‘letzte Punkt von 7?%”, den wir bei der Durch- 


laufung von C treffen?4), so passieren wir diese vier Punkte in der Reihenfolge 


®) Tretorn q, und q,’oder 4” und gf nicht auf, so lasse man die darauf bzgl. Tile 
unserer Cherlegungen einfach weg. 
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91> G2» 91> 9g» Nun wahien wir auf C kurz vor g{ und q/’ einen Punkt 7; bzw. 7// 
und kurz hinter g, und 9,’ einen Punkt 7, bzw. 7’ und tilgen nun aus C den 
offenen Teilbogen mit den Endpunkten g; und re fiigen stattdessen hinzu 
die offene Strecke mit denselben Endpunkten; ebenso tilgen wir aus C den 
offenen Teilbogen mit den Endpunkten 7;' und 9; und fiigen statt dessen 
hinzu die offene Stre¢ke mit denselben Endpunkten. Diese Tilgung offener 
Bogen aus C und Einfiihrung offener Strecken an ihrer Stelle fiihren wir 
durch fiir jede Sehne 7? die zu C nicht fretnd ist. Dadurch geht C iiber in 
eine die Punkte Q, und Q, enthalteade, zusammenhangende endliche Strecken- 
summe C. Sie hat die folgende Eigenschaft: 


(33) €CO-O 


Denn die durch die Tilgung nicht betroffenen Punkte von C liegen in O*, 
weil sie enthalten sind in 0, —% (Zhr + T"*) C OF; weiter liegen auch die hin- 


zugefiigten offenen Strecken in 0;, falls die Punkte ¢', 95,9; 9) nahe genug 
bei den Punkten g/, 93, 9; , 9 liegen; drittens liegen diese Strecken in O,, falls 
die ersteren Punkte nahe genug bei den letzteren liegen, weil dann diese 
Strecken zu OF fremd sind, wahrend ihre Endpunkte als Punkte von C in 0, 
legen. 

Weil aber € zusammenhangend ist und die Punkte Q, € D* und Q, € Dh 
enthalt, fallen wegen (33) die beiden Komponenten D* und D} zusammen, 
im Widerspruch zur Voraussetzung. 

Damit ist bewiesen, daB die Komponenten Dh, eoug Dh paarweise ver- 
schieden sind. Der Durchschnitt O*- 0, hat also mindestens Komponenten 
fir jedes natiirliche p < p (0% - O,). Also gilt (31). 

Aus (31) folgt 


(34) Je :0,) 0, > J p (OF - O,) Oy. 


Nun sei ©, = ©, (hk) bzw. DO, = ©, (hk) bzw. OD; = O 3 (h) die Menge aller 
Lagen von O,, bei welchen die Forderung (28) bzw. (29) bzw. (30) nicht erfiillt 
ist. Dann ist 


(35) D—O' = 0, + Oy + Os. 
Wir wollen die Integrale 

J e(0%. 0,) 6 (i = 4, 2, 3) 
abschatzen. a 
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Hierzu beweisen wir (dieser Beweis reicht bis auf S. 602) die Existenz 
zweier positiver Zahlen m, und h, = hg, fiir welche folgendes gilt: 


(36) fe (O*.0,) 6,<e fiir jede Menge ©, C © mit m(D,)<_m, und alle h>h,. 


Es sei % die Menge aller Lagen von O,, bei welchen ein Verzweigungspunkt 
von O** in OF liegt. N ist eine Lepescuesche Nullmenge, da L (0%) < + 00 
ist wegen (3). Nun habe O, eine Lage aus D — M. Es sei p eine beliebige natiir- 
liche Zahl < p(O* - O,). Wir wahlen p Punkte p,,..., P, in p verschiedenen 
Komponenten von 0” - 0,. Dann trennt OM die Punkte p,, ..., py zu je zwei 
in O,. Ist 7,,; T,, ... eine monoton fallende Folge von abgeschlossenen Teil- 
mengen von O%*, welche die Punkte p,, ..., Pp, 2u je zwei in O, trennen, so 
hat auch der Durchschnitt 7, - 7, ... diese Eigenschaft. Folglich enthalt O%* 
eine abgeschlossene Teilmenge 7, welche p,,..., p, zu je zwei in O, trennt, 
wahrend keine echte, abgeschlossene Teilmenge von F diese Eigenschaft hat"). 
T ist darstellbar als Summe endlich vieler Bogen C,, ..., C;, die zu je zwei 
héchstens einen Endpunkt gemein haben und von denen jeder, bis eventuell 
auf die Endpunkte, in O, enthalten ist. Nun enden in einem Punkt von Of 
héchstens zwei der Bogen C,,..., C;, da auf OF keine Verzweigungspunkte 
von O** liegen. Tilgen wir also einen solchen Punkt, sowie die in ihm endenden 
gréBten offenen Teilbogen von Bogen C,,...,C; und bezeichnen wir mit 7” 
die iibrig bleibende Teilmenge von 7, so hat also 0, — 7” héchstens zwei 
Komponenten weniger als 0, — 7. Ist also k die Anzahl der Punkte des Durch- 
schnittes 7 - Of und fihren wir fiir jeden von ihnen diese Tilgung durch, so 
bleibt von 7 eine Bogensumme 7” iibrig, welche in O, enthalten ist und die 
Eigenschaft hat, daB 0, — 7” héchstens 2k Komponenten weniger hat als 
0, — T. Folglich liegen von den Punkten p,,..., p, mindestens p —2k, 
etwa P,,.--,Pp— 9, in verschiedenen Komponenten von O,— 7", werden 
also zu je zwei durch 7” in O, und mithin durch 7” + OF in der Ebene E 
getrennt. Da O, nur p (O,) Komponenten hat, trennt OF hichstens p(O,) der 
Punkte p,, .--, Pp—o» in E voneinander. Nun ist 7” zu Of fremd. Also trennt 
T” mindestens p —2k —p(O,) der Punkte p,,..., P,9, in Z voneinander 
Wegen 7” C on, a on liegen diese p —2k—p(Q,) Punkte also in 
verschiedenen Komponenten von 0%. Da aber 0” nur p (O”) = p(0,) ver- 
schiedene Komponenten hat, ist p —2k—p(0,) <p (O,). Folglich ist 
0 <2k + e(0,) + p(O,). Da p eine beliebige nafirliche Zahl < p (0% -O,) 
ist, gilt 9(O% -O,) [2k + e(0,) + e(0,). Nun ist k die Anzahl der Punkte 
des Durchschnitts 7 - OF. Also gilt wegen 7 C O/* fiir die Anzahl D (0%*, OF) 
der Punkte des Durchschnitts O%*-O% die Ungleichung k < D (0%*, O%) 
und somit 


14) Mencer, K.: Kurventheorie, 8.57, Leipzig-Berlin 1932. 
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(37) — p(OR-O,) S2D(OM*, OF) + P(O,) + PO) fur 0, E O— MN. 


Nun sei 9’ die Menge aller Lagen von O,, bei welchen ein Endpunkt oder 
eine Ecke eines der Bogen B,,,..., B,,, auf einem der Bogen B,,,..., By,, 
oder ein Endpunkt oder eine Ecke eines der Bogen B,,,..., B,,, auf einem 
der Bogen B,,,..., B,,, liegt oder einer der Bogen B,,,...,B,,, einen der 
Bogen B,,, ..., By, beriihrt™®). Da diese Bogen simtlich konvex sind, ist 2’ 
eine Nullmenge. Weiter sei R’’ die Menge aller Lagen von O, mit D(Of, Of) = 
= +00. Nun ist 


(38) J 03,0) .< +00 
weil 
(39) f D(0%, Of) 6, = 4L (0%) - L(Of) 


ist nach H. Porncaré™) und (3) gilt. Also ist auch §’’ ‘eine Nullmenge. 
Bei jeder Lage von O, aus 0 —(R’ + MN’) durchsetzt in jedem der endlich 
vielen Punkte des Durchschnittes Of - Of, falls Of - OF + 0 ist, einer der 
Bogen. B,,,..., B,,, eimen der Bogen B,,,..., By,,. Also gibt es eine Zahl 
h,[O0,), abhangig von der Lage von O,, so daB 


D(OM, OF) > D(O*, OF) far O, EC DO — (MN + MN") und h> hg [O,). - 


Hieraus folgt durch analoge Uberlegungen wie auf S. 594 im Anschlu8 an 
(26), daB fiir jede positive Zah] 8 eine meBbare Menge I von Lagen von O, 
mit 


(40) m(M)< 8 


und eine feste (d.h. von der Lage von 0; unabhangige) natiirliche Zahl h, = 
h, (8) existiert derart, daB 


(41) D(OM, OF) > D(O%, OF) fir O, EC O—M und h> hg. 
Neben (39) gilt auch die Gleichung 
(42) J D(O™, O%) 6, = 4L(0™) - L(O%). 


AuBerdem ist fiir h — + co 


(43) lim L(OM) = L(O*) 


15) Ist, ein gemeinsamer innerer (d. h. von den Endpunkten verschiedener) Punkt 
zweier Konvexbogen B und B’ und existieren in p die Tangenten T und 7” an B 
und B’, so sagen wir, B und BY berihren sich bzw. durchsetzen sich in p, wenn 
T = T’ bzw. T + T” ist. 

18) Siehe 1) u. Maax, W.: Hamb. Abh. 12, 163-178 (1938); Math, Ann. 118, 


299-304 (1942); Math. Ann. 119, 162-164 (1943). 
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nach. Konstruktion von O*. Also gilt 


(44) lim J D(OM, 0%) 6, = J D(O%, Of) 6,. 


Fiir jedes natiirliche h bezeichnen wir mit ©" die Menge aller Lagen von Oy, 
bei welchen D(O**, OF) > D(O%, O%), also 


(45) DON", OF) — DOF, Of) S41 
ist. 

Erstens behaupten wir nun: 
(46) lim m(D") = 0. 


Angenommen, dies ware falsch. Dann existiert ein 3 > 0 derart, daB 
(47) m(®") > 38 fir unendlich viele h. 


Zu dieser Zah] 8 wahlen wir eine Menge 2 von Lagen von QO, und eine natiir- 
liche Zahl hg derart, daB (40) und (44) gilt; auBerdem wahlen wir M (d.h. den 
Inhalt m(M)) so klein, daB 


(48) J D (03,03) 6, < 8. 


Da nach (41) und der Definition von 0" fiir jede Lage von 0, aus D —(M+ 0") 
die Gleichung DO, OF) = D(OF, OF) gilt, ist 


§ D(O%*, 0%) 0, — J D(0}, 03) 0, = 
J D(0%*,0%) 6, J D(07, 0%) d, + J (DION, 0%) — D(0?,03)) dy. 
mM om 


Nun ist das erste Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung > 0 wegen 
D (O%*, O%) > 0; das zweite ist < 8 nach (48); das dritte ist > 25 fiir unend- 


lich viele h, da m(O* —M) > 28 ist fiir unendlich viele h nach (40) und 


(47) und da (45) gilt. Also ist 
J D(OM*, Of) 0, . D(O%, 0%) 6, >8 


fiir unendlich viele h, im Widerspruch zu (44). Also gilt (46). 
Zweitens behaupten wir: 


(49) lim f D@O*, 0%) 6, = 0. 
o 


Angenommen, dies ware falsch. Dann existiert also eine positive Zahl 3 derart, | 
daB 
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(50) J DOM, Of) 6, = 38 fir unendlich viele h. 
o 


Wieder wahlen wir die Menge M und die Zahl h, so, daB (40), (41) und (48) 
gilt. Nun ist, weil D(OM, OF) = D(O*, OF) fir 0, EC O—(M+ O") gilt, 


f D(o™, Of) 6, ae | D(0*,0%) 6, = 


J D(oy,0%)6,— J D(Of,0%)6, +f D(O¥, Of) 6, — J DO7,03)4,. 
m-o m- 0" 0 0 


Das erste Integral rechts ist wieder > 0; das zweite wieder < 3 wegen (48); 
das dritte ist >3 8 fiir unendlich viele h nach (50); das vierte ist < 3 fiir fast 
alle h wegen (46) und (38). Also gilt 


J Dio, 0%) a— J D(O,,0,) 6, >8 


fiir unendlich viele h, im Widerspruch zu (44). Also gilt (49). 
Nun ergibt sich (36) folgendermaBen. 
Wegen (38) existiert ein m, > 0 derart, daB fiir jede meBbare Menge 0, 


von Lagen von O, mit m(D,) << my gilt 

(51) J D(0%,03) 0,< §. 
®, 

Wenn wir m, hinreichend klein wahlen, gilt auch 


my*(p(O,) + p03) < 5- 
Nun ist 
J Dior, Of) 0, < J DOM, 07) 0, + J DOr, 03)d,. 
Oe o> O.- ch 
Wegen (49) existiert ein natiirliches h, > hs, unabhangig von Oo, so daB das 


erste Integral rechts <5 ist fir h>h,; das zweite Integral ist <> nach 
(51), weil fir O, nicht € 0" gilt DO, OF) S D(OF, OF). Also ist 


f 20%. OF) 0, < § fiir h > hy. 
D. 
Hieraus und aus (37) folgt nach der Wahi von m, 
J °O%-o9 O.< ce fiir h> hy. 


Damit ist (36) bewiesen. 
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Ist S eine Strecke der Lange s, so sei mit D’ (S, OF) (< + 00) die 
Anzahl der Punkte des Durchschnittes S-Of bezeichnet, falls diese Anzahl 
> 2 ist; andernfalls sei D’(S, OF) = 0 gesetzt. Dann gilt weil L(Of) < + 00 
ist wegen (3), 


lim 4 f D’(S,0%) 0, = 0%). 
© 
Ist also 8 > 0 beliebig gegeben, so existiert ein s(8) derart, caB aus s< (8) 


folgt 
J DS, 07) O<8°s. 


Nun sei speziell 8 - 
< + haben, so gilt also 


A) 703) gesetzt. Da die Sehnen 7"? nach 3.593 Langen 


f DTH, on 0, << 3- LiTY) tar h > AT 
© 


Da > Un < XJ L(B,,) = L(OF) ist, so folgt 
k,n k 
>» jorT Of) 0, << 3- L(O%). 
Ayn 


Da D’ (Tes, OF) niér. negativ und ganzzahlig ist, hat folglich die Menge 
aller Lagen von 0 fiir welche mindestens ein D’(7T*?, O%)> 0 ist, d.h. 
die Menge ©, einen shalt m(D,) < 3- L(Of) = mo. Wegen (36) folgt 


(52) feo 0.) O.<¢ fiir fast alle h. 
re 


Die Menge aller Lagen von O,, fir welche OF durch ein festes 7% lokal ge- 
stiitzt wird, ist eine Nullmenge. Also ist auch ©, eine Nullmenge. Mithin ist 


(53) J P0}-0,) 0, =0. 


Da die Sehnen 7"? Langen << 4 haben, ist die Menge Pa Zh fiir jedes 


hinreichend groBe h in einer Ail Umgebung = of enthalten. 


Da L(Of) endlich ist wegen (3), ist also der Flicheninhalt der Menge xm ik 
k 


n 
fiir hinreichend groBes h beliebig klein. Also ist auch der Inhalt der Menge 0, 


17) Maax, W.: Hamb. Abh. 12, 167 (1938). Nésexine, G.: Verallgem einerung 
eines Satzes von Herrn W. Maax. Erscheint demnachst. 
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fiir hinreichend groBe h beliebig klein, insbesondere < my. Folglich gilt 
nach (36) 


(54) J (On -0,) O,<e fiir fast alle h. 
Aus (34), (35) und (52)-(54) folgt 
J (0-09 O, 2 0 (O" - O,) O, —3e fiir fast alle h. 
Und dies zusammen mit (22) und (27) ergibt 
(55) J Kuo, > J K (O*-0,) 0, —12e fiir fast alle h. 


Ein h> h,, fiir welches (55) gilt, halten wir nun fest. Dann existiert aus 
Symmetriegriinden ein k > A, derart, daB 


(56) J K(O}-0,) 0,2 [ KO} 0%) 0,—120e 
gilt. 

Aus (55) und (56) folgt 
(57) J KOs =f K(O}-O} O,—24ne. 


Nun liegt fir 0” und O} der Fall 2. 1 vor. Also ist 
(58) {KO}: 0% O, = 2n- (Kh: Fi + Ky: Fi + Al: Ad). 
Aus (23)-(25), (57) und (58) folgt 
J Kaa Oy 220° (Ky Fa + Kea’ Fy +Ay'Ag)—2me- (Ky + Ka thy that )— A126. 


Da ¢ eine beliebige positive Zahl ist, gilt (19). 

Damit ist die Hauptformel im Fall 2.2 bewiesen. 

Bevor wir uns dem Fall 2.3 zuwenden, fiihren wir drei vorbereitende Be- 
trachtungen A., B. und €. durch. 

A. Wir behaupten, daB aus p(0,)< +00 und p(0,;)< +00 (Fall 2., 
S. 587) folgt: 


(59) O} besteht aus endlich vielen Komponenten (j = 1, 2). 


Sind 0,,,..-, O; (P= p(O;)) die Komponenten von O,, so gilt OF =O7, +... 
+ OF,. Daher geniigt es zu zeigen, daB OF, ,..., OF, aus je endlich vielen Kom- 
ponenten bestehen. Fiir jedes r = 1,..., p ist nun E —0,, = (E —0O;) + 
+ D> 0O;,; hierin besteht der erste Summand rechts aus endlich vielen Kom- 

i+r 
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ponenten wegen 6(0;)< + co und die p —1 tibrigen Summanden sind zu- 
sammenhangend ; fiir O;, gilt also neben «) auch 8), d. h. O;, ist regular. AuBer- 
dem ist 9(0;,) = 1. Es geniigt also, (59) unter der Voraussetzung zu beweisen, 
daB O; zusammenhangend ist. Diese Voraussetzung werde gemacht. 


Nun seien Hy,..., H, (c = a (0,)) die endlich vielen Komponenten von 
E —O,, Weiter seien C’ und C”’ zwei beliebige Komponenten der Begrenzung 
OF von O; Wegen OF C E —9O, ist C’ in einer Komponente H,, und C” in 
einer Komponente H,, enthalten. Wir behaupten: s’ + s’’. 

Da C’ identisch ist mit der Menge aller Punkte p von O7, welche mit C’ fiir 
jedes 3 > 0 durch eine 3-Kette C GF verbunden werden kénnen (d.h. fiir welche 
es eine endliche Folge py € C’, p,, - - -, Py» = Pp von Punkten aus OF gibt derart, 
daB p,_, und p, fiir jedes s = 1,..., m einen Abstand < 3 haben), existiert 
ein 53> 0 derart, daB C’ und C” durch keine 3-Kette C OF verbunden werden 
kénnen. Die Menge B aller Punkte von 0}, wekhe mit C’ durch eine 8-Kette 
verbunden werden kénnen, ist in Of abgeschlossen, in Of offen und als 
Teilmenge von OF beschrankt. Also hat B von OF — B einen positiven Abstand 
7. Wir iiberdecken B durch endlich viele, offene, zu B nicht fremde Kreis- 
scheiben, deren abgeschlossene Hiillen zu Of — B fremd und deren Durch- 
messer < y, sind. Dann ist die Summe V dieser Kreisscheiben eine offene Menge, 
fiir welche C’C-BC V und C” C E—Y gilt. Die Begrenzung V* von V trennt 
also C’ und C” voneinander. AuBerdem ist sie zu OF fremd; denn ein be- 
liebiger Punkt von V* liegt in keiner der offenen Kreisscheiben, also nicht in 
B; anderseits liegt er in der Begrenzung mindestens einer der Kreisscheiben, 
hat also von OF — Beinen positiven Abstand. Indem wir notigenfalls die 
Kreisscheiben ein wenig vergréBern, kénnen wir sofort annehmen, da8 V* eine 
Summe endlich vieler paarweise fremder, einfach geschlossener Kurven 
G,,..-,G,ist. Da V* =G, +--+ + G, die Mengen C’ und C” voneinander 
trennt und C’ zusammenhiangend ist, mu8 schon eine der Kurven G,, .. ., G,, 
sie heiBe G, die Mengen C’ und C’’ trennen. 


Wegen G C E —O} ist G entweder in O; oder in E—-O, enthalten. Im ersteren 
Fall sind die C’ und C” enthaltenden Komponenten H,, und H,,, von E —O; 
verschieden, d. h. aber, es ist s’ + s’’. Der letztere Fall kann aber nicht ein- 
treten; denn O, ist zusammenhangend und wegen C’ + C’’ C OF gibt es sowohl 
in beliebiger Nahe von C’ als auch von C” Punkte von O;. Es ist also tat- 
sachlich s’ + s’’, wie wir behauptet hatten. 


Hieraus folgt aber, daB jede der Komponenten H,,..., H, von E se 
héchstens eine einzige Komponente C von OF enthalten kann. Da, wie 
schon bemerkt, jedes C in einer Komponente H, von E —Q, liegt, ist also 
die Anzahl der Komponenten von O7 héchstens gleich o + 1, also endlich. 
Das heiBt, es gilt (59). 











| 
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B. Es sei K ein lokal zusammenhangendes Kontinuum?!*) der Ebene E£, 
das mehr als einen Punkt enthalt und fiir welches L(K) < + © ist, und 
G eine Komponente von E — K. Fiir jedes natiirliche h existiert dann’) 

erstens eine Kurve K" und eine Komponente G" von E — K" mit folgen- 
den Eigenschaften: 

(60) K" ist darstellbar als Summe endlich vieler Konvexbogen, die zu je zwei 
héchstens Endpunkte gemein haben; 


(61) K°cG; 
(62) G- K" ist leer (also K" C K) oder die Komponenten von G- K" sind end- 


lich oder abzahlbar unendlich viele, offene Strecken T"" (n = 1, 2,...), 
deren Endpunkte in K liegen; 


(63) Gc — K*, 


(64) fiir jede Strecke 7" liegt ein Ufer in G", das andere nieht; 
(65) die zu G" fremde Komponente Z"" von G— 7" hat einen Durch- 


messer << ; (also T"™ eine Lange << x3 
(66) GAceéc...cG; &4+64+...=6G; 


zweitens eine geschlossene, konvexe Kurve ‘K" der abgeschlossenen Hiille 
G der offenen Kreisscheibe ‘'G =[z* + y* << 1]- das Innengebiet von ‘K" 
heiBe ‘G" - mit folgenden Eigenschaften: 
(67) 'G -'K" zerfallt in genau so viele Komponenten '7"" (n = 1, 2,...) 
wie G- K" und diese Komponenten sind (dffene) Sehnen der Peripherie 
iG —'G ='G"; 


(68) Cel Pe. nO ‘G+ 'Gt+...='G; 
drittens eine Abbildung + = +" mit folgenden Eigenschaften: 


(69) + bildet die, Kreisscheibe ‘G bzw. die punktierte Kreisscheibe ‘G — (p,) 
(py ein Punkt von ‘G*) eindeutig und stetig auf G ab, je nachdem, ob G 
beschrankt ist oder nicht; 


18) Ein Kontinuum KX ist eine zusammenhangende, beschrankte und abgeschilosse- 
nen Menge. K ist lokal (oder im Kleinen) zusammenhangend, wenn es zu jedem Punkt 
p von K und jedeme > Oein 8 > 0 gibt derart, daB es zu jedem Punkt g von K mit 
einem Abstand < 8 von p ein Teilkontinuum K’ von K mit einem Durchmesser 
< 8 gibt, welches p und gq enthalt. Die lokal zusam menhangenden Kontinuen sind 
identisch mit den eindeutigen stetigen Bildern einer Strecke. Ist O eine Teilmenge 
eines lokal zusammenhangenden Kontinuums, die zusammenhangend und in K 
offen ist, so kénnen je zwei Punkte von O durch einen Teilbogen von O verbunden 
werden (ein Bogen ist ein topologisches Bild der Strecke). 

1%) Népetinc, G.: Ein gemeinsamer Béweis des Jonpanschen Kurvensatzes und 
zweier damit zusammienhangender Satze. Erscheint demnachst. 
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(70) + bildet ‘G bzw. ‘G — (p,) auf G und ’G" bzw. 'G" — (p,) auf G" topo- 
logisch ab; 
(71) + bildet ‘G* auf G* und 'G"* auf G™ eindeutig und stetig ab; 
(72) + bildet fiir jedes n, fiir welches ‘7"" und 7" existieren, 'T"" topo- 
logisch auf T*" ab. 
Wir behaupten nun : 


(73) lim A(G") = A(6). 


Durch die Abbildung + der geschlossenen Konvexkurve ‘K" = Gh —’‘G" 
baw. der Kreisperipherie ‘G* auf K" = G"* bzw. auf G* wird in K" bzw. G* 
eine Durchlaufung festgelegt, wird also K” bzw. G* zu einer stetigen Kurve.®) 
Die Lange dieser Durchlaufung (die Lange dieser stetigen Kurve) bezeichnen 
wir mit L,(K") bzw. L, (G*). Da die Abbildung + nach (69) stetig ist und 
wegen (68) die Konvexkurven ‘K" = ‘G"* mit h-—» +o gegen die Kreis- 
peripherie ‘G* konvergieren, so konvergieren die stetigen. Kurven 'K" gegen 
die stetige Kurve G* (einschlieBlich der Durchlaufung). Wegen der Unterhalb- 
stetigkeit der Durchlaufungslange ist also einerseits 


lim L,(G™) > L,(G*). 
hoo 


Anderseits folgt aus (62), (69) und (71) 


L,(G™) < L,(G*) fiir jedes h = 1, 2,.... 
Also ist 
lim L(G") = L,(G*). 
hoo 


Zum Beweis der Gleichung (73) haben wir also nur die Gleichungen 


(74) L(G) = A(G") fiir jedes h = 1, 2,... 
und 

(75) L,(G*) =A(G) 

zu beweisen. 


Nach (60) und (63) ist G™ darstellbar als Summe endlich vieler Konvex- 
bogen B,,..., B,, die zu je zwei héchstens Endpunkte gemein haben. Nach 
(2) ist A(G") = 8,-L(B,) +...+8,-L(B,), wobei 8; =1 oder =2 ist, 
je nachdem nur ein Ufer von B, in G" liegt’ oder jedes der beiden Ufer. Da aber 


®) Wir nehmen ‘X* und ‘G* positiv orientiert an. — Eine stetige Kurvewst ein 
stetiges Bild einer Strecke oder einer Kreisperipherie. Ihre (Durchlaufungs-) Lange 
wird mittels eingespannter Sehnenpolygone analog definiert wie die Lange eines 
Bogens. 
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nach (70) und (74) die Abbildung + das Gebiet ‘G" bzw. ‘G" — (p,) topologisch 
auf das-Gebiet G* und ‘G™* eindeutig und stetig auf G* abbildet, wird bei 
der durch t induzierten Durchlaufung von G™ jeder Bogen B, ein oder zwei- 
mal durchlaufen, je nachdem nur ein Ufer von B, in G" liegt oder beide 
Ufer. Also gilt auch die Gleichung L,(G*) = 3,- L(B,) +... + 8,- L(B,). 
Mithin gilt (74). 

Zum Beweis der Gleichung (75) bezeichnen wir fiir einen beliebigen Punkt 
p von G* mit e(p) die Anzahl der t-Urbildpunkte von p und setzen 8(p) = 
= 1 oder = 2, je nachdem p in der Begrenzung mindestens einer der endlich 
oder abzahlbar unendlich vielen Komponenten G,, G,,... von E —G liegt 
oder nicht. Wir behaupten, daB e(p) = 8(p) ist in jedem Punkt p von G* 
auBer héchstens in den Punkten p einer Menge N mit dem linearen Cara- 
tHtopory-Ma8B L(N) =0. Um dies zu beweisen, betrachten wir drei Men- 
gen N;, N, und N,. 

N, sei die Menge aller Punkte p von G*, tiir welche e(p) > 3 ist. Fiir jeden 
Punkt p aus N, gibt es auf der Kreisperipherie ‘G* drei Punkte q,, g, qs, 
die durch + auf p abgebildet werden. Von jedem dieser drei Punkte aus zeich- 


nen wir in 'G die radiale Strecke bis zum Kreis z* + y? = +. Das +-Bild der 


Summe dieser drei Strecken ist ein Dreibein mit dem Zentrum p, d.h. eine 
Summe von drei in p endenden Bogen, die zu je zwei nur den Punkt p gemein 
haben. Fiir je zwei verschiedene Punkte aus Ny sind die so konstruierten 
Dreibeine fremd zueinander. Nun kann aber ein System von paarweise frem- 
den Dreibeinen der Ebene E héchstens abzdhlbar viele Dreibeine enthalten. 
Also ist die Menge N, abzahibar. (Wir nennen den verwendeten Schlu8 kurz 
den DreibeinschluB.) 

N, sei die Menge aller Punkte p von G* —N,, fiir welche e(p) = 2 und 3(p) 
= 1 ist. Nach Definition von 3(p) ist N, = N,-G,*+N -G,*+..., Da 
G, eine Komponente von E —G* und G* als Bild +('G*) der Kreisperipherie 
ein lokal zusammenhangendes Kontinuum ist, existiert analog zu t eine 
eindeutige, stetige Abbildung +, der Kreisscheibe ‘G bzw. der punktierten 
Kreisscheibe "G — (pq) auf G;, welche 'G bzw. 'G —(p,) topologisch auf G, 
und die Peripherie 'G* eindeutig und stetig auf die Begrenzung Gf von G, ab- 
bildet. Ist nun p ein beliebiger Punkt von N,- Gf, so hat er einen +,-Urbild- 
punkt g auf ‘G* und zwei t-Urbildpunkte g, und g, auf ‘G* (letzteres wegen 
e(p) = 2)). Von den Punkten g, g, und g, (von denen iibrigens der erste mit 
einem der beiden anderen zusammenfallen kann), zeichnen wir wieder die 


radialen Strecken ins Kreisinnere bis zum Kreis z* + y® = + sie mégen S, 


S, und S, heiBen. Daraus, daB 'G bzw. 'G — (p) durch + topologisch auf’G 
und durch +, topologisch auf G, abgebildet wird und da8 G, zu G fremd 
ist, ergibt sich erstens, daB +,(S) + +(S,) + t(S,) ein Dreibein mit dem 
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Zentrum p ist und da® zweitens fiir zwei verschiedene Punkte von N,- Gt 
diese Dreibeine fremd sind. Nach dem Dreibeinschlu8 ist also die Menge 
N,- G? abzahlbar. Dies gilt fiir jedes i, fiir welches G; existiert. Also ist die 
Menge N, abzahibar. 

N, sei die Menge aller Punkte p von G* — Ng, fiir welche e(p) = 1 und 
3(p) = 2 ist. Es sei weiter H die Menge aller Punkte p von K, in welchen 
K eine Tangente besitzt. Wegen L (K) < cd ist L(K —H) =0.™) Wir betrach- 
ten einen Punkt p von G* - H, fiir welchen 3(p) = 2 ist. Ist T die Tangente an K 
in p, so zerfallt eine zu 7 senkrechte, hinreichend kurze Strecke S mit dem 
Mittelpunkt p durch Tilgung von p in zwei halboffene Strecken S’ und S”, 
die in E —G* liegen. Wegen 3(p) = 2 liegen sie sogar beide in G. Sind J’ 
und U" die beiden t-Urbildmengen von S’ und S”, so werden die Mengen 
U' —U’' und 0” —U" (sie sind in der Kreisperipherie ‘'G* enthalten) durch 
+ auf p abgebildet. Angenommen, die Menge (U’ — U’) + (U” —U") be- 
stiinde nur aus einem einzigen Punkt g. Dann ware fiir je zwei zu g hinreichend 
benachbarte Punkte q' € U’ und g” € U” die Verbindungsstrecke V C 'G be- 
liebig kurz. Es kénnen also je zwei zu p hinreichend benachbarte Punkte 
p’ =t(q’) € S’ und p” =<(q") € S” durch einen Teilbogen +(V)CG mit einem 
beliebig kleinen Durchmesser verbunden werden. Dies ist aber talsch, da p’ 
und p” auf verschiedenen Seiten der Tangente 7 an K liegen. Also enthalt 
die Menge (0 — U’) + (0” — U") mindestens zwei Punkte. Es ist also e(p) 
= 2 und folglich, wenn pin G*—N, liegt, e(p) = 2. Damit ist gezeigt: Fiir jeden 
Punkt aus H - (G* —N,), fiir welchen 8(p) = 2 ist, ist auch e(p) = 2. Also 
ist V, zu H-(G* — N;) fremd. Daher gilt N, C (G* — N,) —H- (G* —N;) 
= (K —H) (G*—N,) C K—H. Wegen L(K — H) = 0 ist also L(N,) = 0. 

Zusammenfassend kénnen wir feststellen, da8 fiir die Menge N = N, + N, 
+ N, die Gleichung L(N) = 0 gilt. Aus der Definition der Mengen N,, N, 
und JN, folgt aber, daB fiir jeden Punkt p von G* —N die Gleichung e(p) = 3(p) 
besteht, wie wir behauptet hatten. 

Nun ergibt sich (75) sehr schnell. Bezeichnen wir mit D, bzw. D, die Menge 
aller Punkte p von G* — N mit 3(p) = 1 bzw. 3(p) ot so ist nach (2) und 
wegen L(N) = 0 einerseits 


(76) A(G) = L(D,) + 2 L(D)). 


Ist E,; die Menge aller Punkte von G* mit e(p) =i (i = 1, 2, ..., +00), so 
ist 


L,(G*) = Di: L(E)™). 


21) Népetinc, G.: Uber die metrische Struktur eines Kontinuums endlicher 
Lange im Euklidischen Raum. Erscheint demnachst. 


%2) Nésetine, G.: Eine Bemerkung iiber die Lange einer stetigen Kurve. Erscheint 
demnachst. 
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Nun ist E, + Ey +--+ £,., = N, nach Definition von Ny, also L (E,) = 0 
fir i>3. Weiter ist nach dem Bewiesenen (EZ, — D,) + (D, — £,) + 
(E, — D,) + (D, — £,) C N und L(N) = 0. Also ist anderseits 


(77) L,(G*) = L(D,) + 2 L(Dy). 
Aus (76) und (77) folgt (75). 


Anmerkung. Die Voraussetzungen fiir die auch an sich interessante Glei- 
chung (75) lassen sich noch abschwichen. Es sei namlich ‘'G die Summe der 
endlich vielen offenen Kreisringe 'G, = [1 —e< (x —3 t)® + y*< 1] (t =0, 
1,2,..., tg) und ‘G* die Summe ihrer AuBenperipherien ‘Gf = [(z — 3t)* + y? 
= 1]. Weiter sei t eine eindeutige, stetige Abbildung von ‘G + ‘G* in die Ebene 
E, welche 'G topologisch auf eine Teilmenge einer offenen Menge G und ‘G** 
eindeutig und stetig auf die Begrenzung G* von G abbildet, derart, daB jeder 
zu G* hinreichend benachbarte Punkt von G das Bild eines Punktes von ‘G 
ist. Wir setzen +(‘'G?*) = Gf und 


(78) L,(G*) = L,(Gt) +--+ + L, (G4). 


Dann gilt wieder (75) und unser Beweis bleibt auch unter diesen allgemeineren 
Voraussetzungen giiltig. 

C. Es sei O eine offene Menge der Ebene £, bestehend aus endlich vielen 
Komponenten 0,(p = 1,..., p(Q)); die Begrenzung 0* von O bestehe aus 
ebenfalls endlich vielen, lokal zusammenhingenden Komponenten. Dann ist 


(79) A(0) = XA). 
e 
Es seien namlich H,,..., H, die endlich vielen Komponenten von O* 
und U,,..., U, paarweise fremde Umgehungen dieser Komponenten. 


Die Anzahl der Paare natiirlicher Zahlen op, a(p =1,...,9(0); o=1, 
. ++; §), fiir welche OF zu H, nicht fremd ist - wir nennen ein solches Paar 
ausgezeichnet — sei ty. Es sei p, o das t-te Paar (t = 1,..., tp). Wir bezeichnen 
mit G,, die zu O nicht fremde Komponente von E — H,. Dann ist O, in G,, 
enthalten und alle zu Gos hinreichend benachbarten Punkte von G,, 
liegen in O,. Es existiert eine eindeutige, stetige Abbildung t,, der ab- 
geschlossenen (eventuell punktierten) Kreisscheibe Tay =[(x& —3t)? + y? 
S 1] auf G,,, welche die‘ offene (eventuell punktierte) Kreisscheibe ‘G,, = 
[(x —3t)* + y? << 1] topologisch auf G,, und die Peripherie eindeutig und 
stetig auf die Begrenzung G¥, abbildet.’*) Fiir ein hinreichend kleines ¢ >0 
ist das t,, — Bild des Kreisrings ‘G, = [(1—e<(x—3t)? + y* > 1) in 
O,-U, enthalten. Unter Beschankung auf diese Kreisringe 'G,,..., 'G,, 
betrachten wir nun erstens die Abbildung +z, die sich zusammensetzt aus 
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allen Abbildungen +,, und zweitens fiir jedes p = 1,..., p(O) die Abbildung 
, die sich susnmmnenectet aus den Abbildungen +,,,..., T,,, soweit diese 


definiert sind (d.h. die Paare p4,..., os anaguesichnst sind). Dann ist 
nach der Anmerkung zum Schlu8 von B 


L, (O*) =A) 
und 
L,,(07)=AO,) (ep =1,---,9(0)). 
Da aber 


L,(O*) = 2h, (Ge) = 2 Ly (P%) 


ist wegen (78), sowie O* = = 2% ¢, und OF = =2% +o» 80 gilt (79). 


Nach diesen Veena behandeln wir den schon fast allgemeinen Fall 
2.3. Of und OF enthalten keine isolierten Punkte (sind aber im iibrigen 
beliebig?). 


Nach "ss sind dann die Komponenten von Of endlich viele Kontinuen 


K;,.« K;,, (j = 1, 2), deren jedes mehr als einen Punkt enthalt. Da 
LiKy) < + Co ist wegen (2) und (3), ist jedes Ky lokal zusammenhan- 
gend.™) Es seien O,, (p = 1,..., p(0;)) die endlich vielen Komponenten 
von O;. Fiir jedes Kontinuum K = K;, (ij =1, 2; &=wi,..., k;), jede 
zn O nicht fremde Komponente G von E—K und jedes'h = 1, 2,.. 

wihlen wir eine Kurve K" und eine Komponente G" von E — K" mit den 
Eigenschaften (60) — (66) und (73). Fiir jedes h = 1, 2,... bezeichnen wir mit 
Oj, den Durchschnitt der zu g;, nicht fremden G” und setzen 2 0}, =O} 


(summiert iiber p = 1,..., e(0,)). Indem wir nétigenfalls fiir endlich viele 
h die zugehorigen Kurven K" weglassen und die iibrigen umnumerieren, konnen 
wir von vornherein sowohl bei j = 1 als auch bei ; = 2 fiir jedes h die endlich 
vielen Kurven K" als fremd annehmen, da die Kontinuen Kj,, . . -, Kjn; paarweise 
fremd sind (und auBerdem sicher sein, da8 die Mengen Ke (p= =1,..., e(0,)) 
die Komponenten von Oj, sind). Dann ist jedes 0} eine offene Menge mit 
folgenden, sich aus (60) — (66) und (73) miaiien Eigenschaften: 


(80) OFC OFC +++ CO; OF +OF+.--. =O,; 


(81) O}* ist darstellbar als Summe endlich vieler Konvexbogen, die zu je 
zwei héchstens Endpunkte gemein haben; 


3) Jedoch soll natiirlich (3), sowie p(O,) << 4-00 und p(O,) < +4- co (Fall 2, S. 587) 
xelten. 


4) Nénewine, G.: Journ. f. d. r. u. angew. Math. 184, S. 94 (1942). 











Uber die Hauptformel der ebenen Kinematik. I. 611 


(82) O,- O}* ist leer (also Of =O,) oder die Komponenten von 0; - 0; O#* sind 
endlich oder abzihibar unendlich viele offene Strecken Tie (n = A, 
; &=1,...,4,), deren Endpunkte in OF und zwar fiir me oe einzelne 

T Te in einer al derselben Komponente K;, von OF liegen; 


(83) fiir jede Strecke rt liegt ein Ufer in OF, das andere nicht; 

(84) der Durchmesser der zu oO} fremden. Komponente Z's" von O; —Ti* hat 
einen Durchmesser << + (also TR eine Lange << *)3 

@) jim A} = A;, 


wobei A (Of) = A} gesetzt ist. Diese letzte Gleichung ergibt sich vermége 
(79) durch Summation der aus (73) folgenden Gleichungen 


lim A(Oh) =AO,,) — (p = 4, -- + (0). 
Aus (80) folgt fiir F (0%) = 
(86) lim F} = F;. 


hoo ? 


Da O} die Komponenten O}, (p = 1, .. ., p (O;)) hat, ist 
(87) p (O}) =p(0;) fir alle h. 


Weiter ist jede Komponente von E —O; in einer Komponente von E —O} 
enthalten und zwar je zwei verschiedene Komponenten von E —O,, weil 
sie durch O; in E getrennt werden und (80) gilt, in verschiedenen Komponenten 
von E —0O} fiir fast alle h; umgekehrt ist in der Begrenzung jeder Komponente 
von E —O} (also in dieser Komponente selbst) wegen (82) ein Punkt von OF ; 
also ein Punkt einer Komponente von E —0; enthalten, also keine Kompo- 
nente von E —O} fremd zu allen Komponenten von E —0O, ; es ist also 


(88) o(0}) = o(0;) fiir fast alle h 


und bei geeigneter Numerierung der Komponenten H;,(¢ = 0, 1, . . ., o(0;)) 
von E —O, und der Kempenenten H},(¢ =0,1,...,¢ (Om) der Komponenten 
von E — or (Hjo und Hj, nicht heschrankt): 


(89) H;, CH’, fire = 0,1,...,0(0;) = (O}) und fast alle h. 
Aus (87) und (88) folgt fiir K(O}) = K} 


(90) Ki} = K; far fast alle h. 
39° 
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Genau so, wie wir die Abschatzung (11) im Falle 2.2 aus (12)-(15) und Fall 


2.1 folgerten, ergibt sich (11) jetzt aus (80), (85), (87), (88) und dem Fall 2.2, 
der anwendbar ist wegen (81). 


Auch die Abschatzung (19) verlauft im vorliegenden Fall 2.3 im wesentlichen 
analog wie im Fall 2.2. Nur in folgenden Punkten verfahren wir etwas anders 
bzw. miissen wir die Uberlegungen erweitern. 


1. Die Zeilen von ,,Zu dem Zweck“ an (S. 593) bis (25) werden ersetzt durch 


die vorstehende Definition der Mengen OF von ,,Nach (59) an (S. 610) bis 
(90). 


2. In den auf (25) folgenden Zeilen (S. 594) ist jetzt statt ,das Sehnen- 
polygon She in der & -Umgebung des Bogens B;, und daher‘ zu schreiben 


..wegen (84)**. 


3. Der Abschnitt ,,Wir bezeichnen ... mit Z?** (S.595) wird ersetzt 
durch ,,Wir setzen Z??* — Th — Bn 


4. Die Bedingung (30) wird durch folgende ersetzt: 


(30’) Ist H eine zu T*% nicht fremde Komponente von Of - Z*%, so ist H auch 
zu Bt nicht fremd. 


5. Der Beweis von (32) lautet jetzt einfach: Denn ist O, zu O, fremd, so ist 
auch O% zu O, fremd fiir jedes h wegen (80). 


6. Im Abschnitt nach (36) ist die Behauptung, da8~7 darstellbar ist als 
Summe endlich vieler Bogen C,,..., C;, die zu je zwei héchstens einen End- 
punkt gemein haben und von denen jeder, bis eventuell auf die Endpunkte, 
in O, enthalten ist, jetzt noch naher zu begriinden, da jetzt i.a. Of keine 
Summe endlich vieler Bogen ist, die zu je zwei héchstens Endpunkte gemein 
haben. 

Diese Behauptung ist sicher richtig im Falle p = 2, weil dann 7 entweder 
eine einfache geschlossene Kurve ist, die mit OF héchstens einen Punkt ge- 
mein hat, oder ein Bogen, dessen beide Endpunkte in einer und derselben 
Komponente von O, liegen, wahrend alle anderen Punkte in O, enthalten sind. 
Angenommen, die Behauptung wire bereits bewiesen fiir p = p, > 2. Fiir 
e = pe, + 1 ergibt sie sich dann folgendermaBen: T enthalt eine abgeschlossene 
Teilmenge 7,, welche die Punkte p,,..., P,_, paarweise voneinander trennt, 
wihrend keine echte, abgeschlossene Teilmenge von 7, diese Eigenschaft hat. 
Fir 7, trifft also die Induktionsvoraussetzung zu. Dann ist 7 — 7, entweder 
cine einfach geschlossene Kurve, die mit OF + 7, héchstens einen Punkt ge- 
mein hat, oder ein Bogen, dessen beiden Endpunkte in OF + 7, liegen, wah- 
rent alle anderen Punkte in O, — 7, enthalten sind. 
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7. Die 13 Zeilen nach (37): ,,Nun sei %’ ... Also gibt es eine Zahl h, (0,)]“ 
sind durch folgende zu ersetzen: 

Es sei N; die Menge aller Punkte p von OF, welche in der Begrenzung von 
mindestens drei Komponenten von E —O? liegen. N, ist abzihlbar; dies 
ergibt sich analog wie fiir die Mengen N, und N, auf S. 607. Die Menge 2’ 
allerLagen von O,, bei welchen N, - OF + N,- Of nicht leer ist, ist also eine 
Nullmenge. Weiter sei D —’’ die Menge aller Lagen von Q,, bei welchen 
der Durchschnitt OF - Of entyeder leer ist oder aus endlich vielen Punkten 
besteht, in denen sowohl Of als auch Of eine Tangente hat und diese beiden 
Tangenten nicht zusammenfallen. Dann ist %’’ ebenfalls eine Nullmenge*®). 
Bei jeder Lage von O, aus D — (R’ + N’”’) gibt es zu jedem Punkt p des Durch- 
schnittes OF - OF einen in p endenden Bogen B C Of derart, daB B—(p) CO, 
gilt. Wegen (80) ist B fir jedes hinreichende groBe h zu O%* nicht fremd. 
Also gibt es eine Zahl h, [0,].. . 

Die Beziehungen (38) und (39) lasse man stehen. 

8. Die Zeilen zwischen (53) und (54) sind durch folgende zu ersetzen: 

Wegen (59) ist die Menge ©, aller Lagen von Q,, fiir welche die folgende 
Bedingung nicht erfiillt ist, eine Nullmenge*5): Der Durchschnitt Of - Of ist 
leer oder besteht aus endlich vielen Punkten, in denen sowohl Of als auch OF 


eine Tangente hat; diese beiden Tangenten fallen aber nicht zusammen. Es ist 
also 


(91) J e(Ot-oy 6, =0. 


Nun habe O, eine Lage aus 0, —(D, + ©,). Dann ist also die soeben aus- 
geprochen Bedingung erfiillt. Es seien p’ (c =1,..., s) die Punkte des 
Durchschnittes Of -OF und Tj die Tangente von Of. in p’. Es ist TY + T$ 
(o = 1,..., s). Hieraus und (83) folgt die Existenz eines h, = h,[O,] derart, 
daB fiir h > h, und jede Kombination von Indizes h, k, n folgendes gilt: 


(92) O%-Z** ist entweder leer oder ein Endpunkt von T*? oder ein Kon- 
tinuum, das mit 7"? und ebenso mit BP? einen Punkt gemein hat. 


Hieraus folgt durch analoge Uberlegungen wie die an (26) anschlieBenden 
die Existenz einer (von der Lage von O, unabhangigen) Zahl h, und einer 
Menge I von Lagen von O, mit 


(93) m(M) < my 


derart, daB fiir jede Lage von O, aus DO, — Mt und jedes h > h, die Bedingung 
(92) erfiillt ist (dabei kénnen wir sofort ©, + ©, C M annehmen). Aus (92) 


%5) Nosetinc, G.: Uber die Schnittpunkte zweier ebenen Kontinuen endlicher 
Lange in allgemeiner Lage. Erscheint demnachst. 











614 Geonc Néseunc: Uber die Hauptformel der ebenen Kinematik. 


folgt aber (30’). Fiir h > hy ist also D, —M C O— Q,y, d.h. es ist O,C M. 
Aus (93) und (36) folgt aber: .. . 


Damit ist der Fall 2.4 erledigt. 
Nun ergibt sich sehr -rasch- der allgemeine Fall 
2.4. OF und OF sind beliebig**). 


Enthalt O} keine isolierten Punkte, so setzen wir 0, =0O,. Enthalt Of 
isolierte Punkte pj, ..., pj (ihre Anzahl ist endlich nach (59)); so setzen wir 


O; =O; + (pj) +--+ + (pp). 

Dann liegt fiir die regularen Mengen 0, und 0, der Fall 2.3 vor. Setzen wir 
K(6,) = R,, F(6,) =F;, A(O,) = Ay, 80 gilt also 
(94) J K(O,-0,) 0, = 2m (Ry Py + Ra P+ Ay Ay). 

Nun ist einerseits p(O;) = eO,) und o(0;) =a(0,) +h,;, also h, = K,;—2nh 
sowie F; = F,; und A; = A,, und folglich 
(95) * Ky + Fy + Ky: Fy + Ay- Ay =(K,* Fy + Ky- Fy + Ay: Ay) + 

—2n- (hy F, +h, F)). 


Anderseits ist 9(0,-0,) = o(0,-0,) und o(0,-0,) = (0, - 0.) + k(0,), 
wobei k[0,] die (von der Lage von O, abhangige) Anzahl der Punkte des 
Durchschnittes 0, - 0, bedeutet, die gleich einem der Punkte p} sind. Also ist 


PE & hy ha 
(06) [ K-09 Oy = [K10,-096,42-( J +2 i} 0, 
h=1 oh. 5 hwl x 
© © pe Os p01 


= [ KO, -0)6, + 2n- (hy Fy +h,-F,). 
© 


Aus (94) — (96) folgt die Hauptformel. 


(Eingegangen am 23. August 1947.) 








Uber die Hauptformel der ebenen Kinematik 
von L. A.Santalé und W. Blaschke. 


II. Teil. 


Von 
Grorc N6BELING in Erlangen. 


Im I. Teil der gleichnamigen Arbeit) haben wir die Hauptformel der ebenen 
Kinematik fiir den Fall bewiesen, daB die Begrenzungsliangen A, und A, der 
betrachteten regularen Mengen QO, und Q, endlich sind*). In dem vorliegenden 
Il. Teil beweisen wir. die Hauptformel fiir den Fall, daS A, = +00 oder 
A, = +0 oder beides gilt. Es sei etwa A, = +00, also 


(4) L(O*) = + ©. 


Da A, und A, auf jeden Fall > 0 sind, ist A, A, = + 00. Die rechte Seite der 
Hauptformel ist also ebenfalls gleich + co und die Hauptformel nimmt daher 
jetzt die Gestalt 


J Ku = +00 


an. Da aber o (0,-0,) beschrankt ist wegen I, (1) und gleich Null, wenn O, 
- zu O, fremd ist, so ist das Integral 


J «(0,-0,) 0, 
endlich. Wir haben also nur die Gleichung 
(2) J (0,04) 6, = +00 


zu beweisen. Dieser Beweis verlauft folgendermaBen. 

Der Fall, da8 mindestens eine der beiden Zahlen p (0,) und p (O,) gleich 
+ co ist, erledigt sich wie in I, Fall 1. Wir kénnen also p (0,) <’+ 00 und p (0,) 
< +00 annehmen. Das heiSt, wir kénnen voraussetzen, da8 (0, nur endlich 
viele Komponenten 0,,(p = 1,..., p (O,)) hat. Nun ist 


p(0,-O,) = Dd p(0,, - 94) 
und ’ 


1) Vorangehende Arbeit; wir zitieren diesen I. Teil kurz mit 1. 
*) Zu den Definitionen vgl. I. 
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L(t) <> Lf). : 
© 


Wegen (1) existiert also ein p = 1, ..., p(0,), so daB L(O},) = +00 ist. Fiir 
ein solches p geniigt dann der Nachweis der Gleichung 


J (0,0) 6 = +0. 


Indem wir statt O,, wieder O, schreiben, kénnen wir also weiter voraussetzen : 
(3) O, ist zusammenhangend. 


Nun unterscheiden wir zwei Fille. 


1. OF oder OF ist nicht erblich im Kleinen zusammenhangend*) 

Es sei etwa Of nicht erblich im Kleinen zusammenhangend. Da Qf nur endlich 
viele Komponenten hat*) und jede dieser Komponenten beschrankt, (sonst 
wire OQ, nicht beschrankt), also ein Kontinuum ist, so ist mithin mindestens 
eine Komponente C von Of ein nicht erblich im Kleinen zusammenhangendes 
Kontinuum. 

C enthalt ein Konvergenzkontinuum K, d. h. ein mehr als einen Punkt ent- 
haltendes Kontinuum K und eine gegen K konvergente Folge {K,} von 
paarweise und zu K fremden Kontinuen K,,). 

Es seien p’ und p” zwei Punkte von K und d ihr Abstand voneinander. Wir 
legen in der Ebene E ein rechtwinkliges zy-Achsenkreuz so, daB p’ die Ko- 


ordinaten 0, — 4 und p” die Koordinaten 0, 4 hat. Indem wir notigenfalls 
endlich viele Glieder der Folge {K,,} streichen, kénnen wir sofort annehmen, da8 
jedes Kontinuum K,, weder zur Halbebene y > £, noch zur Halbebene y< —4 
fremd ist. Dann enthalt jedes XK, ein Teilkontinuum H,, welches im Parallel- 
streifen S = |-< sy + enthalten ist und die Geraden G’ = [y = +| 
und G” = ly = —<] verbindet (d.h. zu G’ und G” nicht fremd ist)*). In- 


dem wir nétigenfalls zu einer Teilfolge der Folge {H,} iibergehen, kénnen wir 
sofort annehmen, daB {H,} gegen ein Kontinuum H konvergiert (das dann 


%) A* ist die Begrenzung von A. — Zum Begriff des Zusammenhanges im Kleinen 
vgl. I., FuBnote 18. Ein Kontinuum X oder eine Summe K endlich vieler Konti- 
nuen hei8t erblich im Kleinen zusammenhangend, wenn jedes Teilkontinuum von 
XK im Kleinen zusammenhangend ist. 
*) I, 8S. 603. 
5) Mencer, K.: Kurventheorie, Leipzig 1932, S. 246. 
*) Man verbinde fiir jedes natiirliche : die Durchschnitte von K, mit den Halb- 


ebenen y > é und y< — 4 durch eine +-Kette C Kp, bestimme in dieser eine 


kleinste ebensolche Teilkette und wahle aus ihr eine konvergente Teilfolge aus; 
deren Limes ist ein Kontinuum H, mit den verlangten Eigenschaften (zur Aus- 
wahl der Teilfolge vgl. a. a.O. FuBnote 5), 8. 54. 














Uber die Hauptformel der ebenen Kinematik. 11. 617 


natiirlich ebenfalls im Streifen S liegt ‘und G’ mit G’ verbindet). Wegen 
H,, C K,, sind die H, paarweise fremd und ebenfalls zu H C K fremd. 
Wir bezeichnen mit G), bzw. Gi’ die kleinste, den Durchschoitt G’ - H,, bzw. 
G"- H,, enthaltende, eventuell zu einem Punkt ausartende Strecke der Ge- 
raden G' bzw. G”’. Wir behaupten, daB G), -G,, =O und G) -G), =O fir 
ny = Ng. Angenommen, es wire etwa G), Gg" as 0. Dann sind sicher Gi, und 
Gi nicht beide einpunktig, weil sonst Gi, = e und daher H,, , und H,, nicht 
fremd waren. Folglich enthalt G’ - H,,. zwei Punkte r,t undG’- H n, einen Punkt 
s zwischen r und ¢ oder G’- H,, enthalt zwei Punkte r, ¢ und G’- H,. einen 
Punkt s zwischen r und t. Es sei etwa das erstere der Fall. Wir betrachten 
die deri Punkt s enthaltende Komponente U von S — H,,. Sie ist in S offen. 
U —U ist in H,, enthalten. Der Durchschnitt H,,- U ist nicht leer, da er 
den Punkt s enthalt. Hingegen ist der Durchschnitt H, + (S —U) leer, da 
andernfalls H, die Summe der beiden zueinander fremden, in H,, offenen 
Mengen H,,-U und H,,- (S —U) ware, entgegen dem Zusammenhang von 
H,,, Alco ist H,, C U. Da der Durchschnitt G” - H,,, nicht leer ist, ist also 
G" zu U nicht fremd. Mithin enthalt die Menge U, weil sie in S offen ist, 
einen den Punkt s mit G” verbindenden Streckenzug 7. Dieser zerschneidet 
S zwischen r und t. Dies ist ein Widerspruch dazu, da8 T als Teilmenge von 
U zu H,,, fremd ist, und dieses Kontinuum H,,C § die Punkte r und ¢ ver- 
bindet. Also ist G,-G,,=O und analog G,’ Gi) = 0, wie behauptet. — 
Indem wir von der Folge {H,,} nétigenfalls zu einer Teilfolge iibergehen und 
diese geeignet umnumerieren, kénnen wir sofort annehmen, da8, wenn wir 
die Gerade G’ in der einen oder anderen Richtung durchlaufen, wir die Strecken 
G;, in der Reihenfolge ihrer Numerierung durchlaufen. 
Da die Kontinuuen H,, paarweise und zu H = lim H,, fremd sind, hat jedes 
H,, von > H, einen Abstand 3, > 0. Wir behaupten: 
in, 
Ist my<Mg< mg und sind p, und p,, zwei Punkte von S derart, 
(4)  da®B p,, von H,, einen Abstand < 8, und p,, von H,, einen Abstand 
< 8, hat, so wird S durch H,, zwischen p,, urd pp, zerschnitten. 
Angenommen, dies wire falsch. Dann sind p, und p,, in derselben Kom- 
ponente von S — H,, enthalten. Da diese Komponente in S offen ist, enthalt 
sie einen Bogen B mit den Endpunkten p, und p,,”). Wir verbinden p,, 
und p,, mit Punkten g, von H, bzw. g,, von H,, mit Absténden < 38,,, 
baw. 5, von p,, bzw. p,, durch eine Strecke T,, bzw. T,,. Beide Strecken 
sind zu H,, fremd nach Definition von 5, und 8,. SchlieBlich verbinden wir 
Gn, mit G,, und Gn, mit G),, durch (picht notwendig doppelpunktfreie) Strecken- 
ziige Z,, im "7a Zn,» denn | Strecken Langen < 8, , baw. < 8, haben und deren 
‘Stevchoendipuabte in H,, baw. H,, liegen. Dann sind auch Z,, und Z,, 


7) a.a.O. FuBnote 5), S. 59. 
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fremd zu H,,, wieder nach Definition von 8, und 3,,. Also sind G, und G), 
enthalten in dem zu H,, fremden Kontinuum W = G, + Z, + 7, + B+ 
T,, + Zn, + G,, C S. Es sei 8 der Abstand von H,, und W. Wir verbinden 
G;,, und G,’ durch einen Streckenzug U C S, dessen Strecken Langen < 8 
haben und dessen Streckenendpunkte in H, liegen. Dann ist U fremd zu W. 
Nun wird S durch U zwischen G), und G,, -cuubeliien wegen n, < ny < Nz, 
da nach Wahl der Numerierung dor A, die’ Strecke G;,, zwischen den Strecken 
G,,, und G,, liegt. Dies steht im Widerspruch zur Ruistens von W. Damit 
ist (4) houtnen. ; 

Da das Kontinuum H,, die Geraden G’ = [y = <| und G" = [y =— +| 
verbindet, ist der Durchschnitt von H, mit der z-Achse nicht leer. Es sei 
g, ein Punkt dieses Durchschnittes. Wegen (g,) C H, C K, C C C O* gibt 
es in jeder Umgebung von ‘q, Punkte von Q,. Also existiert insbesondere im 
Streifen [- ‘ <y< +] ein Punkt p,, von O,, der von p,, einen Abstand < 8, 
hat. Wegen (4) und > H, C OF liegen je zwei Punkte p,,,, (i = 1, 2, ...) 


in verschiedenen Komponenten des Durchschnittes 0,-S. Es sei O,, die den 
Punkt. p,;,, enthaltende Komponente von 0,-S. Dann sind also die 0); 


paarweise verschieden. Ist O,, in S = {— ‘ <y< + enthalten, so ist 0,; 


auch eine Komponente von 0,. Da aber 0, wegen p (0,) << +00 nur endlich 


viele Komponenten hat, gilt also fiir fast alle i die Beziehung 0,, C § nicht. 
Es ist also O,, fiir fast alle i entweder zur Gerailen G’ oder zur Gerdden G” 
nicht fremd. Es sei etwa O,, fiir unendlich viele i zu G’ nicht fremd, z. B. fiir 
i = h, 4y,-.--DaO,, zum Streifen |-¢ z<y< $1 nicht fremd und auBer- 
dem zusammenhangend ist, so ist mindestens eine Komponente O°, des Durch- 
schnittes O,, -*7 von O,,, mit dem Streifen T = [+ sys <] nicht fremd 


zu den Geraden G’ = ly = <]_-una G" = ly = <I. Ubrigens ist 0°, auch 
eine Komponente des Durchschnittes 0,- 7. — Analog wie oben fiir die H,, 
ergibt sich fiir die O%,: Ist Mj, bzw. Mt die kleinste offene Strecke C G 
bzw. C G’", welche den Durchschnitt G’ - - , bzw. G+ -0°, enthalt, so sind 
die M, und Mi! ’ paarweise fremd. Da die Begrenzung jedes 09, in M,.+ M,” 
+ Of enthalten ist, gilt fiir je zwei natiirlichen Zahlen k, und k,: 


(5) jeder Bogen C 0,, welcher Of, und O{,, verbindet, ist zu M, + M;.’ 
und M,,+ M;"' nicht fremd. 


Indem wir ndtigenfalls.zu einer Teilfolge von {k} tibergehen, kénnen wir 
sofort annehmen, daB die drei Folgen {M;}, {M;'"} und {0°} konvergieren’). 


§) a.a.O. FuBnote §), S. 50 und 54. 


| 
| 
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Die Limiten der beiden. ersten Folgen sind einpunktige Mengen (m’) = M’ 
und (m’"’) = M'", da die Strecken M, und M;" paarweise fremd sind. M’ 
und M’” sind enthalten im Kontinuum lim 0°, = M. Es sei m ein von m’ 
und m'" verschiedener Punkt von M. Dann gilt folgendes: Ist U eine Umge- 
bung von m, welche m’ und m” nicht enthalt, so hat der Durchschnitt 0, - U 
unendlich viele Komponenten. Denn fiir hinreichend groBes k, etwa fir 
k>kp, ist Of; zu U nicht fremd wegen lim 0°, = M und M, + M;,” ist in 
der-Umgebung E —U von M' + M"" enthalten wegen lim M, = M’ und 
lim. M;’ = M"; dies, zusammen mit (5) und der Tatsache, daB je zwei Punkte 
einer Komponente von O,+ U in dieser Kompenente durch einen Bogen ver- 
bindbar sind, ergibt, daB fiir k, + ky, kj >kg, kg> k, ein Punkt von 0%, -U 
und ein Punkt von Of, - U nicht in derselben Komponente von 0, U liegen 
kénnen. Also hat O,- U unendlich viele Komponenten, wie behauptet wurde. 
In Zeichen: pe (0,- U) = +00. 

Nun kann fan OQ, so legen, daB m in O, enthalten, abér m’ und m'" nicht 
in 0, enthalten sind. Denn es liege erstens m.nicht auf der Geraden A durch 
m' und m’”’. Dann kann man durch eine bloBe Parallelverschiebung 0, aus 
jeder Lage in eine solche Lage bringen, daB 0, zu A fremd ist, aber 0, den Punkt 
m enthalt. Nun liege zweitens m auf A, also auf der Verbindungsstrecke V 
von m’ und m’". Es sei » der Abstand des Punktes m von (m’) + (m’’). Wir. 
bezeichnen mit K die konvexe Hiille von O,. Da die Linge der Begrenzung 
K* endlich ist, gibt es in der Ebene héchstens endlich viele Richtungen derart, 


da8 K* zu einer solchen Richtung parallele Strecken mit Langen = £ enthalt. 


Durch eine (beliebig kleine) Drehung und eine’ Parallelverschiebung kann 
man also Q, in eine solche Lage bringen, daB m mit einem Punkt von K* -O¥ 
zusammenfallt, A eine Stiitzgerade von K* ist (mit dem Stiitzpunkt m) und 
die Punkte m’ und m" nicht in K, also nicht in 0, liegen. Durch eine nochmalige 
kleine Parallelverschiebung von 0, kénnen wir nun erreichen, daB m in O, 
liegt, wahrend m’ und m’” in E — 0, liegen. | 

Hat O, eine Lage, fiir welche m €O,, m' CE—0O, und m'” CE—O, 
gilt, so gilt dies auch fiir jede zu dieser Lage hinreichend benachbarte Lage, 
also fiir eine Menge von Lagen mit positivem Inhalt. Fiir alle diese Lagen 
gilt p (0,-O,) = +00, wie vorhin bewiesen. Mithin ist die Gleichung (2) 
richtig, w. z. b. w. 


Nun betrachten wir den Fall 

2. Of und OF sind erblich lokal zusammenhangend. 

Besteht die Menge E —6, aus endlich vielen Komponenten 08; 0, . . ., Of, 
wobei 02 die nicht beschrankte Komponente ist, so setzen wir Oft1, O*,... 


gleich der leeren Menge. Besteht E —-0, aus unendlich vielen Komponenten 
Of, O}, « .  wobei wieder Of nicht beschriankt ist, so wahlen wir die natiirliclfe 
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Zahl t so groB, daB O, bei keiner Lage von QO, in einer der Komponenten Of*', 


ott? ... enthalten ist. Wir setzen nun 





(6) E—O§+0}+...+08 =0}. 
Da wegen (Of + --- + 04)* C OF 





(7) E—0O};+0,+...+0, =E—(08+0}+...+ 04) 
ist, gilt 





(8) E—0O, = E—E—O}+...+0, =08+0}+...+4+08, 
d. h. 

(9) E —O,, hat die Komponenten 08, 03,..., Of. 

Weiter, folgt aus (6) und (8) 





(E —0,)* = E—0,: (E —(E —0))) = (E —0;) -0, = 0,", 
also 
(10) (E —0})* = 05". 
Nach Definition der O02, O},... und nach (8) ist 





EO, =O8+ 0+... +04 = (E —O,) — (Of! + OF +......), 


also 
0, = 0, + Of" + OFF + ..., 
folglich wegen 0, =.0, + 0;* und 0, = 0, + OF 
O05 = (0, + OF + Of! + OFF +...) — OF. 


Nun ist aber O{* fremd zu O, + Oft'+ Of? + ...C O},. auBerdem ist 
OF C OF = 01 + 0%" wegen O, € O}, daher OF = OF - 0; + OF - O;* und mit- 


hin OF —O;* = OF -O4. Daher gilt 
(44) O* = O, + (Oft* + Off? +...) + OF - 0). 


Wegen O, C Oj ist jede Komponente von O, + 0, in einer Komponente von 
O, - O; enthalten. Wir behaupten, da8 umgekehrt jede Komponente von O, - 0; 
mindestens eine Komponente von O,- 0, enthalt. Angenommen, eine Kom- 
ponente D’ von O, - 04 enthielte keine Komponente von 0, - 0,. Dann ist also 


D’ zu O, fremd. Da O, offen ist, ist dann D’ auch zu Oz fremd. Wegen (11) folgt 


hie -aus 


D' = D'-0, = D’- Of + OFF +...). 
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Sind die Of**, Oft*, .. . leer (der obige erste Fall), so also auch D’, im Wider- 
spruch dazu, daB D’ als Komponente von O, - Oj nicht leer ist. Nun seien die 
oft, oft*,... nicht leer (der obige zweite Fall). Da die Of*', Oft*,... 
offen und paarweise fremd sind und D’ zusammenhangend ist, liegt D’ in 
einer der Mengen Of*!, Of+?.. ., etwa in Oft?: 


(12) Dc oy". 


Da Of! C O4 ist nach (11), ist also D’ eine Komponente von 0, - Of*?. 
Folglich ist D’* C O* + Of*!*. Nach Wahl von ¢ ist 0, nicht én O{*? ent- 
halten. Also ist D’ +O, wegen (12). Folglich gibt es in D’* unabzahlbar 
viele Punkte p, die in Of*'*, aber nicht in Of, also in D’*-O, liegen. Nun 
liegt jeder solche Punkt wegen Of** C OF auch in Of. Zu Of** ist O, fremd. 
Hochstens abzahlbar viele der Punkte p kénnen auSerdem also in O$* + 
+O\* +...+ 0%" liegen (vgl. I, S. 607, Dreibeinschlu8). Mithin gibt es 
unter den Punkten p einen Punkt p,, der zwar in D’* und O,, aber nicht in 
O$ +... +0 liegt. Wegen (6) ist er also in Oj enthalten. Aus p, € D’* und 
Py € O, + O% folgt p, € D’. Dies ist ein Widerspruch.. Es ist also in D’ 
mindestens eine Komponente von 0, - O, enthalten. 
Es gilt also die Ungleichung 


e (0,°9O,) => e(0,-)). 
Folglich geniigt es, statt (2) die Gleichung 

J 0O,- 0%) 6, = +00 

9) 


zu beweisen. Indem wir statt 0; wieder QO, schreiben, haben wir (2) zu beweisen 
und kénnen von Q, noch folgendes voraussetzen (siehe (9) und (10)): 


(13) E— 0, hat nur endlich viele Komponenten 09, 0}, . . ., Of, 
(14) (E —0,)* = Of. 


Wir beweisen die Gleichung (2), indem wir O, und O, in ganz spezieller 
Weise durch regulére Mengen O,(e) und O,(¢) mit endlichen Begrenzungs- 
langen approximieren. Auf diese kénnen wir die Hauptformel anwenden; sie 
liefert uns eine Abschatzung fiir Je (0, - 0,) 6, nach unten. Der Grenziiber- 


gang e — O liefert dann die Gleichung (2). - Wir beginnen mit der Durchfithrung 
dieses Planes. 

Es seien P?, Pt,..., P{* (¢, = (0,)) die Komponenten der Menge E —0O,, 
dabei sei P? die nicht beschrankte Komponente. In O, wahlen wir endlich viele 
(mindestens eine) einfach geschlossene Kurven F}, . . ., F* derart, daB von je 
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zwei der Mengen P? eine im Innengebiet, die andere im AuBengebiet einer 
Kurve Fi liegt. Verbinden wir die Kurven F},..., F* miteinander irgendwie 
durch endlich viele Teilbogen von O,, so ist die Summe dieser Bogen und der 
Kurven F}, ..., Ft ein Teilkontinuum F, von O,, welches die Ebene E zwischen 
je zwei der Mengen P%, Pi,.., P{* zerschneidet. 

Nun sei ¢ eine positive Zahl, von der wir zundchst nur verlangen:°) 


(15) e<.d(F,, 0%), 
1 
(16) e< 7,40), 
(17) 2¢ ist kleiner als der Abstand je zweier Komponenten von E- Q,.. 


Nach (15) ist die offene Kreisscheibe K mit dem Radius e und einem beliebigen 
Punkt von F, als Mittelpunkt in 0, enthalten. Also enthalt die Menge M? 
der Mittelpunkte aller offenen, in 0, enthaltenen Kreisscheiben K mit dem 
Radius ¢ das Kontinuum F,. Es sei M, die F, enthaltende Komponente von 
M$. Mit W% ist auch M, kompakt. Es sei &, das System aller offenen 
Kreisscheiben K mit dem Radius ¢, deren Mittelpunkte in M, liegen. Dann 
definieren wir O, (¢) durch die Gleichung 


(18) Oe) = YK. 
KER, 


Wir studieren nun diese Menge O, (ec) und ihre Begrenzung Of (e). 
Da die Kreisscheiben XK offen sind und M, zusammenhangend ist, gilt, zu- 
nachst: 


(19) O,(e) ist eine offene, zusammenhangende Teilmenge von Q,. 


Fir 0< ec’ <e gilt natiirlich O, (ce) C O, (e’). Ist p ein beliebiger Punkt 
der Menge O,, so kiénnen wir ihn wegen (3) mit F, durch einen Bogen B CO, 
verbinden. Ist ¢< d(B + F, Of), so ist B in M, also p in OQ, (e) enthalten, 
Mithin gilt 


(20) O, (e,) CO, (€;,,), D A (e) =O, fire, >.> ...>0 undlime;, =0. 


i=1 


Weiter behaupten wir tiber das lineare CanatHtopory-MaB L (Of (e)) der 
Begrenzung Of (¢) von OQ, (e): 


(21) L (0% (€))< +00. 


Wir denken uns in der Ebene E ein rechtwinkliges Cartesisches Koordinaten- 
system z, y gegeben und bezeichen mit S,; den Parallelstreifen (i —- 1) - : 





22 
*) d(M, N) ist der Abstand der Mengen M und N, d(M) der Durchmesser von M. 
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SySi- 


mit 7, d 





WF vi S*Si5 rT 4) 
(i =0, +1, +2, ...). Weiter sei M’, bzw. M? die Menge aller Punkte des 
Durschchnittes Of (c)- 5,;, welche auf Peripherien von aa aus §, liegen, 


deren Mittelpunkte (z,, y.) der Bedingung y, < (i —2)- VE bzw. y, > 


" "4 geniigen. Fiir jedes ganze i la8t sich dann M; in der Form 


y =/,(z) und M7’ in der Form y = g,(zx) darstellen, wobei f;(z) und g;(x) auf 
beschrankten, ulin Mengen der z-Achse eindeutig definiert sind und 
Lipschitzschranken besitzen. Also gilt L (M; )< +00 und L(Mi')< +00. 
Analog gelten fiir die Mengen N; und N;' aller Punkte des Durchschnittes 
OF (e)- T;, welche auf Peripherien von ane aus §, liegen, deren ew 


punkte (z,, y)) der Bedingung 2, < (i — 2)- . "o bzw. 2, > (i+ 1)- . i 


geniigen, die Ungleichungen L (Nj) << + 00 und L(N;')< +00. Nun liegt 

jeder Punkt von Of (ce) auf der Begrenzung eines Kreises aus §,. Hijeraus 

folgt OF (ec) = > (M; + Mj +N; + Nj). Wegen der Beshcranktheit von 
i 


OF (e) sind fast alle Mengen M;, M;', Ni und Nj’ leer; also yilt (24). 

Jeder Punkt p der Begrenzung Of (e) liegt auf der Peripherie K* einer 
Kreisscheibe K aus $,, welche mit der Begrenzung Of von O, einen oder 
mehrere Punkte g gemein hat. Es sei Q, die Menge aller dieser Punkte g von 
OF fiir alle Punkte p aus Of (e). Mit Of (e) ist auch Q, kompakt. 

Es sei p ein Punkt der Menge Of (ec) — Q und K eine offene Kreisscheibe 
aus §,, deren Begrenzung K* den Punkt p und mindestens einen Punkt q 
von Q, also von Of enthalt. Dann gibt es sicher mindestens zwei solche Punkte 
q=q' und g=q" von Q, auf K*. Angenommen namlich, es gabe nur einen 
einzigen Punkt g von Q, in K*. Dann sei p der zu p diametral entgegengesetzte 
Punkt von K*. Zunachst séi p + g. Der g nicht enthaltende Halbkreis- 
bogen H C K* mit den Endpunkten p und f enthalt keine Punkte von Q,, 
also keinen Punkt von Of und hat daher von Of einen positiven Abstand. 
Durch eine kleine Drehung um den Punkt p kénnen wir also die Kreisscheibe K 
iiberfithren in eine Kreisscheibe K, deren abgeschlossene Hiille in 0, enthalten 
ist, also von O* einen positiven Abstand hat; p liegt auf K*. Ist p = g, so 
setzen wir K = K. Nun verschieben wir K ein wenig derart, daB der Mittel- 
punkt sich geradlinig auf p zu bewegt. Dann geht X iiber in eine offene Kreis- 
scheibe K, welche p enthalt. Ist Drehung und Verschiebung hinreichend klein, 
so ist die Kreisscheibe dauernd in 0, enthalten; der Mittelpunkt durchlauft 
einen Bogen, dessen Anfangspunkt, als Mittelpunkt von K, in J/, liegt. Also 
liegt auch der Endpunkt, d.h. der Mittelpunkt von K in M,. Folglich ist K 
eine Kreisscheibe aus §,. Da p in K liegt, liegt also p wegen (18) in O,(e), also 
nicht in Of (ec), entgegen unserer Voraussetzung. Wie behauptet, gibt es also 
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auf K* mindestens zwei Punkte von Q,. Dann ist die den Punkt p enthaltende 
Komponente L von K* —Q, ein offener Kreisbogen mit (verschiedenen) 
Endpunkten q’ und q’’ (die in Q, liegen). 

Dieser offene Kreisbogen L ist héchstens ein Halbkreis (d. h. seine Linge 
ist <x). Angenommen, dies ware falsch. Dann sei D’ derjenige Durchmesser, 
der zu gq’ und qg’’ symmetrisch liegt, D der zu D’ senkrechte Durchmesser, und 
H derjenige offene Halbkreisbogen C K*, dessen Endpunkte mit den End- 
punkten von D zusammenfallen und der in L enthalten ist. Liegt p in L — H, 
so fiihrt eine Drehung und Verschiebung wie soeben zum Widerspruch; liegt 
p in H, so fiihrt bereits eine Verschiebung parallel zu D’ zum Widerspruch. - 
Ist die Anzahl der Bogen L uneridlich, so bilden ihre Langen eine Nullfolge 
wegen (21). 

Das Innenufer des Kreisbogens L liegt wegen (18) in O, (ec). Das AuBenufer 
von L ist hingegen zu O, (e) fremd, falls ¢ hinreichend klein-ist. Ist namlich das 
AuBenufer von L zu 0, (e) nicht fremd, so gibt es wegen (19) in O, (ec) + L CO, 
eine einfach geschlossene Kurve C, welche (mit L genau einen Punkt gemein 
hat und) die Endpunkte gq’ und q’’ voneinander trennt. Also liegen g’ und q’’ 
in zwei verschiedenen Komponenten von E —Q,. Diese haben folglich einen 
Abstand < 2¢ voneinander, im Widerspruch zu (17). Aus dem Bewiesenen, 
da8 namlich jeder Punkt p von Of (¢) —Q, auf einem Kreisbogen L liegt und 
das AuBenufer von L zu O, (e) fremd ist, folgt: die Komponenten der Menge 
OF (ec) —Q, sind die héchstens abzahlbar vielen offenen Kreisbogen L. 


Wir fassen zusammen: 


OF (ce) ist die Summe der kompakten Menge Q, = Of - Of (c) und von 
héchstens abzahlbar vielen paarweise und zu Q, fremden, offenen Kreis- 
bogen Li, L?,... C O,(Komponenten von Of (ec) —Q,) mit dem Radius 
e, die in der Begrenzung von Kreisscheiben aus §, enthalten sind; jedes 
Li hat eine Lange <7 und diese Langen bilden, wenn die Anzahl der 
Li unendlich ist, eine Nullfolge; die Endpunkte jedes Li liegen in Q,, das 
Innenufer von Li liegt in O, (ec), das AuBenufer von Lb ist zu O, (e) 
fremd. 


(22) 


Da das Innenufer jedes Kreisbogens L/ in O, (e) und das AuSenufer jedes 
Li in O, —Oz{(@) liegt, ist Li in der Begrenzung Gi* einer Komponente G4 
von 0, —0, (e) enthalten. Fir j + j’ (d.h. fir Li + L*) gilt Gi + GY. Denn 
angenommen, es ware Gi = Gi’. Dann enthiilt also Gi die beiden Bogen L/ 
und Li’. Nun kénnen wir einen Punkt p von L4 mit einem Punkt p’ von Li’ 
verbinden erstens durch einen Bogen B C G +(p) +(p’) und zweitens, wegen 
(19), durch einen Bogen C C 0, (e) + (p) + (p’). Dann ist B + C eine ein- 
fach geschlossene Kurve, die wegen Li C O, und Li’ C 0, in O, enthalten ist 
und die Endpunkte des Kreisbogens L4 voncinander trennt. Diese liegen also 
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in verschiedenen Komponenten von E —O,, was im Widerspruch zu (17) 
steht, da die genannten Endpunkte einen Abstand < 2 voneinander haben. 
Es gilt also tatsichlich Gj + Gi’. - Ist Gi* zu Lf nicht fremd, so liegt das ganze 
AuBenufer von Li’ in Gi (da es in O, — Oj (e) liegt nach (22)), also Li’ in Gi*. 
Nach dem soeben Bewiesenen ist also j’ =j. - Jede Komponente G von 
0, —0,(e) kommt unter den Gi vor. Denn wegen (3) ist die Begrenzung G* 
von G nicht fremd zu O, - OF (c) = > Li, also zu einem Kreisbogen L/; da das 


Innenufer von LA in O, (e), das Aafinnater in O, —0O;, (e) liegt, ist das letztere 
ganz in G, also [4 in G* enthalten und daher G = Gi. 

Die Menge Gi* —I/ = Hi ist nicht leer, denn G/* ist abgeschlossen, Li 
nicht. Weiter gilt Hi C Of. Denn da Gi eine Komponente von 0, —0,(e) 
ist, gilt zunachst Gi* C Of + Oj(e)*. Nun ist OF + Oj(e)* C Of + OF (e)' 
und O* (ce) = OF. Of (ec) + > Li, letzteres nach (22). Also gilt Gi* C OF +-> Li. 


Da aber nach dem soeben Bewiesenen aus G)*- L, + 0 folgt i=j, so gilt 
sogar Gi* C OF + Li und daher Hi C OF. 

Wir fassen zusammen: 
Die Menge 0, —0Oj(e) zerfallt in genau so viele Kompanenten Gi, wie 
es Kreishogen Li gibt; es gilt Li C Gi*. Das AuBenufer von L/ liegt in Gi; 


es gilt Gi*- 14 =0 fir j + j’; die nicht leere Menge Hi = Gi* — Li 
ist eine Teilmenge von Of. 


(23) 


Weiter behaupten wir: ist > 0 beliebig gegeben, so gilt, falls e > 0 hin- 
reichend klein ist, d(Gi/) <8 fiir alle Komponenten Gj. Angenommen, dies 
ware falsch. Dann existiert eine monotone Nullfolge ¢,, ¢,, ... positiver Zahlen 
und fiir jedes i eine Komponente Gi von 0, —Oj,(e,) mit d(Gi) > 8. Fir 
jedes i wahlen wir in G# zwei Punkte p, und g; mit einem Abstand > 8 
voneinander und verbinden sie durch einen Bogen B; C Gi, Indem wir 
nodtigenfalls zu einer Teilfolge iitbergehen, kénnen wir sofort annehmen, daB 
folgerides gilt: a) die Folge {p,} konvergiert gegen einen Punkt po und dig 
Folge {9;} gegen einen Punkt q); b) die Folge {L3}} konvergiert gegen einen 
Punkt r (man beachte, da® Li eine Lange <xe, hat und lim e, = 0 ist), 
c) B, CO, (€4,) —Oi(e) (hierzu vgl. (20)). Wir wahlen in der Ebene E ein 
rechtwinkliges Koordinatensystem z, y, dessen z-Achse die Symmetriegerade 
von py und gp» ist. Indem wir ndtigenfalls endlich viele Anfangsglieder 
unserer Folge streichen und umnumerieren, kénnen wir einen Parallelstreifen 
S =[y' Sy <y’"] wahlen, derart, da$ fir jedes i =1, 2,... gilt: d) p, 
und gq; liegen auf verschiedenen Seiten von S; e) Li ist zu.S fremd. Nach d) 
enthalt jeder Bogen B; einen Teilbogen C;, der im Streifen S enthalten ist 
und die Begrenzungsgeraden von S irreduzibel verbindet. Nach eventuellem 
Ubergang zu einer Teilfolge konnen wir annehmen, daB C; und C,,, Nach-. 

“Mathematische Annalen. 420. 40 
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barbogen sind, d.h. in S durch keinen dritten Bogen C,, getrennt werden. Da 
C, wegen ¢) und (20) in 0, (e,,,) —Oy(e) und C,,, in Gii+1 CO, —Oyfe,,,) 
liegt, werden C, und C,,, durch die Begrenzung Gii+1* von Gii+1 in der Ebene 
E getrennt. Da Li1+i C Giit+1* nach e) zu S fremd ist, werden C; und C,,, 
durch Gii+i* — Lii+1 in S getrennt. Folglich enthalt der Durchschnitt 
S - (Gii+1* — Lii+1) C S- OF eine Komponente K,, welche C,; und C,,, in S 
trennt, daher zu keiner der beiden Begrenzungsgeraden von S§ fremd ist und 
im Streifen S zwischen C,; und C;,, liegt. Diese K, bilden eine Folge {K,} 
von paarweise fremden Teilkontinuen von Of mit Durchmessern > y’’ — y’. 
Diese Folge enthalt eine konvergente Teilfolge {K;,}; der Limes ist ein zu 
beiden Begrenzungsgeraden von S§ nicht fremdes, also mehr als einen Punkt 
enthaltendes Kontinuum™) K C Of, das’ zu allen K;,, mit héchstens einer 
Ausnahme, fremd ist (da je zwei X;,, durch einen Bogen C; in S getrennt 
werden). Ein solches Kontinuum X ist aber in Of nicht enthalten, da Of 
nach I, (59) Summe endlich vieler fremder Kontinuen und jedes von ihnen 
erblich lokal zusammenhangend ist (wir befinden uns im Fall 2 (S. 619)). Da- 
mit ist der gesuchte Widerspruch hergeleitet. 


Setzen wir speziell 8 = Min (d(0}), d(0%), . . ., d(04)), wobei 08, 0}, . 


Of, die endlich vielen Komponenten von E —@, sind {vgl. (13)), so kénnen 
wir also unser ¢ > 0 von vornherein so klein annehmen, da8 folgendes gilt: 


(24) d(Gi) <4 ay) (j= 1,2,...57=0,4,...,0). 


Und wegen (21) ist nach eventueller nochmaliger Verkleinerung von ¢ 
“ 4 
(25) d(0O, (e))> = 40). 


Je zwei der Komponenten Pf, P}, . . ., P{* (¢, = (O,)) von E —O, werden 
durch F, in E getrennt (S. 622). Weiter gilt F, C O,(e) und O,(e) C O,. Also 
ist jede Komponente P} in einer Komponente P‘(e) von E —0O, (e) enthalten 
und dabei werden je zwei der Komponenten Pi (e) durch F in E getrennt. 
Also sind P®(e), Pi(e),..., P{*(e) paarweise verschieden. Es sei p ein Punkt 
von E —O,(e), der nicht in P? + P} +... + Pf" liegt. Nun ist (E —0O, (e)) 
-- (Pi + Pi+.-. +P?) = (E—0O, @)) —(E—O,) = 0,—0,() = 
(0, —O,(e)) + 9, Of (e) = F Gi + DT Li, letzteres nach (22). Also liegt p 
in einer Menge Gi + Li. Die Nests Hi = Gi* — L/ ist nicht leer und in O* 
enthalten (nach (22)), also nicht fremd zu mindestens einer Komponente P+ 
von E—0O,. Nun ist Gi = Gi + Hi +4 zusammenhingend und in E —0?(e) 
enthalten. Also ist Gi eine Teilmenge von Pi (e) und damit pin Pi (e) enthalten. 


%®) Siehe a. a. O. FuBnote 8), S. 50. 
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Folglich ist E—O, (ce) = Pi(e) + Pile) +... + PU (ec). Es ist also 
o(0, (e)) = o,. Da aber anderseits o, = a (0,) ist, folgt 


(26) o (0,) = a (0, (e)). 


Damit ist die Konstruktion und Untersuchung von O, (e) und Of (e) beendet. 

Bei der Konstruktion der Menge Q, (ec) kénnen wir uns kurz fassen. Wahrend 
O, durch O,(¢) von innen approximiert wird (d. h. wihrend 0, > O, (e) gilt), 
soll O, durch O,(e) von auBen approximiert werden (d. h. es soll 0, C0, (e) 
gelten). Die Konstruktion von O,(e) verlauft dabei nicht ganz genau so wie 
die von O, (e). 

Fiir jede der Komponenten 0}, 0}, . . .. Of von E — 0, (vgl. (13)) fihren wir 
dieselbe Konstruktion durch, wie die soeben abgeschlossene Konstruktion von 
0, (e) mittels O,. Wir wiblen also zunachst in jedem 0} (+ = 0, 1, . . ., t) ein nicht 
leeres Kontinuum F} derart, das je zwei Komponenten von E — QO} in E von- 
einander trennt. Wir setzen F2+ Fi+...+FE=F, und wihlen ein e > 0 
so klein, da® die Bedingungen erfiillt sind, die aus (15)-(17) hervorgehen, 
wenn man darin F, durch F,, Of durch OF und O, durch O}(t = 1, . . ., t) 
ersetzt; insbesondere soll also gelten: 


(27) e<iz dO) (r= 1,...,%). 


Dann ist die offene Kreisscheibe K mit dem Radius ¢ und einem beliebigen 
Punkt von F} als Mittelpunkt in O} enthalten. Also enthalt die Menge 5° 
der Mittelpunkte aller offenen, in 0} enthaltenen Kreisscheiben K mit dem 
Radius ¢ das Kontinuum Fj. Es sei Mj die F} enthaltende Komponente von 
M3. Es sei &; das System aller offenen Kreisscheiben K mit dem Radius e, 
deren Mittelpunkte in Mj liegen. Dann definieren wir O} (ec) durch die Gleichung 


(28) OF (ce) = D> K. 
Ke xt 


Dieselben Uberlegungen, die im Anschlu8 an (18) zu (19) — (25) fihrten, er- 
geben jetzt, daB fiir jedes r = 0,1,...,¢ die Beziehungen (19)—(25) gelten, 
wenn man darin immer 0} statt O, und umgekehrt und 0}(e) statt O, (e) 
schreibt. Die (25) entsprechende Ungleichung heben wir besonders hervor: 


(29) d(0;@))> 40) =0,4,...%). 


Nun setzen wir 





(30) Oz (2) = E —O9(e) + O} (s) +... +04 (€). 


‘Dann ergibt sich aus dem iiber die O}(e) Gesagten folgendes: 
40* 
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(31) O, (e) ist eine offene, beschrankte Menge, welche 0, enthilt; 


0, (¢;) J 0, (€;,,)- Os a Il 0,(¢;) DO, 


(32) i=1 
fir ¢, >¢, >... und lim ¢, = 0; 
(33) L (OF (2))< +00; 


OF (e) ist die Summe der kompakten Menge Q, = OF - OF(e) und von 
héchstens abzahlbar vielen paarweise und zu Q, fremden, offenen Kreis- 
bogen Li, L2,... C E—JO, (Komponenten von O* (ec) — Q,) mit dem 

(34) Radius e, die in der Begrenzung von Kreisscheiben aus §, enthalten sind ; 
jedes Li hat eine Lange <x ¢ und diese Langen bilden, wenn die Anzahl 
der Lj unendlich ist, eine Nullfolge; die Endpunkte jedes Lj liegen in 
O%; das Innenufer von Lj liegt in E —O,; das AuBenufer von Lj liegt 
in O, (e); 


die Menge 0, (e) —O, zerfallt in genau so viele Komponenten Gi, wie es 

(35) Kreisbogen Ld gibt; es gilt. Li C Gi*, das AuBenufer von J} liegt in 
Gi, es gilt Gi* - Li! = 0 fir j + j’, die nichtleere Menge Hi, = Gi*— Lj 
ist eine Teilmenge von Of; 





(36) dG) <4). 
Weiter folgt aus (30) wegen des Zusammenhanges der Mengen 09 (e), 0} (e), 
de O% (e): 

(37) (0, (e)) St. 


AuBerdem benétigen wir noch folgende zwei Tatsachen: 
(38) alle Punkte von Hi, auBer héchstens abzahlbar vielen, liegen in O,(c). 


Es sei nimlich Aj die Menge aller Punkte von H}, die nicht in O,(e) liegen. 
Wegen Gi* C Oyj) gilt dann Aj C Of (e); da aber O* (ec) = (E —O,(@))* 
ist (vgl. (10)), so gilt also erstens AL C (E —O,(e))*; da Hi C OF gilt 
nach (35), gilt zweitens A} C Of; drittens gilt A} C G{*. Nun sind 
E — Og(e), O, und Gi, paarweise und zu OF + O}(c) fremd und offen; ihre 
Begrenzungen sind C OF + Of(e); E—Og(e) hat endlich viele Kompo- 
nenten (Beweis analog wie fiir (9)) und ebenso 0, wegen p(0,) << + 00, 
wahrend G) zusammenhangend ist; also sind E — O3(e), O, und G, Summen 
je endlich vieler Komponenten von E — (OF + 0} (e)). Hiernach licgt jeder 
Punkt von A4, in der Begrenzung dreier Komponenten von E—(O% + Of {ef). 
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Der Dreibeinschlu8 (I, S. 607) ergibt nun (38). Fiir die Anwendbarkeit 
dieses Schlusses ist nur noch zu zeigen, daB OF + Of (e) aus endlich vielen 
Komponenten besteht und diese lokal zusammenhangend sind. Es geniigt, 
dies einzeln fiir OF und Of (e) zu beweisen. Fir OF folgt dies aus 2., S. 619 
und I, (59). Weiter folgt aus (9), daB E—O,(e) die Komponenten 
Of (e),---, Of(e) hat. Wegen Of (ce) = (E —Og(e))* ist also OF (e) = 
= O%* (ce) + --- + Of*(e). Nach (28) ist jedes O}(e) zusammenhangend; 
analog wie (26) zeigt man, daB die Anzah] der Komponenten von E—0O}(e) 
gleich der von E—O}, wegen E—0O} = 0, + > O}, also < 9(0,) + t, 


i>-t 
also endlich ist. Nach I, (59) folgt hieraus, da8 Os" (e) nur endlich viele 
Komponenten hat. Folglich hat auch OF (e) = O}*(e) + --- + Of*(e) nur 
endlich viele Komponenten und wegen (33) ist jede von ihnen ein lokal 
zusammenhangendes Kontinuum!»). 


(39) Hi, ist perfekt. 


Ware dies namlich falsch, so enthielte Hi einen isolierten Punkt p. Dieser 
Punkt p ware ein Punkt von Of, wie aus Hj C Of (siehe (35)) folgt. Da Hi C G}* 
gilt und p isolierter Punkt von Hi, also ein isolierter Punkt von G}* ist, so 
liegen alle zu p hinreichend benachbarten Punkte in Gj. Da aber Gi C 0,(e) — 
O, gilt, also G4, zu O, fremd ist, liegt p nicht in Of. Dies steht im Widerspruch 
zu p € OF. Also gilt (39). 

Wir zeigen jetzt, daB bei jeder Lage von O, die Ungleichung 


(40) p(0,* 9) > e(,(e) - O,(e)) 


gilt. 

Erstens behaupten wir zu diesem Zweck: Ist D eine Komponente des 
Durchschnittes 0, (e) -O,(e), so ist D zum Durchschnitt O,-O, nicht fremd. 
Angenommen namlich, es ware D-0,-O, leer. Da DCO,(e) CO, gilt (letz- 
teres nach (19)), ist D zu O, fremd, also, weil D offen ist wegen der Offenheit 
von O,(e) und O,(e), D fremd zu 0,. Mithin gilt D C.0,(e) —O,. Weil D 
zusammenhangend ist, so ist D in einer Komponente Gi von 0,(e) — O, ent- 
halten. Wegen D C O,(e) gibt es unter den offenen Kreisscheiben aus , 
solche, die zu D nicht fremd sind. Es sei K, eine derartige Kreisscheibe. Dann 
ist K, zu Hi = Gi* — Li fremd. Dies ergibt sich folgendermaBen. Angenom- 
men, K,- Hi ware nicht leer. Es sei F eine zu D nicht fremde Komponente 
von Gi- K,. Fiir die Begrenzung -F* gilt F* C Gi* + K*¥ = Li 4 Hi + Kf. 
Da Li ein (offener) Kreisbogen ist, dessen Innenufer nach (34) zu G}, also auch 
zu F fremd ist, da auBerdert K, - Hi als nicht leer angenommen wurde, existiert 
‘in F* ein Punkt pj, und eine abgeschlossene Kreisscheibe C K, mit dem 


1) Nope ine, G.: J. f. d. r. u. a. Math. 184, 94 (1942). 
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Mittelpunkt pj, deren Durchschnitt mit F* in Hj} enthalten ist. Dieser 
Durchschnitt enthalt nach (39) unabzahlbar viele Punkte; von ihnen liegen 
alle, auBer héchstens abzdhibar vielen, in O,(e) nach (38). Also enthalt der 
Durchschnitt einen Punkt p’, der in O,(e) liegt; er liegt auBerdem in F* und 
in K,. Nun sei {p,} (h = 1, 2, . . .) eine Folge von Punkten aus F, die gegen p’ 
konvergiert. Wir verbinden, fiir jedes h, den Punkt p, mit einem Punkt py 


fos) 
von D durch einen Bogen B,C F C Gi: K,. Dann ist B = (p') + > B, eine 
hat 


zusammenhangende Menge. Es gilt: a) BC O,(e) wegen B,C FC Gi: K, 
C K,CO,(e) und p’' € K, C O,(e); b) BC Ole) wegen B, CFC 
Gi-K, C Gi C On(e) und p’€O,(e); c) B-D+0 wegen py ED. Aus a), 
b) und c) sowie dem Zusammenhang von B folgt, da8 B in der Komponente D 
von O, (e) - Og(e) enthalten ist. Insbesondere liegt also auch der Punkt p’ in D. 
Nun ist p’ ein in der (offenen) Kreisscheibe K, enthaliener Punkt der Begren- 
zung F* der Komponente F von Gi - K,. Also liegt p’ auch in der Begrenzung 
Gi* von Gi. Mithin ist der Durchschnitt D-G{* nicht leer. Dies widerspricht 
DCG. Damit ist bewiesen: Jede zu D nicht fremde Kreisscheibe K, aus &, 
ist fremd zu H}, wie wir behauptet hatten. - Insbesondere enthilt also K, die 
Endpunkte von Li nicht. Diese sind auch die Endpunkte des Spiegelbildes Li 
von Li, an der Verbindungslinie dieser Endpunkte. Ist Zi die von Li und Li} 
gebildete offene Kreisbogenzweiecksflache, so gilt also K, C Gi + Z} + Li. 
(Man beachte, daB K, und Li denselben Radius ¢ haben!) Diese Beziehung 
gilt also fiir jede Kreisscheibe K, aus &,, die zu D nicht fremd ist (wo- 
bei i durch die Beziehung D C Gi festgelegt ist). - Nun sei Kj, eine 
beliebige, aber feste, offene Kreisscheibe aus &,, die zu D nicht fremd, 
also in Gi, + Zi + Li enthalten ist. - Es sei H die Menge aller Punkte der 
Ebene E mit Abstanden < 2¢ von Gi +. Zi. Nach (36) hat Gi einen Durch- 


messer < + d(0,), also Gi + Zi + Li einen Durchmesser << + d(0,)+2¢, 
daher H einen Durchmesser << z d(O,) + 6¢ und dies ist < +40,) nach (16). 
Anderseits hat O, (c) einen Durchmesser > +4(0,) nach (25). Also ist O, (e) 


nicht in H enthalten. Mithin gibt es in §, eine offene Kreisscheibe K;', die 
zu E—H nicht fremd, also zu Gi + Z) + Li fremd ist. Es sei m’ bzw. m”’ 
der Mittelpunkt von Kj bzw. Kj’. Weiter sei N die Menge der Mittelpunkte 
aller Kreisscheiben aus $,, die in Gi + Z} + Li enthalten sind, und N’ die m’ 
enthaltende Komponente von N. Mit N ist auch N’ kompakt. Da die Menge M, 
der Mittelpunkt aller Kreisscheiben aus $, nach S. 622 zusammenhangend ist, 
N' C M, gilt und M, —N wegen m” € M, —N nicht leer ist, enthalt V’ 
einen Punkt n und M, — N eine Punktfolge {n'} (i = 1, 2,...) mit jim n' =n. 


Hat ein K, aus &, den Mittelpunkt m, so schreiben wir auch K,(m) statt K,.. 
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Die Menge S=Gi- >’ K,(m) ist zusammenhangend; denn zunichst ist der 
Nn 


mé 
Mittelpunkt m® derjenigen offenen Kreisscheibe K°, deren Peripherie den 
Kreisbogen Lj enthalt, nicht in N’ enthalten, da aus m°® € N’ und K(m) C 
Gi+Z,+ Li C E—O, firm € N’ folgen wiirde, daB ganz N’ in derjenigen 
Mittelpunktsmenge M$ (S. 627) liegt, die m° enthalt, so daB >’ K,(m) 


méeN 
und folglich K,(m’) in E—O,(e) enthalten ware im Widerspruch zu 


K, (m')- D = K,: D+ 0 und D C O,(e); also hat m® von N’ einen positiven 
Abstand 3 = d(m°, N’); hieraus aber folgt, daB, wenn wir zwei beliebige 
Punkte aus N’ durch eine y-Kette {m,, ..., m,} von Punkten aus N’ bei hin- 
reichend kleinem y verbinden, der Durchschnitt der offenen Kreisscheiben 
K, (m,) und K,(m,,,) nicht in Zi C K6 enthalten, also Gi - K, (m,) + K,(m),1) 
= K,(m,) - K,(m,,,) —(Z4 + Lf) nicht leer (und wegen K, (m,) C Gi +2Z4+ 
+ Lj fiir h=1, ..., k zusammenhéngend) ist; dann ist auch Gi - (K, (m,) + 
+... + K,(m,)) = (K,(m,) + .. «+ K,(m,)) —(Z, + Lj) zusammenhan- 
gend; hieraus folgt der Zusammenhang von S. AuBerdem gilt S C O,(e) 
wegen K,(m) CO, (e) (nach (18)) und S CO, (e) wegen Gi CO, (e). SchlieBlich 
ist K+ D nicht leer nach Wahl von K‘, also wegen K', = K,(m’) und D- (Zi + 
+ Li) = 0 der Durchschnitt (K, (m’) — (Zi + L}))-D nicht leer, wegen m’ € 
EN’ also S - Dnicht leer. Folglich gilt SC D. Nun ist fiir hinreichend groBes | 
die Menge T = (K, (n) — (Zi + Li))- K, (n') D K, (n)- K, (n') —(Z, + Li) 
nicht leer, da n von m® einen positiven Abstand hat (wegen 38> 0). Wegen 
T C K,(n) — (2+ Li) =G} - K,(n) CS gilt aber TC D. Also ist der Durch- 
schnitt D- K,(n') fir groBe | nicht leer und daher K,(n') in Gi + Zi + Li 
enthalten. Wegen n! € M,—N ist dies aber nicht méglich nach Definition 
von N. Damit ist der gesuchte Widerspruch hergeleitet. ' 


Zweitens behaupten wir: Keine Komponente O des Durchschnittes 0, - 0, 
hat mit zwei verschiedenen Komponenten D’ und D” des Durchschnittes 
O,(e)- O(c) Punkte gemein. Angenommen, dies wire falsch. Dann gibt es 
in D' einen Punkt p’, in D” einen Punkt p” und in O,- 0, einen einfachen 
(d. h. doppelpunktfreien) Streckenzug S mit den Endpunkten p’ und p”. 
Wegen (32) ist S in O,(e) enthalten. Hingegen gilt nicht S C O, (e), da sonst S 
und damit p’ und p” in einer und derselben Komponente von 0, (2) + 0,(¢) 
lagen, was nicht der Fall ist. Folglich ist die Anzahl der zu S nicht fremden 
offenen Kreisbogen Li, von denen in (22) die Rede ist, sicher positiv; sie ist 
aber nicht unendlich, denn sonst hatte S mit Q, =O* - O* (e) einen nicht leeren 
Durchschnitt, weil wegen (22) die Durchmesser der Li gegen Null konvergie- 
ren und die Endpunkte der Li in Q, liegen. Es seien Li,..., L die zu S nicht 
fremden, offenen Kreisbogen Lt und Gi, ..., Gt diejenigen Komponenten von 
O, — O;(¢), in deren Begrenzung die Kreisbogen Li; . . ., L* nach (22) enthalten 
sind (die Kreisscheibe € §,, in deren Begrenzung Li liegt, heiBe Ki (i= 1, ..., k)). 
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Dann gilt S—O,(e) C (i+ Li) +...+(G}+L). Nun sei i eine be- 
liebige der Zahlen 1,..., k. Jede Komponente des Durchschnittes Gi - S ist 
ein offener Teilbogen B von S, dessen Endpunkte 6’ und 6” in Li liegen. 
Da Li nach (22) eine Lange <7e hat und ein offener Bogen ist, haben b’ 
und b” einen Abstand < 2e. Es sei C der offene Teilbogen von Li mit den 
Endpunkten b’ und 6”, € das Spiegelbild von C an der Verbindungsstrecke T 
von b’ und 6”, und Z die offene, von C und € gebildete Kreisbogenzweiecks- 
flache. Wir behaupten, daB C CO,(c) gilt. Angenommen, dies ware falsch. 
Dann hat, weil die Endpunkte 6’ und b’” von C als Punkte von SC O,(e) 
in O,(e) liegen, C mit Of (¢) mindestens einen Punkt c° gemein. Wegen (30) gilt 
OF (2) C O8* (ce) +... + Of (e). Also ist c® in einer Begrenzung 05" (e) ent- 
halten. Wegen (28) liegt also c° auf der Peripherie K}* einer offenen Kreis- 
scheibe K} C O}(e) C E —O,(e) aus 8}. Da der offene Kreisbogen C denselben 
Radius ¢ hat wie Kj und seine Endpunkte 6’ und 6” als Punkte von Q, (e) 
nicht in Kj liegen, ist der Durchschnitt Kj - Z ein Punkt oder eine Kreisbogen- 
zweiecksfliche, die durch C aus Kj ausgeschnitten wird. Die Menge K; — 
—(C + Z) ist enthalten in dem Innengebiet / der einfach geschlossenen Kurve 
B+ (b’) 4-(6") + C, da BC SCO, (ce) zu K>C E —O,(e) fremd ist, hin- 
gegen K;—(C + Z) zu C beliebig benachbarte Punkte enthalt (man beachte, 
daf das AuBenufer von C nach (22) in Gi, also in J C Gi liegt). Es gilt also er- 
stens K}C / + C + Z. Zweitens ist die Strecke T zur Mittelpunktsmenge Mj 
fremd, da 6’ und 6” in O,(e), also in E —O}(e) und folglich wegen (28) und 
(30) in keiner Kreisscheibe K, € St} lieyen und sie auBerdem einen Abstand 
<< 2¢ haben. Drittens ist jede Kreisscheibe K, € 8} zum offenen Bogen B 
fremd wegen BC O,(e)C E —-OF(e) und (28). Aus diesen drei Tatsachen 
und dem Zusammenhang von Mj folgt O}(e) C1 +C4+2ZC Gi +C+Z. 
Daher ist d(O} (e)) < d (G4) + d(C + Z). Nun ist d(Gi) << + d(O}) nach (24). 
Weiter ist d(C + Z) = d(Z)< 2, da b’ und b” einen Abstand < 2 ¢ haben. 
Wegen (27) ist also d(C +Z)< + d(0}). Mithin gilt d(0,(c))< +d}, 
im Widerspruch zu (29). Also gilt C C O,(e), wie behauptet. - Nun er- 
setzen wir den offenen Bogen B durch den offenen Bogen C mit denselben 
Endpunkten, und zwar tun wir dies mit jeder Komponente B von (0, — 
—0,(e)): S. Dadurch geht C iiber in ein Kontinuum € C 0, - 0;(€) - 9,(e), 
welches p’ und p” enthalt und dessen Durchschnitt mit Of(e) in Li +..-- 
+ L* enthalten ist. Fir jedes j = 1,..., & sei nun Li ein offener, zu Lj kon- 
zentrischer Kreisbogen, dessen Radius ¢ <¢ ist und der sich vom gemein- 
samen Zentrum mi aus auf Li projiziert; die Endpunkte von L/ seien gj und 4}, 
die von L) seien entsprechend gj und g} (gi bzw. 9 auf der Verbindungsstrecke 
von m mit gi baw. gi). Wir nehmen nun ¢ < ¢ so grof an, daB die (auf Radien 
von Li liegenden) Strecken (gj, gj) und .(g}, 93) zu C fremd (was méglich ist, 
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da gi und gj, nicht in € liegen). Nun projizieren wir zentral in Richtung auf 
m) die Durchschnitte von € mit Lj und dem Innengebiet der einfach geschlos- 
senen Kurve Li + (qj gi) +- (gi gi) + L4 auf den Kreisbogen L/ und ersetzen 
diese Durchschnitte durch diese Projektionen. Dadurch geht € iiber in ein 
Kontinuum C, welches in 0,(e) und, wenn ¢<e hinreichend grof ist, auch 
in O,(e) liegt, und p’ mit p” verbindet. Dies widerspricht aber der Voraus- 
setzung, daB p’ und p”’ in verschiedenen Komponenten von 0,(e) und 0,(e) 
liegen. Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen. 


Nun gilt fiir jede offene Menge O nach Definition der Begrenzungslange 
A(O): 


(41) L(O*) SAQ) S2L(0*). 
Nach (24) und (22) ist also A(O, (e)) << +00 und A (0, (e))< +00. Nach 
dem Teil I dieser Arbeit gilt also fiir O,(e) und O,(e) die Hauptformel. Aus 
ihr und (41) folgt 
(42) fp (0, (€)+ Oy €)) Gy 2 {K (0, (€))- F (0, (e)) + K (0, @)) F (0, (0) 
rs) 
+ L (OF (e))- L (OF (e)). 

Jetzt lassen wir ¢ eine monotone Nullfolge positiver Zahlen ¢,, ¢3, . . . durch- 

laufen. Aus (26) und (37) folgt, daB die geschweifte Klammer in (42) eine feste, 


endliche, untere Schranke fiir alle « = ¢,, €,,... hat. Aus (21) folgt wegen der 
Unterhalbstetigkeit der Linge L die Ungleichung lim L (Of (e,)) > L (Of). 
. i+ oo 


Dies zusammen mit der aus (1) und (40) folgenden Gleichung L(Of) = + co 
ergibt lim L (OF (e)) = +00. Nach (32) hat L(Of(e,)) eine positive untere 
Schranke. Nach (42) ist also lim j e (0, (€,) +O, (e,)) dg = +00. Hieraus 
i> 
und (40) folgt (2). 
Damit ist der Beweis beendet. 


(Eingegangen am 23. August 1947.) 








Eine axiomatische Kennzeichnung der linearen Riume 
vom Typus w. 


Von 
Gortrriep K6rHE in Mainz. 


Es sei K ein kommutativer Kérper, d eine Kardinalzahl. A’le Vektoren 
mit d Koordinaten aus K bilden einen linearen Raum 0, (K). Diese Raume, 
als topologische Raume a, (K) beziiglich der schwachen Topologie aufgefaBt, 
lassen sich durch vier Forderungen A, B, C, D kennzeichnen, die ganz den 
bekannten Axiomen fiir die verallgemeinerten Hitspertschen Raume ent- 
sprechen, wie sie von J. von Neumann’), H. Lowre*) und F. Revuica*) an- 
gegeben worden sind. 

Der wesentliche Punkt ist die Verwendung der scharfen Forderung C der 
topologischen Vol..tandigkeit im Sinn von A. Wei‘) an Stelle der schwache- 
ren Forderung der Limesvollstandigkeit im Hitpertschen Raum. Eine Charak- 
terisierung von Oy, (I), ' der Kérper der komplexen Zahlen, als den einzigen 
topologisch vollstandigen vollkommenen Raum habe ich in einer friiheren 
Arbeit) im Anschlu8 an eine Uberlegung von G. Binxnorr*) gegeben. 
J. Dievponné’) und G. W. Macxer®) haben die Theorie der vollkommenen 
Raume zu einer Theorie der Linearsysteme verallgemeinert, in der die w,(I’) 
ebenfalls durch die topologische Vollstandigkeit charakterisiert werden kén- 
nen. Diese sich bei Mackey®) findende Tatsache 1a8t sich ihrerseits wieder 
verallgemeinern zu der Kennzeichnung der Raume w durch die Forderungen 
A, B, €C (§ 2 Satz 1). 

Zur Erfassung des einzelnen w, bedarf es noch eines zusatzlichen Dimensions- 
axioms D, fiir das drei verschiedene Formulierungen gebracht werden. Die 
Begriffe der stetigen Basis und stetigen Dimension (§ 4) diirften auch fiir die 
allgemeine Theorie der linearen Raume von Interesse sein. § 5 bringt eine De- 
finition der stetigen Dimension als gréBte Lange der aufsteigenden wohl- 
geordneten Ketten von abgeschlossenen Teilriumen und zwei weitere Dimen- 


1) Math. Ann. 102, 49-131 (1929). 

*) Acta Sc. Math. Szeged 7, 1-33 (1934). 

®) Math. Ann. 110, 342-356 (1934). 

*) Sur les espaces a structure uniforme, Actualites scient. ind. Nr. 551 Paris 1937. 
5) Math. Ann. 116, 719-732 (1939), Anm. 7. 

*) Ann. Math. Princeton II. ser. 88, 39-56 (1937). 

7) Ann. Ecole Norm. Sup. 3. série 59, 107-139 (1942). 

*) Trans. Am. Math. Soc. 67, 155-207 (1945); ebenda 60, 519-537 (1946). 

*) Theorem 15 der zweiten in Anm. 8 zitierten Arbeit. 
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sionsbegriffe, die von der stetigen Dimension verschieden sind. Hier liegen 
verwickeltere Verhiltnisse vor als in den Hitpertschen Raumen. 


§ 6 bringt kurz die Theorie der stetigen linearen Abbildungen von w in sich, 
die die von O. Torp.itz”®) fiir den abzihlbaren Fall entwickelte Theorie der 
zeilenfiniten Gleichungssysteme auf beliebige Machtigkeit verallgemeinert. 


.§ 1. Grundbegriffe. 


K sei ein topologischer Kérper. Die Verkniipfungen — +, &-n, 4 sind 
also in bezug auf beide Variable gleichzeitig stetig. Man kann jeden Koérper K 
zu einem topologischen Kérper machen, wenn man als einzige Umgebung 
eines Elementes das Element selbst nimmt. Zu der so in K erklarten diskreten 
Topologie gehért als Konvergenz die Fastkonstanz. 


Eine Menge von Elementen z, y, . . . bildet einen linearen Raum ad iiber K, 
wenn die Operationen z+ y und Ez = z& fiir alle € EK so erklart sind, 


daB } eine Apetsche Gruppe beziiglich der Addition mit dem Nullelement o 
bildet und die Gesetze 


z+) = 26+ 2%, (c+ yb = 2b + y&, 
z(En) = (z&)n, 2-1 = 2,272.0 =0 
gelten. 


Ist jedem z aus A ein Element uz aus K zugeordnet und ist diese Zuordnung 


linear, d.h. u(x&+ yn) = (uz) E + (uy), 80 ist u eine Linearfunktion 
auf A. Die Gesamtheit dieser Linearfunktion bildet den konjugierten 
Raum 2’ zu 2. 


Es sei p ein linearer Teilraum von 2’ mit der Eigenschaft: 


(1) Aus uz = 0 fiiralle uGu folgt z=O0. 

Ist V(0) eine Umgebung der Null in K, sind u,, ..., u, endlich viele 
Elemente aus pu, so wird die Menge aller y € A mit 

(2) u,(z—y) EVO), uj, Ep,i =1,...,2, 

als eine schwache Umgebung Uu,,...,u, v(z) von 2 bezeichnet. Im 


Fall eines diskreten Kérpers wird die Umgebung also der Durchschnitt der 
n Hyperebenen u;(z—- y) = 0. 

Diese Umgebungen erzeugen in A die schwache Topologie beziiglich yp, 
wir deuten dies durch A, an. Zwei solche schwach topologische Riiume Ay 
und 2%. iiber demselben topologischen Kérper K heifen isomorph. wenn 
auf * und pw auf u* so linear und eineindeutig aufeinander abgebildet 


1) Palermo Rend. 28, 88-96 (1909). 
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werden kénnen, da8 aus u-> u*, z-—> z* stets ux = u* z* folgt. Die Isomorphie 
ist’ offenbar eine im Sinn der schwachen Topologie in beiden Richtungen 
stetige Abbildung. 

Durch die schwache Topologie ist in Adie schwache Konvergenz 2™ +z 
erklart. A, heiBt vollstandig, wenn jede schwache Cauchyfolge einen Limes 
besitzt. Wir brauchen hier noch den scharferen, auf A. We1.*) zuriickgehenden 
Begriff der topologischen Vollstandigkeit. 

Eine Menge { M,} von Mengen M, von Elementen aus i, heift eine Cauchy- 
menge, wenn je endlich viele Mengen M, einen von der Nullmenge ver- 
schiedenen Durchschnitt haben und wenn es zu jeder schwachen Umgebung 
U{o) ein M, gibt, mit z—y € U(o) fiir alle z, y aus M,. Ein Element z, 
das Haufungsstelle aller M, ist, heiBt Haufungsstelle der Cauchy- 
men gels), 

Eine Cauchymenge hat héchstens eine Haufungsstelle. 

Beweis: Ist 2, von 2, verschieden, so gibt es nach (1) ein ug mit 
Y = Uo(% — z,) = 0, also eine Umgebung V (0) in K, die y nicht enthalt. 
V,(0) sei eine Umgebung, fiir die + &€+7-+ € stets in V (0) liegen, -wenn 
E, und Z in V,(0) liegen: 

Zu der schwachen Umgebung U,, y (0) gehdrt ein M,, so daB uy (x —y) E 
€ V, (0) fiir alle z, y € Mg. Ist nun z, Haufungsstelle der Cauchymenge, so 
gibt es ein y € M, mit uy (z—-y) € V,(0). Ware auch z, Haufungsstelle, 
so gibe es ein z € M, mit uy (x, —z) € V,(0), also ware uy (zy —- y) + 
+ Up (y — 2) + Ug (z — 2) = Up (%p — 2%) = y € V(0), was unmédglich ist. 

a, hei®t nun topologisch vollstandig, wenn jede Cauchymenge eine 
Haufungsstelle in A, besitzt. Dies ist offenbar nur dann méglich, wenn K 
selbst topologisch vollstandig ist. Jedes diskrete K ist topologisch voll- 
standig, auch [ in der tiblichen Topologie. 


§2. Die Riume ow. 


K sei topologisch vollstandig. In Analogie zu den drei Axiomen fiir die 
verallgemeinerten Hilbertschen Raume charakterisieren wir die Raume w 
iiber K durch die Forderungen 

A.w ist ein linearer Raum iiber K. 

B. 1m konjugierten Raum w’ ist ein linearer Teilraum pu aus- 
gezeichnet, der (1) erfiillt. 

C. w ist beziiglich der durch p erklarten schwachen Topologie 
topologisch vollstandig. 


10a) In der Terminologie der Cartanschen Filtertheorie ist eine Cauchymenge 
die Basis eines Cauchyfilters, vgl. N. Bourpaki, Topologie Générale, Chap. II, 
Actualités scient. ind. No. 858 Paris 1940. 
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Mit 04 (K) bezeichnen wir den Raum aller Vektoren ¢ = {€ , &),.. -} mit 
d beliebigen- Koordinaten aus K, die wir uns in der zur Anfangszahl der 
Kardinalzahl d gehérigen Wohlordnung gegeben denken. Ist u ein Vektor, 
ebenfalls mit d Koordinaten aus K, von denen jedoch nur endlich viele von 0 
verschieden sind, so bezeichnen wir den von allen solchen u gebildeten linearen 
Raum mit f,(K). Jedes u ist eine Linearfunktion auf 0,(K), wenn man ur 
als das skalare Produkt der beiden Vektoren erklart. 

Setzt man p = f,(K), so erfiillt 0,(K) die Axiome A, B,C, wie leicht 
zu sehen. Wir beweisen die Umkehrung 

Satz 1. Jeder den Axiomen A,B,C geniigende Raum w ist iso- 
morph einem 0,(K), wobei up der Raum f,(K) entspricht. 

Mit Hilfe einer Wohlordnung der Elemente von yp bilden wir eine lineare 
Basis u, von ». Die Anzahl ihrer Elemente sei d. Diese Zahl ist unabhangig 


-von der zugrundegelegten Wohlordnung"*), wir bezeichnen sie als die lineare 


Dimension von p. 
Die Umgebungen 


(3) Uy, (%—y) E V(0), i =14,...,2, 

bilden ein zum System aller schwachen Umgebungen Aquivalentes 
System. Ist namlich u irgend eine Linearfunktion, so ist u =v, u. +...+ 
+ Up Ue, und zu V (0) gibt es stets ein V,(0), so dab aus Uo, (x — y) € V,(0), 


j =1,...,m, stets u(x —~ y) € V(0) folgt. Also enthalt fede schwache Um- 
gebung eine des speziellen Typs. 


Hilfssatz.1. Sind a,,..., a, aus K vorgegeben, so gibt es stets ein 
zinw mit up, t=a,,i =1,...,n.3) 

Es geniigt zu zeigen, daB es zu Wyss Up. Elemente Heyes Xe, in w gibt 
mit u,, on = Siw i=4,...u(8;, =0 fir i+ k,3;, = 1). Firn =1 ist die 


Behauptung richtig. Sie sei fir u,,...,u,_ richtig. Jedes x aus w hat die 


Form 
n—1 
z= > (u, 2) x, +2’, ux = 0 fir i= 1,..., n—1. 
i=1 


Ware u, z’ = 0 fiir alle z’, so ware 


n—1 
[».— - (4, %,,) “| z=0 
; i=1 

fiir alle z aus w. Dies ist unmdglich, da die Linearfunktion in der eckigen 
Klammer nicht identisch verschwindet. 


11) Fiir diese wohlbekannte Tatsache findet man z. B. einen einfachen Beweis bei 
Léwie l.c. Anm. 2 Satz 33. 
12) Dies ist th.1 von Dieuponngé, |. c. Anm. 7. 
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Also gibt es ein Ze, mit Ue, %, = 1, Ue, %, = 0 fir i=1,..., n—1 
und damit ist die Behauptung fiir n bewiesen. 

Beweis von Satz 1. Wir geben d beliebige Elemente &, aus K vor. Mit 
M ...en v bezeichnen wir die Menge aller z aus @ mit u,, z—t,, € V(0), 
§ai,..., n. Die Menge aller dieser M, , y bildet nach Hilfssatz 4 
offenbar eine Cauchymenge. Fiir die nach ( vorhandene Haufungsstelle 2 
gilt also u, 2 =€, fir alle p. 

Ordnen wir nun jedem z aus w den Vektor ¢ mit den d Koordinaten u,z = —, 
zu, so erhalten wir eine lineare eineindeutige Abbildung von w auf ganz.0,(K). 
Ordnen wir noch jedem u aus p, das ja eine eindeutig bestimmte Darstellung 


n 
n= 2 Uo, Ue, hat, den Vektor u zu, dessen o,-te Koordinate gleich Uo, ist, 


i =1,...,m, dessen iibrige Koordinaten verschwinden, so ergibt sich Satz 4. 


Eine unmittelbare Folge ist: Zu jeder, linearen Basis u, von p existieren 
in w Elemente e,, die die Beziehungen 


(4) u,e, = 1, uye, = 0 fir e +o 


erfiillen. Sie heiBen das zu den u, konjugierte System. Bei der Zuord- 
nung auf o, (K) entspricht e, der Einheitsvektor e,. 
Nehmen wir noch die Forderung 
D. uw hat die lineare Dimension d 
zu A, B, C hinzu, so sind nach Satz 1 alle w, (K), die A, B, C, D erfiillen, 
isomorph 0, (K) beziiglich f,(K). 

Wir bemerken, daB im Fall d = %, die Forderung C durch die schwichere 

Forderung 
C’. wm ist schwach volistandig beziiglich p 
ersetzt werden kann: 

Zu jeder Folge &, &, . . . aus K gibt es dann nach Hilfssatz 4 in w eine Folge 
z™ mit u,z™ =€,; fir i=1,...,m. Diese Folge konvergiert schwach 
gegen ein Element 2 mit u, 2 =€,, fir i = 1,2,.... Daraus folgt dann 
wie oben die Isomorphie mit 0,, (K) beziiglich f,, (K). 

Ist d> Xp, so reicht C’ jedoch nicht mehr aus. Der Raum aller Vektoren 
mit d Koordinaten aus K, von denen héchstens abzthlibar viele von Null 
verschieden sind, erfiillt A, B,C’, D, aber nicht C, wenn wir wieder p =f, (K) 
setzen. 


Satz 1 ergibt unmittelbar, daB w = py’, also gleich der Gesamtheit aller 
Linearfunktiqnen auf p ist. 

Umgekehrt 148t sich auch die durch B ausgezeichnete Menge p von Linear- 
funktionen auf w in einfacher Weise charakterisieren. 





Sarr year 
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Satz 2. uw ist die Gesamtheit der auf w im Sinn der schwachen 
Topologie stetigen Linearfunktionen. 

Jedes u € pw ist eine stetige Linearfunktion, denn ist V (0) vorgegeben, 
so bilden alle x mit ux € V (0) eine schwache Umgebung von o, auf der u 
nur Werte aus V (0) annimmt. 

Ist umgekehrt | (x) eine in o stetige Linearfunktion, so ist 1(z) € V (0) 


fiir alle z mit uz Ee V, (0), ¢ = 1,...,2”. Ist u, = = 0 fir; =1,..., 2,80 
muB8 1 (z) = 0 sein. Andernfalls wire | (zy) = 1 (z)n fiir geeignete y nicht in 
V (0), obwohl U2) = 0 € V, (0), i = 1,..., nm, ware. Also wird fir be- 


n 
liebiges z € w, das sich ja als x = ¥ €, (up, 2) + 2 schreiben 1aBt, 
i=1 


1a) =f (> oy (We a) x EG) (u, 2) = [ 24%.) “| = us, 


also ist 1 (z) in‘p. 


§ 3. Die abgeschlossenen Teilréume von w. 


Ist uz = 0, so nennen wir u und z orthogonal”). 

Ist « ein linearer Teilraum von w, so bilden alle auf allen z Ca ortho- 
gonalen u von yu einen linearen Teilraum & von p, den Orthogonalraum 
von «. Ebenso werde mit § die Menge aller auf ganz § C y orthogonalen . 
xz €w bezeichnet. Es ist stets « ein Teilraum von &@ und § einer von B- Ist 
a = & bzw. 8 = B, so hei®en a und g orthogonalabgeschlossen. & und 
B sind stets orthogonalabgeschlossen. 

& ist der kleinste « umfassende orthogonalabgeschlossene Teilraum von w&, 
die orthogonalabgeschlossene Hiille von a. Aus a C 6 folgt BC &. 


Satz 3. Jeder lineare Teilraum $8 von yp ist orthogonalab- 
geschlossen. 

B umfaBt g. Ist up eine nicht in @ liegende Linearfunktion aus p, so gibt 
es ein  € B mit uy z = 1: Man bildet zuerst eine lineare Basis v, von 6, 
zu der man u, hinzufiigt und die man dann zu einer Basis v, von ganz p er-. 
ganzt. Auf den v, setzt man 2, gleich 0, auf up gleich 1, auf den iibrigen v, 
wieder Null. Nach dem Beweis von Satz 1 gibt es in w ein solches 2». 2 liegt 
in B, also liegt up nicht in G, also 8 = B. 

Satz 4. Ein linearer Teilraum « von w ist dann und nur dann ortho- 
gonalabgeschlossen, wenn er abgeschlossen im Sinn der schwachen 
Topologie ist, d.h. alle schwachen Haufungsstellen enthalt. 


18) Die folgenden Uberlegungen beruhen auf bekannten Schliissen aus der Theorie 


der volikommenen Raume, vgl. z. B. Kétae, G.: Math. Ann, 114, 99-125 (1937) 
und Diguponné, J.: Bull. Soc. math. France 70, 46-75 (1942). 
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a) Es seia = &. 2, sei eine Haufungsstelle von a. Ist up irgend ein Element 
aus &, so ist in der Umgebung U,, y (xq) wenigstens ein Element z aus a, 
d. h. es ist u(t» — Z) = Ug ZT € V (0). Da dies fiir alle V (0) gilt, ist ug z = 
= 0, also % € a =a. 

b) a sei topologisch abgeschlossen. Es sei z ein nicht in « gelegenes Ele- 
ment von w. Es gibt dann eine Umgebung Uy, ., ug.v (2), die kein y aus 


« enthalt. Zu jeder: y gibt es also wenigstens ein i mit 
u,, (2 —y) = —a,, +0. 


Das bedeutet, daB der lineare Raum a, aller den y zugeordneten 9, = 
{nig,: = ++Nq,} den Vektor 2? = {E, .. ., &°} nicht enthalt. Es gibt also einen 
Vektor uf) = {u,..., vo} mit uf = 1, uy, =0 fiir alle y Ea. 


n 
Das Element u = 2 v u,, liegt also in &. Wegen u® 2 = u?? 2? = 4 
i= 
liegt 2 nicht in @, also a = @. 

Zwei Elemente aus yp erzeugen in « C w dieselbe Linearfunktion, wenn 
ihre Differenz zu & gehdrt. Zu « gehdrt als ausgezeichneter Linearfunktionen- 
raum also der Quotientenraum p | &, der dieselbe Topologie in « erzeugt wie 
u selbst. Also gilt: 

Satz 56. Ist w isomorph 0,(K), so ist jeder abgeschlossene lineare 
Teilraum isomorph einem 0,(K) mit / <d. 

Satz 6. Jeder abgeschlossene lineare Teilraum a von w besitzt 
einen abgeschlossenen Komplementarraum. 

Beweis. Wir bilden & in p. Mittels Wohlordnung 148t sich sofort ein Teil- 
raum @ von u konstruieren, so da8 jedes Element u aus p sich auf eine und 
nur auf eine Weise’als u = u™ + u®, u™ € a, u®™ EB schreiben laBt. 
8 ist also komplementar zu & in uw. Wir bilden zu & und 6 die Orthogonalraume 
& =a und 8. G ist abgeschlossen nach Satz 4. Wir behaupten, er ist komple- 
mentir zu a. Da & und § ganz pu aufspannen, ist ein zu & und 6 orthogonales z 
gleich o, d.h. a und 8 haben den Durchschnitt (0). Ist andrerseits x € w 
gegeben, so laBt es sich in der Form z = 2“) + 2 schreiben, 2 Ca, 
2 €G. Ist namlich wu = u™ + u®, u®.€ a, u® EB, so werden durch 
uz = uz baw. ux = uz fiir alle u zwei Linearfunktionen auf p, also 
zwei Elemente von.w definiert mit der behaupteten Eigenschaft. 


4. Stetige Basis und stetige Dimension. 


Das Axiom D ist unbefriedigend, da es die Zahl d nicht als Dimension von 
@, sondern von u einfihrt. Eine solche Definition von d als Dimension von w 
wollen wir nun geben. 
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Es sei ¢, das nach (4) zur linearen Basis u, von u konjugierte System. Dem 
Element z mit u, z, = €, kann man rein formal die unendliche Summe >’ e, &, 


e 

zuordnen, die bei der Isomorphie zu Satz 1 dem Vektor ¢ = {Eo Eevee } ent- 

spricht. Diese Basiseigenschaft der e, 1a8t sich auch topologisch erfassen. 
Es seien x” Elemente aus w, 4, Elemente aus K. Mit M,__,. bezeichnen 


wir die Menge aller Elemente der Form 
a n,, +...4+ wot, + x’n+t Neonat? +...4+ ak 


wobei die o,,,,,---, 6m irgend endlich viele der von o,,...,6, verschiedenen 
o sind. Durchlauft {o,,...,¢,} alle endlichen aus den o gebildeten Mengen 
und bilden die dazugehérigen M, __,, eine Cauchymenge, so nennen wir 


ihren Haufungspunkt y die Summe aller zy, und schreiben y = >" 2”y,. 


Man beweist sofort die Regel 


(5) D> I+ Dd 7b =) 2" (eg + Fe); 


sie gilt unter der Voraussetzung, daB die beiden Summen der linken Seite 

existieren: Es seien u™,..., w™ und V(0) gegeben. Wir bestimmen V,(0) 

so, daB fiir &, y aus V,(0) stets — + 4 € V (0) ist, ferner Indizes o,,..., , 

so, daB fiir jede, diese Indizes enthaltende endliche Summe » 2'Ng, und 
i 


D> x7&, gilt: 


yf) (= tq — 2 ng) E V;,(0), u™(Z hq — 2 iba) € V,(0), 
_ co 
k= a oe eg Me 


Dann ist wl ( 27%, + 2D 2°b 5) —2D 2'(Ng + Ea.) | EV(0),k=—14,..., n. 

Eine Menge von Elementen 2” aus w hei®e nun eine schwach stetige 
Basis von w, wenn jedes x €w sich auf eine und nur eine Weise in der Form 
z= >’ 2’, darstellen 148t und wenn umgekehrt fiir beliebige —, GC K das 
Element >’ 2’&, in w existiert. Wir stellen auBerdem noch die in § 6 sich 
als tberfliissig erweisende Forderung, daB fiir jedes o, der Teilraum aller 
Dd 2% mit 4 = 0 abgeschlossen ist. 


Satz 7. Jedes zu einer linearen Basis u, von up konjugierte System 
e,ist eine stetige Basis, umgekehrt gibt es zu jeder stetigen Basis 
e, eine lineare wu, von p, deren konjugiertes System die e, sind. 

Beweis. 

a) Ist e, konjugiert zu u,, so wird fiir jedes z aus w x = px (w, x) im Sinn 


e 
der obigen Summendefinition. Man zieht zum Beweis die Umgebungen der 
Mathematische Annalen. 120. 41 
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Gestalt (3) und die Beziehungen (4) heran. Umgekehrt existiert fiir beliebige 
EEK De, &, und es ist us > ¢,& = &, die Sumimendarstellung ist 
also auch eindeutig. Der Teilraum aller D'¢,&, mit &, = 0 ist als Ortho- 
gonalraum zu u, abgeschlossen. 

b) ¢, sei eine stetige Basis von w. Wir zeigen 

1. Zu jedem u Ey gibt es nur endlich viele ¢, mit ue, + 0. Ware 
dies nicht der Fall, so gabe es eine Folge 6,94 = 1,2,..., mit ue, = C; = 0. 
Nech Definition der Basis existiert in w die Summe 


(6) X eb mit &, = 7 fr p = py Par: ++» Gg = 0 sonst. 
. 


‘Es sei V (0) eine Umgebung von 0, die das Element 1 nicht enthalt. Zu U,, v (0) 
gibt es dannein M, _,,, so daB u(>” — 5”) C V(O) ist fur irgend 
zwei endliche Teilsummen 5”, 5”’ von (6), die die Summanden 3 eee 


e., bo, enthalten. Ist p;=- o,,..., 6, 80 ist Ce, a als eine solche Diiferenz 
>"—>d" darstelibar, also folgt es, = = 1 € V(0), was unméglich ist. 
2.Es gilt das distributive Gesetz 


(7) u (= ee *e) = 2 (we,) Ee 


fiir beliebige u € p und & EK. 
Sind 9,,..., 9, die Indizes, fir die ue, + 0 ist, so wird nach (5) D’e, &, 
~, 


n 
= > fe, Be, + D* &,%_: Wobei der Stern die Summe iiber alle von p,,..., Py 
i=1 


i= 

verschiedenen p bedeutet. >"*e,€, liegt als Haufungsstelle der endlichen 
Teilsummen, die im Orthogonalraum (u) zu u liegen, selbst in (u), also ist 
u >* = 0. Daraus folgt leicht (7). 


3. Konstruktion einer Basis von yp, zu der die e, konjugiert sind. 


Alle Vielfachen ¢, &, & € K, bilden einen eindimensionalen, also abgeschlosse- 
nen linearen Teilraum a, von w, die Elemente >’ ¢,,£,, einen dazu kom- 
e’ Fe 


plementaren, nach der letzten Forderung fiir die stetige Basis abgeschlossenen 
Teilraum B, von w. Der Orthogonalraum §, in p ist wegen B, = B, von (0) 
verschieden, ein Element + o daraus verschwindet auf allen e,,, mu8 also auf 
e, verschieden von Null sein, also gibt es ein u, € 8, mit 


(8) uot, = 1, Wty = 0, p' + 9. 


Also sind die u, linear unabhangig. Ist u ein beliebiges Element von u, so 
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sei ue, = v,. Nach 1. sind nur endlich viele dieser v, von Null verschieden, 


etwa u,,--.,U,. Ist c= De, &, beliebig aus w, so gilt nach (7) 
n n n 
uz = Dd (ue)& = > e, ee, = » Y, (Ue, 7) = (3»,,»,) = 
¢ i-1 i=1 i=1 


fir jedes z, also ist u = z Up, Me, die u, bilden also eine Basis, deren kon- 


jugiertes System wegen ®) die e - bilden. 

Bezeichnen wir die Anzahl der ‘Elemente einer stetigen Basis von w als die 
stetige Dimension d, von w, so folgt aus Satz 7, daB diese Anzahl eindeutig 
bestimmt und gleich der linearen Dimension d von p ist. An Stelle von D 
kénnen wir also auch die Forderung 


D,-@ hat die stetige Dimension d 
verwenden. 


$5. Andere Dimensionsbegriffe. 


Die oben gegebene Einfiihrung der stetigen Dimension entspricht dem Ver- 
fahren im H1ipertschen Raum, diese Dimension als Anzahl der Elemente eines 
volisténdigen Orthonormalsystems einzufithren. H. Léwic") hat im Hicsert- 
schen Raum § eine affine Dimension eingefiihrt : Eine Menge M von Elementen 
aus © hei®t eine Grundmenge von §, wenn jedes Element von 9 metrischer 
Limes von Elementen der linearen Hiille von M ist. Die kleinste Kardinalzahl, 
die als Anzahl der Elemente einer Grundmenge auftritt, hei®t die affine Di- 
mension von §. Dieser einfachere Dimensionsbegriff ergibt dieselbe Dimen- 
sion fiir $ wie der andere. 

Zwei Méglichkeiten ergeben sich zur Ubertragung auf unseren Fall: Wir 
sprechen von einer |-Grundmenge M von w, wenn jedes Element von w 
schwacher Limes von Elementen der linearen Hiille von M ist, von einer 
h-Grundmenge M, wenn jedes Element von w schwache Haufungsstelle von 
Elementen der linearen Hiille von M ist Dazu wird wie oben die -Dimension 
d, und die h-Dimension d, eingefihrt. 

Ox, (K) hat stets die Dimensionen d,=d,=*%. Denn d, und d, 
sind einerseits mindestens gleich %, andererseits ist jedes ¢ = {E, &,-.-} 
schwacher Limes seiner Abschnitte r, = {&,...,&,, 0, 0,...}, also ist die 
Menge M der e, = {1, 0, 0, ...}, eg = {0, 1, 0,...}, ... eine +-Grundmenge. 

Ist d> xy, so ist die Frage nach der J-Dimension von 0,(K) recht un- 
angenehm: Besitzt K f Elemente, so besteht die lineare Hillle von b > % 
linear unabhingigen Elementen aus 0, (K) aus héchstens fb + (f b)* + 

4) Studia Math. 5, 18-23 (1934); vgl. auch TEICHMULLER, O.: J. reine angew. 
Math, 174, 73-124 (1936). 

4i° 











644 


GottFraiep Kétue: 


- +++ (fb)" +--+ Elementen. Je nachdem ob { <b oder b <f ist, besteht 
also die lineare Hiille von 5 linear unabhangigen Elementen aus b bzw. f 
Elementen. Daraus lassen sich b*o bzw. f*e Folgen bilden. 0,(K) enthalt 
aber {* Elemente. 

Nur dann kann also 0, (K) die /-Dimension 6 haben, wenn b*e > {? bew. 
f*e > {? ist. 

Betrachten wir zuerst abzihlbare Kérper, etwa K gleich dem Kérper P 
der rationalen Zahlen. Dann ist f = %. Ist d = 2°, so ist d*e< 24? = xi, 
also muB die /-Dimension d, von w,(P) gréBer als d sein, d< d, < 2%. Dies 
14B8t sich auf beliebige diskrete Kérper ausdehnen, 


Satz 8. Ist K diskret, d*»< 2%, so ist die -Dimension von 0,(K) 
gréBer als d. 

Beweis. 

Ist die Elementenzahl / < d, so folgt nach der oben angestellten Uberlegung 
aus «d*o< 24 < f*, da’ 1,>d sein muB. Es sei also f > d. M sei eine Menge 
von d Vekturen 4, aus 04(K). Die d* Koordinaten der 3, erzeugen einen 
Teilkérper K, von K mit d Elementen. Die Elemente 7,, y = 1, seien eine 
lineare Basis von K tiber Ko, jedes aus K hat also die Form € = >’, x,, 
%_ & Ky, mit nur endlich vielen x, =+ 0. Die Konvergenz in K ist die Fast- 
konstanz, cine Folge (” = S’y, x konvergiert also nur dann gegen ein x 
in Ky, wenn [™ =x ab ay ist, wenn also x" gegen x, x™ fir o+0 fast- 
konstant gegen 0 geht. Die schwache Konvergenz in 0,(K)- bedeutet Kon- 
vergenz in jeder einzelnen Koordinate. Sind x, r Vektoren mit Koordinaten 
aus Ko, fiir jedes n nur endlich viele ry) von o verschieden, so folgt. aus 
gM = Sti — zx, dab eM —z und (™— 0 firs +0. 


6 

Eine Linearkombination der Elemente aus M mit Koeffizienten aus K 
hat die Form 8 = D>" t,, Z, eine Linearkombination der 3, mit Koeffizien- 
ten aus Ko, also ein Vektor mit Koordinaten aus K,, nur endlich viele r, + 0. 
Als Limites von Folgen 8” kommen also nach der obigen Uberlegung keine 
anderen Vektoren aus 0,(K,) heraus als diejenigen, die sich aus den Linear- 
kombinationen z) der 3, mit Koeffizienten aus Ky ergeben. Das sind aber 
nach dem ersten Teil des Beweises weniger als 24; also kann M nicht 
l-Grundmenge sein, es ist 1, > d. 

Der gewohnliche Hilbertsche Raum Ja8t sich durch die zusatzliche Forde- 
rung der Separabilitat charakterisieren. Dem wiirde entsprechen, daB sich 
Ox, (K) durch 1, B.C und die Forderung «, == % charakterisieren lieBe. Ox, (K) 
hat zwar die Dimension d, = &9. aber es ist unentschieden, ob 0,,(K) stets 
eine griBere 1-Dimension hat. Die Annahme d, = &, fiihrt nach der Uber- 
legung vor Satz 8 fiir b -= &. f = %) nur dann auf einen Widerspruch, wenn 
die Ungleichung 2%. < 2": gilt. von der wir aber nicht wissen, ob sie richtig ist. 
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Die h-Dimension ist leichter zu bestimmen. Es gilt 


Satz 9. Dieh-Dimension von 0,(K) ist gleich derkleinsten Kardinal- 
zahl e, fir die o, (K) eine lineare Dimension >d hat. 

Beweis. 

Wir zeigen zuerst: Eine Menge M von Elementen a, aus w ist dann 
und nur dann eine h-Grundmenge, wenn fiirein uG@ yu aus ua, =0 
fiir alle a, stets u =o folgt. 

Hat M diese Eigenschaft, so ist der Orthogonalraum & der linearen Hiille 
« der a, gleich (o), also a = w, @ist aber nach Satz 4 die topologisch abgeschlos- 
sene Hiille von «. Ist umgekehrt M eine h-Grundmenge und ist ua, = 0 fiir 
alle a,, so ist auch u x = 0 fiir ein beliebiges z € w, denn zu jedem U,, y> (0) 

n n 
gibt es ein 5’ a, ©, mit u (:— 30, %,] =ux€CV(0). Daraus folgt 
deh” > 3 

In 04 (K) sind die a, einer Grundmenge Vektoren a = {ap, af, ---} mit d 
Koordinaten aus K. Mit diesen a als Zeilen bilden wir eine Matrix W. Sie hat 
e Zeilen, wenn e die Anzahl der a® ist. Die a sind also genau dann eine 
h-Grundmenge, wenn das homogene Gleichungssystem %u = 0 (u ist als Spalte 
aufzufassen) fiir finite u unlésbar ist, wenn also je endlich viele der d Spalten 
von & linear unabhangig sind. d, ist also die kleinste Kardinalzahl e, zu der es 
d linear unabhangige Vektoren mit e Koordinaten aus K gibt. 

Da 0, (K) stets eine lineare Dimension > 2* hat 1), ist d, (0, (K)) héchstens 
gleich k, k die kleinste Kardinalzahl mit d < 2". 

Ist speziell I‘ der Kérper der komplexen Zahlen, so hat z. B. 0g, (T) die 
lineare Dimension ® = 20, also hat oy (I) die #-Dimension &. Die 
beiden Dimensionsbegriffe dieses Paragraphen ergeben also im allgemeinen 
nicht die Zahl d, sind daher von der vorher eingefiihrten stetigen Dimension 
verschieden. 

Es ist méglich, die stetige Dimension noch auf eine andere Weise einzu- 
fiihren, die deshalb von Interesse ist, weil sie auf allgemeine lineare Raume 
ohne weiteres iibertragbar ist. 

Unter einer aufsteigenden Kompositionsreihe von w verstehen wir 
eine wohlgeordnete mit (co) beginnende und mit w endende Kette 


a=(0)Ca,C...Ca,C.-.-Ca=oa 


von orthogonalabgeschlossenen linearen Teilraumen, so daB jedes «,,,/a, 
die Dimension 1 hat und fiir eine Limeszahl o’ «, die orthogonalabgeschlossene 
Hiille aller «,, mit o’ < ist. ‘ 

Ist @ =«,, so hei®t die zu + gehdrige Kardinalzahl die Lange der Kom- 
positionsreihe. Die kleinste Kardinalzahl, die gréBer oder gleich allen auf- 


18) Vgi. Digeuponné |.c. Anm. 13 S. 71. 
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tretenden Langen ist, nennen wir die Lange | von w. Analog ergeben die ab- 
steigenden Kompositionsreihen die duale Lange /* von w. Es gilt 


Satz 10. Linge und duale Lange von w sind gleich der stetigen 
Dimension. 


Beweis. 


w habe die stetige Dimension d. Wir bilden zur aufsteigenden Komposi- 
tionsreihe a, die wohlgeordnete Folge der Orthogonalréume &, in yp. Wir 
behaupten, daB die &, eine absteigende Kompositionsreihe von yu bilden. 
Da aus « C 8 stets 8 C & folgt, sind die &, abnehmende Teilraume von u. 
Es ist a,,., = 4, + (2,4,), dann ist aber & = &,, + (¥,4;), Ug, eine 
Linearfunktion, die auf «, verschwindet und auf z,,, gleich 4 ist. Denn jede 
auf a, verschwindende Linearfunktion v, die auch auf 2,,, verschwindet, 
verschwindet ja auf a,, ,, also hat jedes u € &, die Gestalt gu,,,+ 0, v€ &,,;- 

Damit haben wir @,/&,,, als von der Dimension 4 erkannt. Bleibt noch zu 
zeigen, daB fiir eine Limeszahl o &, der Durchschnitt der &,, mit o’ < a ist. 
Es ist aber a, die abgeschlossene Hiille des Vereinigungsraumes « der «,, 
Diese abgeschlossene Hiille ist nach Satz 4 gleich &@, also ist &, = a = &, & ist 
aber der Durchschnitt der &,.. 


Gehen wir umgekehrt von einer abstcigenden Kompositionsreihe yz > 6, 
... DB, D--- Do) von pw aus (nach Satz 3 ist jeder lineare Teilraum von u 
urthogonalabgeschlossen, die 6, sind also beliebige lineare Teilriume), so 
bilden die Orthogonalriume 8, eine aufsteigende Kosnpositionsreihe von w: 
Aus 8, = 8,., + (u,) folgt 8,,, = B+ (2,), z, ein Element aus w, das 
zu 8,,, orthogonal ist, fiir das andererseits u,z, = 1 ist (vgl. den Beweis 
von Satz 3). Ist ¢ Limeszahl, also 8, Durchschnitt der 8,,, so ist die orthogonal- 
abgeschlossene Hiille der Vereinigung der 8 offenbar gleich dem Orthogonal- 
raum des Durchschnitts 8, der 6,, = 6, Analog beweist man, daB die ab- 
steigenden Kompositionsreihen von w und die aufsteigenden Kompositions- 
reihen von uw durch Orthogonalraumbildung ineinander iibergehen. Ist (0) C 
3,C...C8,C...C peine aufsteigende Kompositionsreihe von p und ist 
6.4, = 8, -+(u,), so ist fir eine Limeszahl o 8, die Vereinigungsmenge 
aller 8,,. o’ <o, und die u, bilden eine lineare Basis von p. Also hat jede auf- 
steigende Kompositionsreihe von p und damit jede absteigende Kompositions- 
reibe von w die Liinge d (daB den 6, fiir Limeszahlen o kein u, entspricht, an- 
dert an der Kardinalzahl nichts), d. h. /* = d. 

Die Lange einer absteigenden Kompositionsreihe von » kann nach Satz 9 
kleiner als d sein. Andererseits gibt es natiirlich absteigende Kompositions- 
‘reihen der genauen Linge d. Bleibt noch zu zeigen, daB es in u keine abstei- 
gende Kette mit mehr als d Elementen gibt. Gabe es eine solche y,, so kénnte 
man zu jeder Nichtlimeszahl p + 1 ein u,,, wahlen, das in y,, aber nicht 
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in Yp4, lage, diese u,,, wiirden bereits mehr als d linear unabhangige Ele- 
mente in uz ergeben, was unmdglich ist. 

Satz 10 erlaubt eine neue Formulierung der Forderung D: 

D,+@ hat die Lange d. 

Unsere Ergebnisse sind von gewissem Interesse fiir die Verbandstheorie. 
Der Verband der abgeschlossenen linearen Teilriume von 0, (K) besitzt dar- 
nach nur absteigende wohlgeordnete Kompositionsreihen aus * Gliedern, da- 
gegen aufsteigende mit * und mit x, Gliedern. 


$6. Die linearen stetigen Abbildungen von w. 


Es sei A eine lineare stetige Abbildung von w in sich; zu jeder schwachen 
Umgebung U (o) gibt es also eine andere V (0), so daB fiir alle z € V (0) 
y = Ax c€ U (9) liegt. Die Theorie dieser Abbildungen 148t sich in einfacher 
Weise aus dem Bisherigen ableiten. 

Durch 


(9) (uA)xz = u(A 2) fir alle zEw 

wird bei gegebenem u eine Linearfunktion v = uA = A’u erklart. Auch 

wenn A nicht stetig ist, wird durch (9) eine Abbildung A’ von w’ in sich er- 

klart, die adjungierte Abbildung zu A. 
A ist dann und nur dann stetig, wenn A’ auch yp in sich abbildet. 
Beweis. a) Fihrt A’ py in sich iiber, so liegen die Bilder aller z aus 

UA'u,..., A’t,y V (0) in Uu,,...,u,.¥ (0) nach (9), also ist A stetig. 


b) Sei umgekehrt A stetig. Ist u, eine lineare Basis von yp, y, eine stetige 
Basis von w, so ordnen wir A beziiglich dieser beiden Basen die Matrix (a, ,) 
= (u, Ay,) zu. Diese Matrix ist zeilenfinit, d. h. fiir festes p sind nur end- 
lich viele a, , + 9. 


Ware dies nicht der Fall, so gabe es zu einem p eine Folge ago, + 0. Das 
Element 2 = by yo, — 1! ist schwacher Limes der Abschnitte 20) =x 
1) 


i= Meo 
Pe 
= 2 Woon 


—1 bzw. 0, im Widerspruch zur Stetigkeit von A. 
Ist v, die zu y, konjugierte Basis von » und setzt man u¥ = D’ v, (u, Ay), 








i . 
, es ware aber u, (Az) fir n = 1, 2,... abwechselnd gleich 


80 ist also u¥ in p und es wird u¥z = u,Az fiir alle z, also liegt ud = A’u, 
in p. 

Wir bemerken noch, da8 auch umgekehrt jeder zeilenfiniten Matrix (a, ,) 
eine stetige Abbildung beziiglich der Basen u, und y, enspricht: x, sei 
das konjugierte System zu u,, dann ist die Abbildung durch z = 
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= > y.€,~Az = 2% 2 Habe gegeben. Sie ist stetiz, da A’ offenbar u 
in sich abbildet. 

Nimmt man speziell die u, gleich dem konjugierten System zu den y,, 
so wird der Ring der stetigen Abbildungen > von w in sich algebraisch isomorph 
dem Ring der zeilenfiniten Matrizen iiber K mit d Zeilen und Spalten. 

Wir betrachten eine einzelne stetige Abildung A. Ihr Nullraum 0(A), 
d.h. der Raum aller z mit A = 0, ist abgeschlossen als Orthogonalraum 
des Bildraumes,A‘(u) der adjungierten Abbildung. Nach Satz 6 gibt es zu 0 (A) 
einen abgeschlossenen Komplementarraum v (A), den wir einen Urbildraum 
von A nennen. A bildet v (A) eineindeutig auf den Bildraum A (wm) ab. Der 
komplementaren Zerlegung von w in o(A) und v (A) entspricht nach Satz 6 
die von w in o0(A) = A’(u) und y(A). 

A(w) ist abgeschlossen und A erzeugt eine isomorphe Abildung 
von v(A) auf A(a). 

Wir zeigen zuerst, daB die inverse Abbildung A z — zx von A (w) auf v (A) 
stetig ist. Zum Beweise verwenden wir eine lineare Basis v, von uw, die aur 
einer Basis v,, von A’(u) und einer v,,, von y(A) zusammengesetzt ist. Da 
fiir ein z€ v (A) stets v,,, x = 0 ist, geniigt es Umgebungen UW, a iliene y (0) 

‘ n 


in u(A) zu betrachten. Jedes Ug, hat aber die Form v = A’ uy, fiir 





die Menge aller Az € Duy, 1 Mg? ,,y (0) gilt dann wegen v, ,c = Ug Aq, 
daB die Menge der Urbilder z in aU. tg! »V (o) liegt. 
Fy eee Oghs 


Also ist die Abbildung von vu (A) auf A (@) eine Isomorphie. Aus der Ab- 
geschlossenheit von v (A) folgt sofort die Abgeschlossenheit von A (a). 

Diese Uberlegungen gelten mutatis mutandis auch fiir lineare Abbildungen 
eines Raumes @ in einen anderen w* vom Typus 

Jetzt ergibt sich auch, daB die letzte der in § 4 an eine stetige Basis 2° 
von w gesteliten Forderungen iiberfliissig ist: w* sei ein Raum, der ein 
konjugiertes System ¢% gleicher Machtigkeit wie die die ersten beiden 
Forderungen erfiillende Basis z° von w besitzt. Dann ist die Abbildung 
2 Ong > 2. z° 4, eine lineare Abbildung A von w* in w. Nach b) 1. im 


Bowsls von * 4 Satz 7 ist die zugehérige Matrix mit den Elementen 
u,(A &) = u,z° zeilenfinit, A ist also stetig. Daher ist ihr Bildraum ab- 
geschlossen, d. h. der Raum aller >’ 2%y, mit 4,, = 0 ist abgeschlossen. 
Zu jeder linearen stetigen Abbildung A von w@ in sich gehédren drei 
charakteristische Zahlen: Die stetige Dimension von A (w), die gleich der 
von u(A) ist, also der Rang r(A) von A, die stetige Dimension von o(A), 
der Urbilddefekt s(A) von A, schlieBlich die stetige Dimension eines 
Komplementérraumes von A(w), der Bilddefekt s’(A) von A. s’(A) kann 
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auch als lineare Dimension von 0(A’) gedeutet werden, ist daher ebenfalls 
eindeutig bestimmt. 

Sind P und Q Isomorphismen von w auf sich, so bleiben Rang und Defekte 
gleich, wenn man von A zur dquivalenten Abbildung P A Q iibergeht, um- 
gekehrt sind Abbildungen mit gleichem Rang und gleichen Defekten leicht 
als Aquivalent zu erkennen. Man hat nur zu tiberlegen, daB zwei komplemen- 
tare Zerlegungen von w, in denen die Summanden je die gleichen stetigen 
Dimensionen haben, durch eine Isomorphie von  ineinander tbergefihrt 
werden kénnen. ; 

Da es zu drei Zahlen r, s, s’, die den Bezichungen r+ s=r-+s' =d ge- 
niigen, stets eine stetige Abbildung mit diesen Invarianten gibt, haben wir 
damit eine volle Ubersicht tiber alle linearen stetigen Abbildungen von w in 
sich erhalten. Entsprechendes gilt fir Abbildungen von o in einen arderen 
Raum @*. 

Es ist nun einfach, diese Ergebnisse umzuschreiben in eine Theorie der 
zeilenfiniten Gleichungssysteme mit beliebig vielen Unbekannten, die die von 
O. Torp.irz”) fiir abzihibar viele Unbekannte gegebene umfaBt. 


(Eingegangen am 20. 2. 1948.) 
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I. Teil. 
Fundamentalkur ven ebener Beriihrungstransformationen. 


Von 
Ort-Hetnricn KELLER in Dresden. 


(Arnold Scholz zum Gedachtnis.) 


Einleitung. 

I. Geometrische Betrachtungen. 

§ 1. Die Bilder der Punkte. 

§ 2. Ubersicht itiber die Fundamentalelemente. 

§ 3. Singulare Zweige der Kurve ® = 0. 

§ 4. Fundamentalkurven 1. Art. 
Il. Analytische Betrachtungen. 

§ 5. Pole der Funktionen X und Y. 

§ 6. Reihenentwicklungen. 

§ 7. Der charakteristische Streckenzug. 

§ 8. Die Bilder der Kurvenelemente. 

§ 9. Ein Beispiel. © 

§ 10. Fundamentalkurven 2. Art. 

Bekanntlich versteht man unter einem Linienelement den Inbegriff eines 
Punktes P, (2, yo) und einer Geraden y — yo = 2 (x — 2) mit der Richtung 
z durch diesen Punkt. Eine einfache unendiiche Schar von Linienelementen 
bildet einen Verein, wenn die Punkte jeweils in der Richtung 2) weiterriicken, 
oder (Was dasselbe ist) wenn sich die Geraden in jedem Augenblick um den 
Punkt P, drehen. Fijr Vereine ist dz —z-dy = 0. Punkte einer Kurve mit 
ibren Tangenten oder die Geraden durch einen Punkt bilden Vereine. 

Eine Beriihrungstransformation ist dann eine solche Transformation 


X = X (z, y, 2) z= 2(X, Y,Z) 
(1) a) Y = Y(z,y, 2) b) y=y(X, Y,Z) 
Z = Z(z, y,2) z = 2(X, Y,Z) 


der Linienelemente (z, y,z) einer Ebene e in die Linienelemente (X, Y, Z) 
einer Ebene E, bei der Vereine wieder in Vereine iibergehen, bei der also 


dX —Z-dY =0 aus dx —z-dy =0 folgt. Dies erfordert die Erfillung 
der Differentialgleichung 


(2) (X,+2°Xy¥, =(¥,4+2°Y,) X,- 


| 
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Unter einer Cremona- Transformation versteéht man eine in beiden Richtungen 
rationale Transformation der Punkte. 

Eine projektive Beziehung zwischen den Punkten einer Ebene und den 
Geraden einer anderen heiBt eine Korrelation. 

Korrelationen und Cremona-Transformationen und alles daraus Zusasiimen- 
gesetzte sind Berihrungstransformationen. Eine birationale Berithrungstrans- 
formation, die nicht dieser Gruppe angehért, ist mir nicht bekannt. 

Sopuus Liz hat zuerst die Beriihrungstransformationen eingefiihrt und 
ihre Theorie weit entwickelt. Ihm lagen vor allem analytische Fragen nahe, 
und so ging er bald auf infinitesimale Berithrungstransformationen iiber, die 
ja fiir die Behandlung von Differentialgleichungen allein wichtig sind. 
L. Autonne!) behandelte den Gegenstand von algebraischen Gesichtspunkten. 
Fiir unsere Fragestellungen sind die Arbeiten von G. Fano*) besonders wich- 
tig, in denen er geometrische Eigenschaften birationaler Beriihrungstransfor- 
mationen untersuchte. Viele Ergebnisse Fanos werden wir hier in anderem 
Zusammenhang noch einmal darzustellen haben. 

Das Problem, wie sich die Berihrungstransformationen in der Umgebung 
derjenigen Stellen verhalten, in denen die Funktionen (1) unbestimmt werden, 
scheint mir nun durchaus einer Untersuchung wert. 

Wir setzen voraus, die Funktionen (1a) und (1b) seien analytisch und 
in der Umgebung der zu untersuchenden Stellen eindeutig, also durch Quotien- 
ten von nach ganzen Potenzen.von 2, y, z fortschreitenden Reihen darstellbar. 
Wir betrachten vor allem diejenigen Elemente, fiir die Zahler und Nenner Null, 
die Ausdriicke also unbestimmt werden. Sie heifen Fundamentalelemente. 

Wir beschranken uns also auf die Betrachtung von Stellen, in deren 
Umgebung sich die Abbildung nach beiden Richtungen rational verhalt. Ver- 
zweigungen und nicht-algebraische Singularitaten liegen auBerhalb des Blick- 
feldes. Wir beschranken uns weiter auf Singularitaéten, die in allgemeiner Lage 
auf einer Kurve liegen. Singularitaten in einzelnen Punkten scheinen mir einer 
besonderen Untersuchung wert, aber auch besonderer Methoden bediirftig. 
Nur zum Teil lassen sich die hierher gehérigen Erscheinungen mittels Cremona- 
Transformationen oder Korrelationen auf das Behandelte zuriickfiihren. 

Zur Klarung der Begriffe fassen wir ein Linienelement als (Primar-) 
Ideal auf, d.h. als die Gesamtheit der Kurven, die durch das Linienelement 
hindurchgehen. Diese Ideale werden im allgemeinen in solche Ideale transfor- 
miert, die wieder Linienelemente bestimmen. In besonderen Fallen kénnen 
sich aber die Bilder der Kurven jener Gesamtheit von héherer Ordnung be- 
riihren oder eine Singularitét gemeinsam haben. Wir wollen dann sagen, 
durch die Gesamtheit dieser Kurven sei ein Kurvenelement definiert. - Die 


1) J. math. pures appl. (4) 4, 177, 407 (1888). ' 
*) Rend Acc. Lincei Roma (6) 8. 445. 529. 623 (1928); (6) 9; 16 (1929). 
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Bezeichnung ,,Primarideal* widersteht mir an dieser Stelle, weil ich keine 
Methoden oder Ergebnisse der Idealtheorie anwenden werde. Ebenso méchte 
ich hier die Junesche Bezeichnung ,,Primdivisor 2. Art‘ vermeiden, weil auch 
damit die Erwartungen des Lesers in eine falsche Richtung gelenkt wiirden. 

Fiir unsere Zwecke werden nur Kurven wichtig, die sich wenigstens im 
Kleinen algebraisch verhaiten. Sind etwa z und y die Koordinaten und legen 
wir den Nullpunkt in den Schnittpunkt aller Kurven des Ideals (Ist (z, y) 
das zu unserem Primérideal gehérige Primideal), so ist auf jeder Kurve y als 
Funktion von z gegeben. Entwickeln wir sie in einer Reihe, so sind die Exponen- 
ten rational und haben einen endlichen Hauptnenner. Ein Kurvenelement ist 
dann gekennzeichnet durch Angabe des kleinsten Hauptnenners der zu einer 
seiner Kurven gehért, sowie durch Angabe derjenigen Koeffizienten, die fir 
alle Kurven denselben Wert haben. (Dieser Wert kann natiirlich auch Null 
sein). 

Von einem Kurvenzweig oder einem Kurvenelement wollen wir sagen, es 
habe die Berithrungsordnung v mit der Geraden y = 0, oder es beriihre diese 
Gerade v-fach, wenn auf ihm die Reihenentwicklung von y nach Potenzen 
von (z— 2) in der Umgebung dés Beriihrungspunktes z, mit einem Gliede 
v-ter Ordnung beginnt. v braucht dabei keine ganze Zahl zu sein; ist v es doch, 
so ist die Berithrungsordnung einfach gleich der Schnittvielfachheit. Unsere 
Uberlegungen werden auch fiir Beriihrungsordnungen v < 1 gelten; wir miissen 
jedoch dariiber im klaren sein, da8 dann von Beriihrung nicht mehr gesprochen 
werden kann und da dann v wesentlich von der Richtung der y-Achse des 
Koordinatensystems abbangt, also nicht einmal gegen affine Transformationen 
invariant ist. 

Um die Berithrungsordnung eines Kurvenelementes mit einem reguliren 
Kurvenzweig zu bestimmen, bilden wir diesen letzteren durch eine in der Um- 
gebung des Beriihrungspunktes regulare analytische Punkttransformation auf 
die Gerade wv = 0 ab, unterwerfen jenes Kurvenelement derselben Transfor- 
mation und setzen fest, die Beriihrungsordnung der Urbilder sei gleich der 
der Bilder. - Ebenso definieren wir die Beriithrungsordnung eines Kurven- 
elementes mit einem Punkte als die Beriihrungsordnung der daraus durch 
eine Korrelation hervorgegangenen Bilder. So hat y = 2” mit dem Nullpunkt 


die Berithrungsordnung — 





v—i- 

DaB diese Definition fiir v> 1 eindeutig und gegen solche Beriihrungs- 
transformationen invariant ist, die sich an der betreffenden Stelle regular 
verhalten, werden wir spiter (§ 8) zu zeigen haben. 

Es wird sich ergeben, da8 es zwei Arten von Fundamentalkurven gibt. 
Bei den Fundamentalkurven 1. Art erhalten wir verschiedene Bildelemente, 
wenn wir uns dem Urbild lings verschiedener Kurvenzweige nahern; das Bild 
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hangt also von der Beriihrungsordnung v zwischen Kurvenzweig und Funda- 
mentalkurve ab. Fiir gewisse ganzzahlige Werte v,; von v geht das Biischel der 
Kurvenelemente, die die Fundamentalkurve in einem Punkt in der v,-ten 
Ordnung beriihren, in den Verein der Linienelemente einer Kurve iiber. Fiir 
die dazwischen liegenden ganzen oder gebrochenen Werte von vy ist das Bild 
jenes Biischels wieder ein Biischel, dessen Elemente eine Fundamentalkurve 
der Bildebene etwa N-fach beriihren. Wachst v, so vergréBert sich oder aber 
verkleinert sich N jeweils um denselben Betrag. 

Bei Fundamentalkurven 2. Art hangt das Bildelement davon ab, in welcher 
Weise ein Linienelement quer zu seiner eigenen Richtung in das Urbildelement 
hineinriickt. Im allgemeinen ist eine Fundamentalkurve 1. Art auch eine 
solche der 2. Art. 

Die Unterscheidung dieser beiden Arten findet sich genau in der gleichen 
Weise in der Theorie der raumlichen Cremona-Transformationen, der Zusam- 
menhang jedoch nicht. 

Zu jeder vorkommenden Singularitaét 148t sich eine aus Cremona-Transfor- 
mationen und Korrelationen zusammengesetzte Transformation angeben, die 
jene Singularitat ebenfalls aufweist. Diese spezielle engere Gruppe liefert also 
wenigstens im Kleinen bereits die volle Allgemeinheit. 

Zugrunde legen wir unseren Betrachtungen die Ebenen E und e und 
ihre Linienelemente. In einigen Arbeiten faBt Fano z, y, z als raumliche 
Koordinaten auf und kann nach einer vorbereitenden Cremona-Transfor- 
mation die Beriihrungstransformationen auf diejenigen raumlichen Cremona- 
Transformationen abbilden, die einen gewissen Geradenkomplex in sich iber- 
fiihren. Die Fundamentalkurven réumlicher Cremona-Transformationen sind 
bekannt und untersucht. Die Unterscheidungen und Ergebnisse, die wir uns 
hier zum Ziel setzen, wiirden jedoch durch diese Abbildung verwischt, und so 
sei davon abgesehen. 

Fiir die Ans&tze, die zum Ziele fihren werden, scheint mir die mit (1) ge- 
gebene unsymmetrische und inhomogene Bezeichnungsweise am geeignetsten. 
Wir rechnen ausschlieBlich in Punkt-, nicht in Linienkoordinaten. Die Er- 
gebnisse werden jedoch so formuliert, da8 die Punkte vor den Linien. nicht 
mehr bevorzugt erscheinen. 

Als Beispiele wahlen wir 


zz _ 2 
. X=V-s 7 = W-xaF 
(y—2zz)* (Y—X Z)* 
1 1 
lets 3s ‘=F 











654 Ort-Hetnaicu Kevier: 











a*z _ ¥-24Z 
Y= ao =—(¥—XZ 
—. y=—( ) 
Pree: i _ aa* 
Z= = ‘=, 


Jede allgemeine Aussage wollen wir uns an diesen Beispielen verdeutlichen. 


I. Geometrische Betrachtungen. 
§ 1. Die Bilder der Punkte. 


Eliminieren wir z aus den beiden ersten Gleichungen (1), so erhalten wir 
eine Gleichung 


(3) ® (X, Y, z, y) =0. 


® ist analytisch in seinen 4 Veranderlichen und wir kénnen - notfalls nach 
einer Umrechnung - annehmen, ® sei in der Umgebung der Stellen, die wir 
betrachten wollen, regular. Bedeutet P den Punkt mit den Koordinaten (X, Y) 
in der Ebene E, p den Punkt mit den Koordinaten (z, y) in der Ebene e, so 
gibt uns ®(X, Y, x, y) oder kiirzer: ®(P, p) = 0 eine Korrespondenz zwischen 
diesen Punkten, und zwar entspricht jedem Punkt p, eine ganze Kurve 
® (X, Y, po) = 0. Da bei einer Beriihrungstransformation Vereine wieder 
in Vereine iibergehen, entsprechen den Linienelementen durch p, die Linien- 
elemente der Kurve ® (P, py) = 0. Ist P, ein Punkt dieser Kurve, so erhalten 
wir die zugehérigen Werte von z und Z durch Differenzieren: 





, ®, 


Wir erhalten immer dann eindeutig bestimmte Werte, wenn ®, und ®, bzw. 
®, und ®, nicht beide Null sind. Diese Werte erfiillen dann auch die Glei- 
chungen (1), denn andernfalls miiBte die durch (3) definierte Mannigfaltigkeit 
von Punktepaaren zerfallen in einen Teil, der auch (41) erfiillt, und einen Teil, 
der das nicht tut. Dann zerfiele aber auch ® in zwei Faktoren, von denen der 
eine Null werden kénnte, ohne daB der andere unendlich wiirde, und von diesen 
Faktoren brauchten wir ja nur den fiir uns wichtigen beizubehalten und wieder 
mit ® zu bezeichnen. Zu der durch (3) und (4) definierten Mannigfaltigkeit 
miissen wir auch die Punktepaare hinzurechnen, fiir die Oy = @y = 0 oder 
(oder und) ®, = ©, = 0 werden. Die zugehérigen Werte von Z bzw. z kénnen 
dann unbestimmt sein oder auch nicht. 

In Beispiel 1 wird ® = (Xz—Yy)*—2(Xz2+Yy)+1; ® =0 sowohl in E 

als auch in e das System der Parabeln, die die Achsen beriihren. 
In Beispiel Il wird O= Xy + Yx+ zy, ® = 0 in E das Netz der Geraden, 


in e das System der Hyperbeln durch den Nullpunkt mit achsenparallelen 
Asymptoten. 
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Um das Bild eines Linienelementes (P 5, Z,) zu bestimmen, zeichnen 
wir uns in der Ebene e die Kurve ®(P,, p) = 6 und weiter nicht nur die eine 
Kurve ®y(Po, p) + Z)®y (Po, p) = 0, sondern das ganze Biischel B mit der 
Gleichung ¥'( Po, Z, p) = Dy (Po, p) + Z@y (Po, p) = 0 mit Z als Biischel- 
parameter. Fiir die Schnittpunkte von ® = 0 mit einer Kurve des Biischels 
gibt es drei Méglichkeiten: 

1. Eine oder auch alle Kurven des Biischels kénnen mit ® = 0 einen Be- 
standteil gemein haben. 


2. Es kénnen Basispunkte des Biischels B auf ® = 0 liegen. Fiir sie ist 
®, =@, =0. Diese kénnen entweder Basispunkte des ganzen Systems der 
Kurven ® = 0 oder mehrfache Punkte der Kurven ® = 0 (§ 3) oder, wie sich 
in §4 zeigen wird, Trdger von Fundamentalelementen 1. Art sein. 

In Beispiel I wird ¥Y = 22(X,xz— Yoy—1) + 2Zy (— Xoz + Yoy —1); 
in z= oa y = 0 haben wir einen Basispunkt von B, durch den auch ® = @ 
hindurchgeht. 

In Beispiel 11 wird ¥ = y + Zz, das Biischel der Geraden durch den 
Nullpunkt. Fir Y, = 0 zerfalit © =0 in y(X, +z) = 0 und hat mit 
Y (Po, 0, p) = 0 die Gerade y = 0 gemein. 

3. Die allgemeine Kurve des Biischels B kann noch weitere, mit Z verdnder- 
liche, isolierte Schnittpunkte mit ® = 0 haben. Diese Schnittpunkte sind ein- 
fach. Waren sie es nicht, so miiBten die Kurven des Biischels entweder ® = 0 
beriihren, also eine Einhiillende haben, was nicht mdglich ist; oder sie miBten 
durch die Schnittpunkte mehrfach hindurchgehen, was einem Satze von 
BERTINI widersprache. 

In diesen Punkten sind ®, und ®, nicht beide Null, da sie nicht Basis- 
punkte von B sind. Es sind ®, und ®, nicht beide Null, da es sich um all- 
gemeine Punkte von ® = 0 handelt. Diese Schnittpunkte vermitteln also die 
eigentliche Abbildung. Ihre Mannigfaltigkeit ist irreduzibel und gleich der 
Mannigfaltigkeit der durch (1) verkniipften Punktepaare. 

Die anderen, unter 1. und 2. aufgezihlten Schnittpunkte vermitteln nur 
dann die Abbildung, wenn sie als Spezialisierungen von Schnittpunkten der 
hier beschriebenen Art aufgefaBt werden kénnen. 

Es seien nun (Po, Z,) und (po, 2) einander entsprechende Linienelemente, 
und zwar mdgen sich diejenigen Zweige der Funktionen (ib), die bei der 
Spezialisierung (P,Z)—» (Po, Z,) die Werte (po, 2) liefern, in einer gewissen 
Umgebung U(P,, Z,) rational verhalten. Wir wollen uns davon iiberzeugen, 
daB bei der Spezialisierung (P, Z) —> (Po, Zo) genau ein mit Z veranderlicher 
Schnittpunkt von ® =0 und ¥ =0 in p hineinfallt. Denn jenem Zweige 
der Funktionen (1b) entspricht ein Zweig @ von ® = 0, und vor der Speziali- 
sierung kénnen sich » und Y = 0 nur in einem mit Z veranderlichen Punkte 
schneiden, solange (P, Z) der Umgebung U (P,, Z,) angehdrt. 
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§ 2. Ubersicht tiber die Fundamentalelemente. 


Die Linienelemente (P5, Z) und (po, <9) mégen wieder einander entsprechen, 
und die Abbildung verhalte sich dort rational. Ist (pp, 29) kein Fundamental- 
element, so wird es in einer gewissen Umgebung von P, keinen weiteren Punkt 
P, geben, fiir den®(P,, p) =0 durch p, in der Richtung z hindurchgeht. Ist 
jedoch (po, 2») wohl ein Fundamentalelement, so hat es eine unendliche Mannig- 
faltigkeit von Bildern. Wir miissen 4 Fille unterscheiden: 

1. Die Bildpunkte erfiillen eine 2-dimensionale Mannigfaltigkeit. Die all- 
gemeine Kurve ® (FP, p) = 0 geht durch p, hindurch; py ist also Basispunkt 
des Systems der Kurven ® = 0 und kann, wenn er isolierter Basispunkt ist, 
durch eine Cremona-Transformation aufgelést werden. Fundamentalpunkte 
dieser Art kénnen aber keine Kurve erfiillen. Denn sonst bildeten die oo 
fundamentalen Linienelemente (pp, 2) mit ihren je oo* Bildern eine drei- 
dimensionale fundamentale Teilmannigfaltigkeit der doch auch nur drei- 
dimensionalen Mannigfaltigkeit der Abbildung, und wir kénnten sie abspalten. 

2. Die Bildpunkte P, erfiillen eine Kurve I’, und die Kurven ® (P,, p) =90 
mit P, auf I mégen keine Teilkurve gemein haben. Ihr Schnittpunkt in p, 
sei, algebraisch gezdhit, etwa v-fach. Es ist vy > 2, da sich die Kurven im Linien- 
element (po, 7) zum mindesten berijhren miissen. 

Fundamentalpunkte dieser Art erfiillen Kurven. Denn ist Z, die Richtung 
der Tangente von I in P,, (P, Z) ein Linienelement aus der Umgebung von 
(P,, Z,), so haben die Kurven ® (P, p) =0 und ¥ (P, Z; p) = 0 gerade 
v Schnittpunkte in der Umgebung von p,. Nur einer davon darf bei festem 
P von Z abhangen, die dhdern vy —1 sind Basispunkte des Biischels B, die 
bei der Spezialisierung P-—» P, in py tibergehen. Diese Punkte sind von py 
verschieden, solange P nicht auf T liegt, erfiillen also Kurven. Eine solche 
Kurve hei&t Fundamentalkurve 1. Art. 


In Beispiel ‘I berihren alle Parabeln ®(P,,p) = 0 mit P, auf X = = die 
Gerade y= 0 in zt = 2. 

3. Die Bildpunkte P, erfiillen eine Kurve X, und alle Kurven ® (P,, p) = 0 

mit P, auf K haben eine Teilkurve k gemein. Jedem Punkt von K entsprechen 


also alle Punkte von k und umgekehrt. K und k hei8en ein Paar von Fundamen- 
talkurven 2. Art. 


In Beispiel II entspricht jeder Punkt von y = 0 jedem Punkt von Y = 0. 

Es seien (P 5, Z,) und (po, 2») je ein Linienelement auf K und auf &, in all- 
gemeiner Lage. W und » seien beliebige analytische Kurven durch P, und 
durch pp, und p, sei ein allgemeiner Punkt auf w in einer gewissen Umgebung 
von po. ® (P, p,) = 0 wird W in einem Punkte P, schneiden und durch P, 
in der Richtung Z, hindurchgehen. Ebenso schneidet ® (P,, p) = 0 w in p, 
und geht in der Richtung z, hindurch. (P,, Z,) und (pg, z,) sind entsprechende 
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Linienelemente. Nahert sich nun p, dem Punkt p,, so riicken (P,, Z,) und 
(Pa, 22) quer zu threr eigenen Richtung in ihre Grenzlagen (Po, Z,) und (ppg, 29). 
Sie bewegen sich dabei in eindimensionalen Mannigfaltigkeiten von Linien- 
elementen, die keine Vereine sind. Das Bild von (pp, z)) auf K hangt also davon 
ab, in welcher solchen Mannigfaltigkeit wir ihm uns nahern. 

Es bleiben alle fiir uns wesentlichen Eigenschaften einer Fundamental- 
kurve 1. oder 2. Art erhalten, wenn wir wenigstens ein Stiick von ihr mittels 
einer dort eineindeutigen analytischen Punkttransformation auf ein: Stiick 
einer Geraden, etwa der Geraden y = 0 abbilden. Wir wollen im folgenden 
immer voraussetzen, dies sei geschehen. 

4. Die Bildelemente gehen alle durch einen Punkt. Da wir diesen Fall durch 
eine Korrelation in den 2. oder 3. Fall iiberfiihren kénnen, brauchen wir ihn 
hier nicht noch einmal gesondert zu behandeln. 


§ 3. Singulire Zweige der Kurven =0. 

Es sei k, die Gerade (y = 0), eine Fundamentalkurve 1. Art in der Ebene e. 
Durch jeden Punkt von & gehen unendlich viele Kurven ® = 0. Wir stellen 
nun die Frage: kénnen alle diese Kurven im Schnittpunkt mit k einen singu- 
laren Kurvenzweig haben ? 

Vorbereitung. Fiir jeden Punkt P gehe ein Kurvenzweig » von ® (P, p) 
= 0 durch einen mit P verainderlichen Punkt p, von k in der Richtung 2, . po, 2» 
sei eine Spezialisierung von p,, z, in allgemeiner Lage. Wir legen das Koordi- 
natensystem so; daB z = y, = 0 und z nicht unendlich sind. 

Auf dem Zweige ¢ ist y eine etwa yu-deutige Funktion von z und gestattet 
langs jeden Funktionszweiges*) in der Umgebung von p, eine Reihenent- 
wicklung 


(5) % =4(2—%) + 8 a,4 (2 —2,)" (i = 4, 2,..., w); 


darin haingen z,, y, und die Koeffizienten noch von P ab. 

Die Punkte P,, fiir die der Kurvenzweig » gerade durch p, geht, erfiillen 
eine Kurve I’. Es kann sein, da8 einige Koeffizienten @, , fiir alle diese Punkte 
P, verschwinden; andere @;, werden es nicht tun. Da pg in allgemeiner Lage 
angenommen war, miissen die Glieder d,, (xz —2,)° die Singularitat von » 
schon véllig kennzeichen. Es sei 4; (x —z,)? das fritheste Glied seiner Art 
in (5) und 4@;, sei etwa in Py von Null verschieden. Geht jetzt I durch P, 
in der Richtung Z,, so wollen wir das Koordinatensystem so° legen, daB 
X, = Y, = Z, = 0 wird. 

Wir betrachten jetzt die Funktionen p, (P). Fir X = Y.=0 ist 2 or *1 —0, 
denn z, soll ja fir alle Punkte P, auf [ denselben Wert haben, al * be- 


*) Funktionszweig und Kurvenzweig sind verschiedene Begriffe. In einem Ver- 
zweigungspunkt bildet ein ganzer Zykel von Funktionszweigen einen Kurvenzweig. 
Mathematische Annaien. 120. 42 
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riihrt die Gerade Y = 0 in P,. Durch geeignete Wahl der MaBstabe kénnen wir 
noch erreichen, daS £5 = 4 fir X = Y = 0. Esist 24 = 0, denn die Kur- 
ven ®(P,, p) = 0 sollten sich ja in (p,, 2) berihren, AuSerdem wird dort 








re 0) sein sollte. Fir X = Y = 0 ist 
also 
aa 


é ox ox — = 


Durchfiihrung. Solange sich nun Z in einem gewissen Kreise um den 
Nullpunkt der komplexen Z-Ebene findet, schneiden sich nach einer Bemer- 
kung in § 1 @ (P,) und ¥ (Po, Z; p) = 0 nur in einem einzigen mit Z verander- 
lichen Punkte und auSerdem mit einer gewissen Vielfachheit im Nullpunkt. 
Diese Vielfachheit kann sich demnach fiir Z = 0 nur um 1 erhéhen. Wir wollen 
sie jetzt ausrechnen. Dazu berechnen wir die Resultante von o und ¥ = 0. 

Setzen wir (5) in ® (P,, p) = 0 ein, so wird: . 


fi 
(P,P) = o—) £, 


wo E auf @ nicht mehr verschwindet. Dann wird: 


" 
¥ (P, 2; p) = 52 +252 =— DF TT w— a (Fe +254) + 


1 jmk 
+ To ™) (sz +257). 
Fir X = Y =0, y =», wird daraus 
Fy 232.0) = — TT uy (5% +254). 


Die Resuitante ist dann 





wes) 


I] ¥ (7, 2;2,n) = 1)" TT — —7)*- TI (33 +25%). 


i=1 


Der erste Faktor ist die Diskriminante von 9. Die Ordnung des zweiten Pro- 
duktes hangt von Z ab. Setzen wir namlich (5) ein und beachten (6), 80 be- 
ginnt: 


oy, Ome 
ox “Ox w+ 


(7) aber, da 4,, +0, 


seees fir X = Y =2=0 frihestens mit “* 20 


7. =—d,, wt 4... sp&testens mit a;, 2 
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Die Ordnung jedes Faktors 5% *+ ziy in z erhdht sich also mindestens um 


4, wenn Z = 0 wird; die estan der + rn erhéht sich dann mindestens 
um yu. Da aber nur ein Schnittpunkt von und ¥Y = 0 zur Verfiigung steht, 
fiir Z— 0 in den Nullpunkt hineinzuriicken, ist p = 1. Die allgemeine Kurve 
® (P, p) = 0 ine ist also in ihrem Schnitt mit einer Fundamentalkurve k regular. 

Auch im Falle u = 1, also fiir regulére Schnittpunkte von ®(P, p)=0 mit k 
liefert uns sag pe: a (7) wichtige Einsichten: Die a 
von su und a unterscheiden sich nur dann genau um i, wenn ie + 0. 


Daraus folgt erstens, daB z, = 0. Denn nach (6) ist on = 0; z, kann also nicht 


das erste G,, sein und muB8 auf I identisch verschwinden. Die Kurven ® 
(P, p) = 0 beriihren also k, und die fundamentalen Linienelemente bilden einen 
Verein. 

Zweitens kénnen sich die Kurven © (P, p) = 0 gegenseitig nicht inniger be- 
riihren als sie k beriihren. Das Gegenteil wiirde bedeuten, da8 —* “te = 0, was 
nicht sein kann. 


§ 4. Fundamentalkurven 1. Art. 


Eine Fundamentalkurve 1. Art wird also von allen Kurven ® = 0 beriihrt. 
Die Beriihrungsordnung kann auch hdher sein, und die allgemeine Kurve 
® = 0 kann die Fundamentalkurve auch dfter beriihren. Es kann also an die 
Kurven ® = 0 die Bedingung -gestellt sein, die Fundamentalkurve m, mal 
v,-fach, mg mal v,-fach, . . . m,, und v,-fach zu berihren. 

Wir betrachten nun alle Kurven ® (P,, p) = 0, die die Fundamentalkurve k 
in einem bestimmten Punkte pg v,-fach beriihren. Die zugehdrigen Punkte P, 
in der Ebene E erfiillen eine gewisse Kurve I’, die mit py wirklich verinderlich 
ist und ein ganzes Gebiet iiberstreicht. Den verschiedenen Kurvenzweigen, die 
k in pp v,-fach berithren, entsprechen die verschiedenen Linienelemente von I’,. 
Alle diese T'; (i = 1, 2, 3...) eines festen Punktes p, bilden zusammen die 
(zerfallende) Kurve ® (P, p,) = 0. 

Umgekehrt: Entsprechen den verschiedenen Kurvenzweigen, ‘die’ k in 
Po V;-fach berithren, die verschiedenen Linienelemente einer mit py verander- 
lichen Kurve [,, so berihrt die allgemeine Kurve ® (P, p) =0 k v,-fach. 
Denn durch den allgemeinen Punkt P der Ebene E geht eine Kurve I in der 
Richtung Z. Vereinen, die durch P in der Richtung Z gehen, entsprechen 
Vereine, die k v,-fach beriihren. Zu den ersteren gehért aber auch der Verein 
der Linienelemente durch P. 


In Beispiel I ist I die Gerade X = +. 
° 
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II. Analytische Betrachtungen. 


§ 5. Pole der Funktionen X und Y. 

Wir wollen uns jetzt die Funktionen X(z, y, z) und Y(z, y, z) in der Um- 
gebung der Fundamentalkurven 1. Art etwas genauer ansehen. Wir wollen z 
als Parameter und «a X +6 Y+y=0 als Gleichung eines Kurvennetzes 
in der von y und z aufgespannten Ebene ansehen. Ist y = 0 Fundamental- 
kurve 1. Art, so ist y = z= 0 ein Basispunkt des Netzes, weil ja jede Kurve 
®(P, p) = 0 in e ein Linienelement y = z = 0 enthalt. 

Vorbereitung. Wir verlangen allgemeine Lage des Koordinatensystems 
in zweierlei Hinsicht: 

1. Auf der Kurve des Netzes, die wir fiir « = 8 = 0 bekommen, seien X 
und Y fiir allgemeine z beide unendlich. Sie soll fiir allgemeine z die Gerade 
y = 0 nicht inniger beriihren als die allgemeine Kurve des Netzes. Wir kénnen 
dies ndtigenfalls durch eine projektive Transformation der Ebene E erzwingen. 


In Beispiel I miissen wir etwa 


Dot. 6 
aiian +¥  yt+axt 
i 


ta 


+Y¥  yt+e2 
setzen. 

2. Die allgemeine Kurve des Netzes soll fiir allgemeine z die Gerade z = 0 
nicht beriihren. Auch dies kénnen wir nétigenfalls durch eine projektive Trans- 
formation der Ebene e erzwingen. 

Zweige, die die Gerade y = O'nicht beriihren, werden bei der Behandlung der 
Fundamentalkurven 2. Art wichtig werden. Wir wollen uns jetzt den Fall 
naher ansehen, daB ein Zweig jeder Kurve des Netzes die Gerade y = 0 beriihrt. 

Es sei y =¢(z) ein Kurvenzweig, dessen Verhalten zu den Kurven des 
Netzes uns wichtig ist. Er beriihre y = 0 in y = z = 0, es sei also —(0) = 
¢’ (0) = 0. Es sei nun (y—¢(z), z*) (A> 1)-ein nulldimensionales Primarideal 
in dem Ringe derjenigen analytischen Funktionen von y und z, die sich im 
Nullpunkt algebraisch verhalten und dort endlich sind, tiber dem Kérper der 
analytischen Funktionen von z als Konstantenkérper. Oder, was auf dasselbe 
hinauslduft, es sei uns durch y =@(z)+ c¢-z* (c veranderlich) ein Prim- 
divisor 2. Art gegeben. Wir wollen das Verhalten von X und Y in diesem 
Divisor untersuchen. Dazu fiihren wir vermége 


z=TZ 
y =9(2) +2" 
zZ=2 


neue Veriinderliche z, c, = ein. Halten wir jetzt z und c fest und lassen z gegen 
Null gehen. so geht y langs einer Kurve des Ideals gegen Null. Es giltderSatz: | 
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Die Grenzwerte X, und Y, fiir z—+ 0 als Funktionen von x und c erfiillen ent- 
weder ein zweidimensionales Stiick von E, oder sie sind héchstens von x, nicht 
aber von c abhdngig. 

Angenommen, dies sei nicht der Fall. Es sei etwa X, wirklich von c abhangig . 
und trotzdem.erfiillten die Wertepaare (Xo, Y,) nur eine Kurve Y, = F(X,), 
Wir setzen . 

(8) Y =F[X(z, ¢, 4) + (2, ¢;2). 


Hierin verschwindet 7 mit z, und zwar etwa wie z*. Dann rechnen wir die 
Differentialgleichung (2) auf die neuen Kodrdinaten um: 


(2') (X, ¥,—X,¥,) 2—(X, ¥.—X,¥,) + cr2"*) +(X,¥,—X_,Y¥,) 2 =0. 


Hierin setzen wir (8) ein. Da die Gleichung als Differentialgleichung fiir Y 
linear und homogen ist und-von FX) erfillt wird, muB sie auch von » erfiillt 
werden. Setzen wir aber y, ein und beachten, daB » (0) = 0, a ca 0, so sehen 


wir, daB jedes Glied in (2’) von héherer Ordnung -verschwindet als x, mit der 
einzigen Ausnahme von X,7, z. Dann kann aber die Summe nicht 0 werden, 
unsere Annahme war also falsch. Damit ist der Satz bewiesen. 

Wir sehen uns jetzt die beiden in dem Satze festgestellten Méglichkeiten 
noch genauer an. Im ersten Fall,.wenn die Punkte (X,, Y,).ein zwei- 
dimensionales Stiick der Ebene E erfiillen, gehéren in der (y, z)-Ebene die 
Kurven X = X, und Y = Y, und damit die allgemeine Kurve des Netzes 
aX+B8Y-+y=0 unserem Ideal an. 

Jetzt habe z den festen Wert-z). Die zugehérigen Punkte (Xo, Y,) in E 
erfiillen eine Kurve, und ®(P,, p) = 0 mit P, auf dieser Kurve beriihrt die 
Gerade y = 0 in z. Wir haben also die Kurven I; des § 4 vor-uns. Die Linien- 
elemente von I’; entsprechen, wie wir damals gesehen haben, Kurvenelementen, 
die die Gerade y = 0 mit einer ganzzahligen Beriihrungsordnung v, beriihren, 
und zwar diirfen sie sich gegenseitig nicht inniger beriihren als die Gerade y = 0. 
Da also y dem Ideal angehéren soll, mu8 @(z) durch z* teilbar sein, und uriser 





v; 
Ideal zieht sich auf (y, 2*) zusammen. 2 errechnet sich dann zu 4 = — - 
‘t- 
denn fiir den Kurvenzweig y = (x—2%)“i ist z = v,(x—2)’i—', also 
i ve 


Yi—1 ,‘i—1 

y=y; 42 “< 

Im zweiten Fall, wenn X, und Y, nicht von c abhangen, bilden die da- 
durch dargestellten Punkte eine héchstens eindimensionale Mannigfaltigkeit. 
Erfiillen sie (a) wirklich eine Kurve, so wollen wir, - wenn wir einen solchen 
Primdivisor betrachten -, das uns vorliegende Stiick dieser Kurve vermittels 
einer analytischen Transformation, die wenigstens ein Stiick weit eineindeutig 
ist, auf ein Stiick der Geraden Y = 0 abbilden. 
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Es kann aber auch (b) (Xo, Y,) ein fester Punkt sein. Dann wird aber der 
Kurvenzweig in E, langs dessen wir uns diesem Punkt bei z—> 0 nahern, mit 
x veranderlich sein, da sonst unsere ganze Beriihrungstransformation un- 
eigentlich wiirde. Wir kénnen diese Zweige durch eine geeignete Cremona- 
Transformation trennen und damit diesen Fall auf den vorigen zuriickfiihren. 
Wir wollen im folgenden immer annehmen, dies sei geschehen. 

Nur im ersten Fall kénnen X, und Y, fiir allgemeine 2 und fiir gewisse c un- 
endlich werden. 


In Beispiel I wird fir 





a<2 X,=0 Y,=1 (Fall 2b) 
— x — c 

A=2 4.*-35,5° Y,= sta (Fall 4) 

A>2 X,=—-2 Y,=0 (Fall 2a) 


§ 6. Reihenentwicklungen. 


Wir betracliten die Kurvenzweige der Kurve X = Y =oo in der (y z)- 
Ebene. Auf ihnen ist y jeweils als Funktion von z gegeben, und wir denken 
uns diese Funktionen in Reihen 

% 


(9) Yin =S,n2"—* +... (i, =4, 2,...) 





nach Potenzen von z entwickelt, deren Koeffizienten noch von z abhangen 
werden. Der Exponent des ersten Gliedes ist nach den Ergebnissen des § 4 


‘i 





gleich einem mit ganzem v,; es kann sehr wohl verschiedene Reihen mit 


y—1 
demselben v, geben. 

Es wird eine endliche Anzahl von Werten z geben, fiir die die Absolutwerte 
zweier solcher Reihen einander gleich werden. Es sei z kleiner als alle diese 
Werte. Sind dann die v, der GréBe nach aufsteigend geordnet, so sind es auch 
die zugehérigen Absolutwerte der y;,. Durch diese Zweige wird also die Um- 
gebung des Nullpunktes in Gebiete zerschnitten, und wir wollen fiir jedes 
dieser Gebiete Reihenentwicklungen 


+c +o 


(10) X= Drea, y'; Y= Dred, y's 


nach ganzen Potenzen von y und z suchen. Vor allen gehen uns die Gebiete an, 
deren Grenzen zu verschiedenen Werten von v, gehéren; es sei etwa 


(11) lyin! Sly] Sl yiasanb [21S] 201 
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das betrachtete Gebiet G. In den Reihenentwicklungen werden wohl auch 
Glieder mit negativen Potenzen vorkommen kénnen, jedoch wird fir das 
Exponentenpaar jedes vorkommenden Gliedes 


rey +s(y, —1)20 
r* Vier + $444, —1) 20. S 


(12) 


sein miissen, damit fiir z > 0 die einzelnen Glieder endlich bleiben. 


Um uns von der Existenz und der unbedingten Konvergenz einer solchen 
Reihenentwicklung etwa der fiir X, zu iiberzeugen, fiihren wir durch 
y=yni 3 Ct qiti—%i = yisi—t (5-41 
a) 


(13) 


z= yi! Ci+i—1 C+ = s—(v;—1) ‘i 


neue Veranderliche », € ein. Lassen wir z innerhalb von G gegen Null gehen, so 
bleiben y und ¢ beschrankt. Die Kurvenzweige (9) gehen nach der Transfor- 
mation nicht mehr durch den Nulpunkt der (y, ¢)-Ebene. X ist also dort 
regular und gestattet in einem gewissen konvexen zu beiden Achsen sym- 
metrischen Bereich eine unbedingt konvergente Reihenentwicklung 


X= De Gog 7? 0° 
D 
nach ganzen positiven Potenzen vony und €. Ist X im Gebiet | | < |y_ ||| < 


| Co | tiberall regular, so errechnet sich der Koeffizient «, , vony? {7 in bekannter 
Weise zu 


4 : x 


wobei die Integrale iiber das im komplexen 2-dimensionale Gebiet \n| = 


\to |; |S | = |%| zu erstrecken sind. Fihren wir in dieser Reihe durch (13) 
1 1 


wieder y und z ein, 80 wird X eine nach Potenzen von y "§+1~”i und z "#+1—"% 
fortschreitende Reihe, in der aber dann doch nur Glieder mit ganzzahligen 
Exponenten vorkommen kénnen, da X ja doch als im kleinen rational voraus- 
gesetzt war. Die Ungleichungen (12) folgen daraus, daB die Exponenten von 
7 und © positiy sein miissen. 


Ahnliche Entwicklungen finden wir mit Hilfe ahnlicher Uberlegungen 
in den Gebieten, die von zwei zu demselben v, gehdrigen Kurvenzweigen (9) 
begrenzt wird, nur daB jetzt die Exponentenpaare nur der einen Ungleichung 
rv, -+s(v,;—1) 20 geniigen miissen. Gibt es noch einen Zweig y,. ,, 80 
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kénnen wir X und Y in dem Gebiet | y, | S |y| S |Yoo,,,| in Reihen 
entwickeln. Fiir die Exponenten ihrer Glieder gilt rv, + s(v, —1) 20 


(12") r+s20. 


Gibt es keinen Zweig y,.,, so finden wir Reihen fiir X und Y, die in dem 
Gebiet |y,, ,| < |y| < 00 konvergieren. Fir die Exponenten ihrer Glieder 
gilt: 
(12"") rv, + $(v, —1) [0 

rso0. 


Wir erhalten so eine ganze Serie von Reihenentwicklungen in Teilen der 
erwaihnten Gebiete. Im Gegensatz zu den verschiedenen Laurent-Entwick- 
lungen in der Theorie der Potenzreihen einer Veranderlichen iiberdecken die 
Gebiete, in denen sie unbedingt konvergieren, die Umgebung des Nullpunktes 
nicht liickenlos; doch haben diese Liicken in der Grenze z + 0 keinen Einflu8 
mehr. 


Im Beispiel I wird fir | y|< | x 2*|: 
Xa e— + HH +... 


Y att. pee 


xz* 32 





fir | y|>|2z*| erhalten wir entsprechende Reihen, die wir aber nicht weiter 
verfolgen wollen. 


§ 7. Der charakteristische Streckenzug. 
Um nun Kurvenelemente ins Auge fassen zu kinnen, die y = 0 in der v-ten 
Ordnung beriihren, fiihren wir vermége 
z=t+u 
(14) y=cu" 
z=cvu-* 


neue Veranderliche t, c, u ein. Die Ubergangsformein sind so gewahlt, daB 
x, y, = bei konstantem ¢t und ¢ und veranderlichem u die Linienelemente 
der Kurve y = c(x —t)” durchlauft. Bei konstantem t und veranderlichem c 
bilden diese Kurven ein Biischel und berithren y = 0 im Punkte z =+t. Der 
allgemeinste algebraische Kurvenzweig der Beriihrungsordnung vy stellt sich 
dann dar durch wu veranderlich, t = t (u), und c = c(u) mit c(0) + 0. 

Denn u = ¥ ist auf Kurvenzweigen, die y = 0 beriihren, nicht konstant 
und kann als Parameter gewahlt werden. 
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Setzen wir nun (14) in die Reihen des § 6 ein, so wird 
X = Sa, Cty grtev~e 
Y= Sb, ote ators, 


Die Koeffizienten a,, und b,, sind Funktionen von z, also auch von u. 
Wir entwickeln sie in Reihen nach ganzen Potenzen von u. Setzen wir noch 
r+s=q, so wird: 


X= prt ae, cf g@*—e 


Y = Das By, cf ut*. 


(15) 


In Beispiel I wird 
X=t+u (1—<) +5 =< wa ce! y®-Y4+--- 


tv* 


i. 2-—v 
Yes" u +: 


giltig fir v <2. 


Setzen wir v gleich einem v,, so werden nach §5 die Werte Xq, Yo, die wir 
fiir u = 0 bekommen, bei verinderlichem c die Koordinaten der Punkte von 
I’, durchlaufen. Die verschiedenen fiir v = v, giiltigen Reihen (10) liefern 
verschiedene Stiicke von I’;. Setzen wir (14) ein und setzen u = 0, so schreiten 
sie nach positiven oder negativen ganzen Potenzen von c fort, sind also die 
Laurent-Reihen fiir X, und Y, in den verschiedenen Kreisringen um den 
Nullpunkt der komplexen c-Ebene. 

Wir sehen uns nun insbesondere die Reihen fiir X und Y an, die in einem 
Gebiet (11) | yj n,1< |¥|]< | ¥iarnl 12 |< || der (y, 2)-Ebene kon- 
vergieren. Setzen wir (14) ein, so konvergieren die Reihen (45) fiir v; << v< v,,;, 
fiir hinreichend kleine u und alle c. Die von wu freien Glieder ayy und Boo 
hangen nur von ¢ ab, und wir kénnen die Kurve Xg = a, Yo = Bgq durch 
geeignete Punkttransformationen auf die Gerade Y = 0 abbilden. Dann wird 
po (t) von t wirklich abhangen, wahrend (gp (¢) = 0 ist. 

Xo Spielt in der Ebene E die gleiche Rolle wie t in der Ebene e: es sind die 
Werte von X und z fiir u = 0. Wir wollen daher die Bezeichnung a. durch 
T ersetzen. 

Wir wollen v als Veranderliche und den Exponenten | von u in jedem Gliede 
von (15) als lineare Funktion von v auffassen. Es sei hier angemerkt, da8 die 
Potenz u%’~* in (14) stets mit dem Faktor c? zusammen vorkommt. 

Tragen wir nun v und / als Punktkoordinaten in eine Ebene ein, so wird 
jedes Glied von (15) durch eine Gerade dargestellt, und wir erhalten eine Figur, 
die wir als duale Ubertragung des Newtonschen Polygons ansehen kénnen. 
Uber diese Figur wollen wir folgende Aussagen machen: 











666 Ort-Heinricn Kevier: 


1. Fir << v<y,,, ist 1 auf allen Geraden mit Ausnahme der v-Achse 
positiv, denn Glieder mit negativen Exponenten kénntea fir u =0 nicht 
endlich bleiben. Merken wir fiir jedes v in diesem Interval: den kleinsten po- 
sitiven Exponenten an, so erhalten wir einen gegen die v-Achse hohlen Strek- 
kenzug, den charakteristischen Streckenzug. 

2. Fir v =v, sollte X, wirklich von c abhingen. Es mu8 also Glieder 
a,, cu?*—) geben, deren Exponent von u fir v=v, Null wird, also 
Geraden |= g (v—v,) mit g>0. Fir u =0 erhalten wir Reihen fiir X, 
und Yo, die nach steigenden positiven Potenzen von c fortschreziten; fiir c = 0 
wird X, = 7, ¥, =0. Dieser Punkt, der hier als Punkt von I’; erscheint, 
heiBe der Endpunkt von I. 

Entsprechend mu8 es Glieder «,, c* ut?’—%i+1) geben, deren Exponent 
l=q(v—v,,,) von wu fir v=v,,, verschwindet. Jetzt ist aber g< 0. 
Fiir u= 0 erhalten wir Reihen fiir X, und Yo, die nach fallenden, negativen 
Potenzen von c fortschreiten, und es wird X, = 7, Y, = 0 fiir ec =o. Dieser 
Punkt, der jetzt als Punkt von I’;,, erscheint, heiBe der Anfangspunkt von 
I’,;,,- Endpunkt von I; und Anfangspunkt von I’;,, fallen zusammen; wir 
finden ihn als Grenzlage des Bildes von Kurvenelementen, die die Fundamen- 
talkurve immer noch v,-fach, aber méglichst eng, oder schon v, , ,-fach, aber 
médglichst locker beriihren. 

3. In der Reihe fiir X wird es fiir jedes v noch ein Glied auBer 7 geben, 
dessen Exponent von u die 1 nicht iibersteigt. Zum Beweise rechnen wir die 
Differentialgleichung (2) auf die Koordinaten ¢, u, c um: 


(2") u(¥,X,—Y,X) —ev(X,¥, —Y,X,) = 0. 
Es sei X=T+au'4+... 
Y = Bub+... 


und |, und J, seien die kleinsten positiven Exponenten in (14). Setzen wir dies 
in (2’’) ein und nehmen an, |, sei gréBer als 1, so ware — 7’1, 8 u" das einzige 
Glied von der Ordnung |, in u und kénnte nicht identisch verschwinden, da 
T von t wirklich abhangen sollte. Damit haben wir den Widerspruch. 

4. Der Streckenzug fiir X besteht aus héchstens drei Strecken: dem Anstieg, 
einer Strecke der Geraden 1 = M,(v—v,), die bei v =v, beginnt und bei 


v =v¥,+—, also spatestens bei v,+ 1 die Hohe 1 erreicht, weiter dem 
' 


Mittelstiick, einem Stiick der Geraden | = 1, und endlich dem Abstieg, einem 
1 





Stiick der Geraden | == — m,,,(v —v,,,) das bei v=v,,, — -, also friihe- 


i+1 
stens bei v,,, —1 einsetzt und bei v = v,,, endet. m,,, und M, sind dabei 
positive ganze Zahlen. 
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Von den Werten v der Intervalle v;< v< v, + 7; y+ i <a 
a a Vien — a v4, Wollen wir sagen, sie gehdren zum Anstieg, 

Mitt Mit 
zur Mittelstrecke, zum Abstieg. 

Zum Beweise nehmen wir an, die Gerade g,:1 = M,;(v—v,) des Anstiegs 
wiirde in einem Punkt (¥, 7), ehe sie die Héhe 1 erreicht hatte, von einer an- 
deren Geraden g, des Streckenzuges geschnitten. | waichst auf g, mit wachsen- 
dem v, hat aber bei v noch nicht den Wert {1 erreicht; es mu8 dann fiir v =v, 
einen ganzzabligen, nicht-negativen Wert unter 1 annehmen, der nur Null 
sein kann. g, und g, hatten also 2 Schnittpunkte (v,, 0) und (¥, 7) gemein, was 
nicht mdglich ist. . 

Ebenso zeigt es sich, daB der Abstieg nur aus einer Strecke bestehen kann. 


In Beispiel I fehit der Anstieg. Die Mittelstrecke liegt iber 0S v <1, der 
Abstieg iber 1S vs 2. 





§ 8. Die Bilder der Kurvenelemente. 

Wir suchen nun das Bild eines Kurvenelementes zu bestimmen, das die 
Fundamentalkurve in der v-ten Ordnung beriihrt. t und c werden auf den Kur- 
ven durch das Element gewisse Funktionen von u; ¢ darf dabei nicht 0 sein 
oder werden. 

Wir denken uns nun die Reihe (15) fiir X umgekehrt, also u in eine Potenz- 
reihe nach U + X — T entwickelt. Diese Reihe fiir u setzen wir in die Reihe 
(14) fiir Y ein. Y wird jetzt eine Funktion von U, t, c, dargestellt als Potenz- 
reihe nach U. Rechnen wir die Differentialgleichung (2) bzw. (2’) auf die 
neuen Verdnderlichen um, so wird: 


(2’”’) uY,+evY,—uYy,T' = 0. 

1. Es gehére v zum Anstieg des charakteristischen Streckenzuges von X. 
Es sei also 
(16) O=X—T=auMi-W cM 4..... mit v—v, < ww 


also 


ac! 


1 
8u= (<a) Mi —¥) a cose 
und Y wird: 
p+ar—vi) 


(17) = oB, (ct, u Mem” 


mit ganzzahligem p und q. 
Dieses Y setzen wir in die Differentialgleichung (2’’) ein. Ist B, UP das 
Glied niedrigster Ordnung in (17) und ist B, U° dieses oder ein weiteres Glied 











668 Ort-Heinnice KELLER: 


80 ist cv 





von Y von einer Ordnung o << t = p—i+ wey 


oes U® das 
c 


vi) , 
einzige Glied in (2’’’) von der o-ten Ordnung. Sein ‘Koeffizient muB also ver- 
schwinden, und B, ist von c unabhangig. Von diesen Gliedern wollen wir nun 


zeigen, daB o ein ganzes Vielfaches von ae ist, und da8 B, auch von v nich.’ 


‘ 
-  _ p+giv—vi) 
abhingt. Es sei o Mi—w) 
Setzen wir in das Glied B, U®% die Reihe (16) fiir U wieder ein, so erhalten 
p+a(v—v)) 


wir als Glied der Reihe (17) fir Y: Batu? t@™-We %-% Da nun 


der Exponent von c stets eine ganze Zahl ist, mu8 p = 0, also co = i: ein 
’ 





ganzzahbliges, von v unabhingiges Vielfaches von x sein. 
' 
Wir wollen uns nun noch davon tiberzeugen, da auch die Koeffizienten B, 


von v nicht abhangen. Wir differenzieren zu diesem Zweck alle unsere GréBen 





bei festem z, y, z nach v. Es ist = = * = = 0,da ja X und Y durch z, y, z 
bestimmt sind. Um die Ableitung von t zu berechnen, kehren wir (14) um: 
wee 2 gee 2, (c = ——™ _ werden wir nicht brauchen}. Es wird 
2 2 wy—t 
et ee 
hada ee le 
— 
au aT ’ ae y_\ mow 
ee erred (a 


Differenzieren wir die Reihe (17), so wird 
1 


0 ay t aB, ye t RB ye- T’ U M; (¥—¥;) F 








O(U*) bedeutet dabei einen Ausdruck von mindestens t-ter Ordnung. Nur 
die erste Summe enthalt Glieder, deren Ordnung unterhalb t = e—1+ Wer) 
iv 


éB 
bleibt. Sie miissen einzeln verschwinden, und es ist 7 = 0. 


Ist 9 = M, , 80 wird 
(18) 

ene r 1 
Mj (»— 


Y~ By, () uM + Bo, p41 (t) U4. ...+Bi,r—M, (¢,t,v) um vi) ++. 


das Bild eines Kurvenzweiges, der die Fundamentalkurve v-fach beriihrt. 
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Um uns dieses Ergebnis _ ~ machen, — wir fiir v nach- 


einander die Werte v = v,; +- ——- 7H, »¥+ 1, y+ cM, , +++ einsetzen. Es 


‘ rth 4 r+2 r+3 
wird — M, —i+ey = gleich M;” “Hy, + + += Seater alee v on 
vy; heranriickt, ein um so langeres pi der Reihe 
rth 
(19) Y, = B,,, (t) ym + Bonus) +... 
r 1 
: ?, si a Neale M, **Mew 
stellt die erstenGlieder von Y, um so spater tritt ein Glied Bi,,- mu, U 
r+P 


hinzu. Es tritt also eine Kurve X = T(t) + U,Y = >> fica t' in 
Erscheinung, die von den — der v-fach berithrenden Kurvenzweige be- 
rihrt wird, solange v < vy, +a -, und zwar um so inniger, je naher v an v; 


heranriickt. 

Es erhebt sich die Frage, was bei v = v, geschieht. Formal bekommen 
wir fir Y die Reibe (19) ohne spatere von c “abhangige Zusatzglieder. U wird 
aber jetzt fiir u = 0 nicht mehr Null, sondern eine Potenzreihe in c. Es fragt 
sich nur, ob denn (19) jetzt wirklich noch Y darstellt, denn die Umkehrung 
von (16), mit RFlilfe deren wir unsere Berechnungen durchfihrten, setzte 
wesentlich v = v; voraus. 

Nach einer Bemerkung in § 7 wird es in beiden Reihen (15) Glieder 
a, ctut (*-*i) geben, deren Exponent von u durch (v—v,) teilbar ist. Diese Glie- 
der sind bei der Berechnung eines beliebig langen Anfangsstiickes der Reihe (18) 
allein ausschlaggebend, wenn (v —-v,) hinreichend klein ist. Wird v = v,, 80 
liefern gerade diese Glieder die nach Potenzen von c fortschreitenden Reihen 
fiir die Koordinaten Xq und Y, der Punkte von I’. Kehren wir jetzt die Reihe 
fiir X, um, entwickeln also c in eine nach Potenzen von U = X,— T fort- 
schreitende Reihe und setzen sie in ¥, ein, so haben wir zahlenmaBig genau 
dieselbe Rechnung durchgefiihrt, wie vorhin in u, und erhalten dann auch 
genau die Reihe (19). Sie gilt demnach auch fiir v = v,; und stellt, soweit sie 
konvergiert, ein Stiick von TI, dar. 

In Beispiel I wird fiir den Abstieg (1<v< 2) 


3 - 
, “=< ‘ U= —* (—ev)?-" U?-" +... 
> 1 x 
¥,=—tu=—~+41 


ist die Gerade I’. (Beim Vergleich mit §4 ist die Transformation des §5 zu 
beachten). 


2. Es gehére v zum Mittelstiick des charakteristischen Streckenzuges ; 
das Glied mit dem kleinsten positiven Exponenten von u der Reihe (15) fiir X 
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sei a, (t)u. Die Entwicklung von u nach Potenzen von U beginnt dann mit 


= -U. Ist Bo; c* ut”—* das Glied niedrigster Ordnung in der Reihe (15) 


fir Y, so wird die Entwicklung von Y nach Potenzen von U mit B,,(t) ct U*” _— 
beginnen. Wir tragen dies in die Differentialgleichung (2’’) ein und finden 
als Glied niedrigster Ordnung 


(ve—= (vg — 9) B,,() gre, 


T’(t) und a, (t) verschwinden nicht identisch, also kann auch g nur dann 
Null sein, wenn §=0 ist. Gabe es ein Glied mit g =s=0, so wiirde 
Y = B,, (t) + . . . fir U=0 nicht verschwinden, entgegen der Voraussetzung. 
q ist also von 0 verschieden. Die Berithrungsordnung N der Bilder mit Y = 0 in 
der Ebene E ist also eine ganze und ganzzahlige lineare Funktion N = gv — § 
der Beriihrungsordnung v der Urbilder mit y = 0 in der Ebene e. Da dasselbe 


auch fiir die Umkehrung v = = gelten muB, ist ¢g = + 1. Beide Vorzeichen 


kommen vor. 

Die Werte von 5 und g sind fiir alle v auf der Mittelstrecke dieselben. Denn 
zunachst ist die Funktion N stetig, wie man an der Darstellung durch den 
charakteristischen Streckenzug fiir Y sieht. Dann kann g das Vorzeichen nicht 
wechseln, wenn die Umkehrung eindeutig bleiben soll. Wegen der Stetigkeit 
kann dann auch das ganzzahlige s seinen Wert nicht andern. 

In Beispiel I wird fur die Mittelstrecke (0 < v< 1) ¥ = =+; (—*;)*~"u* "+= 





Wir fassen noch einmal zusammen: Durchwandert v den charakteristi- 
schen Streckenzug von v, bis v,,,, 80 lésen sich die Bilder der die Fundamental- 
kurve v-fach berithrenden Kurvenelemente fiir Werte des Anstiegs immer mehr 
von I’; ab. Dann, fiir Werte der Mittelstrecke, beriihren sie Y = 0 frei in gleich- 
mafig steigender oder gleichmaBig fallender Ordnung, bis diese Ordnung gleich 
der Beriihrungsordnung von T;,, mit Y =0 wird. Dann schmiegen sie sich 
fiir Werte des Abstiegs jmmer enger an I’; , an, um endlich ganz damit zu ver- 
schmelzen. Dabei gehen Kurvenelemente mit ganzzahliger Beriihrungsordnung 
immer wieder in ebensolche iiber, und diese Ordnungen verdndern sich entweder 
gleichsinnig oder gegenliufig von Einheit zu Einheit. 

Durchwandert v alle Werte von 0 bis 00, so riickt eine Reihenentwicklung 
(40) und (15) nach der andern ins Blickfeld, und jede liefert uns fiir unsere 
Fundamentalkurve y =: 0 eine andere Bildkurve (die wir jedesmal zur besse- 
ren Einsicht in Y = 0 gelegt haben). Der Wechsel geschieht bei den Werten 
vy =v,, und der Ubergang von der einen zur anderen vollzieht sich auf den 
Kurven I’;, deren Anfangspunkt auf der fritheren, deren Endpunkt auf der 
spateren Bildkurve liegt. 
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Unter dem letzten Bild; der letzten Reihenentwicklung wollen wir immer 
diejenige verstehen, die wir fiir v>v,, bekommen, wo v, das gréBte in der 
Reihe der v ist. Mit ihnen werden wir uns im § 10 noch zu befassen haben. 
Im charakteristischen Streckenzug erstreckt sich die Mittelstrecke ins Un- 
endliche, und der Abstieg fehlt. Die Mittelstrecken von Bild und Urbild sind 
gleichsinnig mittels einer Funktion N =v—s aufeinander bezogen. Die 
Zahl s heiBe die Verschiebung. Ist sie Null, so werden N und v einander gleich. 

Fiir die Umkehrung der Transformation gelten dieselben Satze. Wir be- 
trachten Kurvenelemente, die y = 0 beriihren und deren Bilder Y = 0 be- 
riihren. Die Berihrungsordnung N des Bildes mége dabei das Interval] N; << N 
<N,,, durchlaufen. Die Urbilder der Kurvenelemente, die Y = 0 N,-fach 
bzw. N,,,-fach beriihren, sind dann die Linienelemente gewisser Kurven y;, 
und y,;,, in der Ebene e. Wir kénnen fiir z und y charakteristische Strecken- 
ziige zeichnen, wie wir welche fiir X und Y gezeichnet haben. Es gilt der Satz: 

Die charakteristischen Streckenziige fiir x und X sind einander kongruent, 
und zwar ohne oder mit Spiegelung, je nachdem sich v und N in der Mittelstrecke 
gleichsinnig oder gegenldufig —_. 

Denn die Mittelstrecke % +z m< VOVa = des Streckenzuges fiir 
X wird auf die gleichlange le M des Streckenzuges fiir z wrenaay d 


und zwar ae sich die = Zahlen. M ist also die Strecke N; + ai 
<N<Ny, a-> oder N; +—-—-< N< Ni — mu, Pe et bit 


i+1 
oder gegenlaufigem Entsprechen a Mittelstrecken. Pe, al Abstieg haben 


also fiir beide Streckenziige jeweils dieselben oder die vertauschten Steigungs- 
masse M, und m,,,. Die Berithrungsordnung etwa von IT; mit Y = 0 ist 
N; + a bzw. N,,, a bei gleichsinnigem bzw. gegenlaufigem Ent- 
‘ ‘ 
sprechen. Dies ist der Exponent des ersten Gliedes von (18). 
Es ist Nj,,—N; = ¥4;—- 
Die Abbildungsfunktion der Mittelstrecken ist: 
N=N, +¥,4,—v(= Nig $Y —v) bzw. 
N=N,—y +¥(= Niui—vias +v). 


Regulare Kurven stellen Sonderfalle unserer Ubersichten dar, denn wir 
haben nirgends davon Gebrauch gemacht, da8 y = 0 wirklich Fundamental- 
kurve sei. 

Zuniachst sei angemerkt, daB die Reihen (10) und (15) und damit alle unsere 
Uberlegungen ihren Sinn behalten, wenn v < 1 wird, obwohl dann von Be- 
rihrung nicht mehr gesprochen werden kann und z nicht mehr Null, fir v< 1 
sogar nicht mehr endlich wird. 
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Fiir jeden Punkt z, einer regularen Kurve y = 0 kann es nur eine Kurve I’, 
geben, deren Linienelemente den verschiedenen Richtungen durch (2p, 0) 
entsprechen. Es gibt zwei charakteristische Streckenziige, einen fiir 0< v < 4 
und einen fir v >1. 

Soll Y = 0 regular, y = 0 beliebig sein, so hat der charakteristische Strek- 
kenzug entweder die Lange 1 oder die Lange oo. 

Sind Y = 0 und y = 0 beide regular und Bilder voneinander, so beginnen 
beide charakteristischen Streckenziige bei v = 1 und N = 1 und erstrecken 
sich ins Unendliche. Die Beriihrungsordnungen von Bild und Urbild sind 
gleich. Unsere Definition der Beriihrungsordnung ist also gegeniiber allen den- 
jenigen Beriihrungstransformationen invariant, die sich an der betreffenden 
Stelle regular verhalten, z. B. gegeniiber einer Korrelation. Die Unsymmetrie 
unserer Bezeichnungen und Definitionen und die Bevorzugung der Punkt- 
koordinaten vor den Linienkoordinaten wirkt sich also weder auf unsere 
Ergebnisse noch auf deren Formulierung aus. 


§ 9. Ein Beispiel. 


Die charakteristischen Streckenziige fiir X, x, Y, y sind durch Angabe der 
6 Zahlen v,, v,,,, Nj, Nix, Mj, m4. (mit N,,, —N,; = 4, —v,) sowie des 
Richtungssianes der Abbildung der Mittelstrecken festgelegt. Wir wollen uns 
davon iiberzeugen, daB es bei beliebiger Wahl dieser 6 Zahlen wirklich eine 
zugehoérige Beriihrungstransformation gibt und zwar eine solche, die sich aus 
Cremona-Transformationen und Korrelationen zusammensetzen abt. 

Es seien 2,, Zp, Z,homogene Koordinaten der Ebene; P sei der Punkt (0,0, 4), 
g die Gerade z, = 0. Es sei R die Korrelation 2,7, + 2,2) + 2% == 0; sie 
vertauscht P und g. @Q sei die quadratische Cremona-Transformation 


Z, = 2,2, 
% = 1,7, 
ty = 2,2, 


S,, 8ei die Secresche Cremona-Transformation 
t, = 2 

f= 2, 2{"—* + af 

z = 2,2", 


In der (Z,, Z, Z3)-Ebene wollen wir den Punkt (0,0,1) wieder mit P, die 
Gerade z, = 0 wieder mit g, im iibrigen Bild und Urbild mit denselben 
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Buchstaben bezeichnen. Dann hat die Transformation T = (RQ) Sy, 
R(QRi+H—— S,,,, (RQ) auf der Geraden g die verlangte Eigenschatt, 
und zwar ist die Abbildung der Mittelstrecke gegenlaufig. 

Wir wollen uns zunichst iiberlegen, was aus denjenigen Kurvenelementen, 
die g v-fach beriihren, bei den Transformationen R, Q, S,, wird. 

Wir betrachten zunachst R. Ist v > 1, so sind die Bilder Kurvenelemente 


v 

durch P mit der Bertihrungsordnung v (also vom Typus y = z’~*). Ist v = 4, 
so sind die Bilder die Linienelemente einer Geraden durch P. Ist v< 1 und 
ist P, inhomogen gesehen, der unendlich ferne Punkt der zu g senkrechten 
Koordinatenachse, so sind Bild und Urbild Kurvenelemente durch Punkte 
von g, deren Tangenten durch P gehen. Die Urbilder beriihren die Tangente 
*fach, die Bilder _ 
umgekehrt. 

Unter Kurvenelementen, die g 0-fach beriihren, werden wir die Linien- 
elemente von Geraden durch P zu verstehen haben. Sie gehen durch R in die 
Linienelemente von Punkten von g iiber und haben dann die Beriihrungs- 
ordnung v = 1. 

Durch Q werden dann aus den Kurvenelementen der Berithrungsordnung v 
mit P wieder Kurvenelemente, die g (v—1)-fach beriihren. Die Elemente 
von Geraden durch P gehen in ebensolche iiber. Ein Kurvenelement, dessen 
Beriihrungsordnung mit g gréBer ist als 1 (das also wirklich beriihrt,) wird 
durch RQ wieder in ein Kurvenelement verwandelt, das g beriihrt, aber mit 
um 1 kleinerer Beriihrungsordnung. 





~fach. Die Beriihrungsordnung v mit g wird in 1 —v 


Durch die Transformation S M; werden Beriihrungsordnungen vy > A nicht 
geindert. P geht nicht in sich, sondern in (0, 1, 0) iiber. Die Geraden id P 
werden in Kurven verwandelt, die g say tach beriihren. Wir wollen diese Ge- 
raden und ihre Bilder und Urbilder T nennen. Alle Kurvenelemente, die g 
vorher weniger eng als say taeh beriihrten, beriihrten und berihren I’; se. 


1 tach. 
Die Kurven, die durch die Transformation in Geraden durch P F< a 


als M,-fach und beriihren g daher nach der Transformation genau — 7 





mégen y,;,, heiBen, sie beriihrten g vorher 50; 12h. 


Wir wollen jetzt die Kurvenelemente, die g v-fach beriihren, durch die 
ganze Kette der Faktoren von 7 hindurch verfolgen. Ist v = v, oder 


¥;4, 80 miissen wir die Linienelemente einer Kurve I’; oder T’;,, bekommen. 


Die v des Anstiegs v, << v< y+ Me miissen in den festen Wert N,,, — 7 ‘ 
i Fi 
die der Mittelstrecke y+ i, <V<Yas — + in die Werte der Mitte!- 
‘ i+t 


Mathematische Annalen. 120, 43 
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strecke N= N;+,,,—v, die des Abstiegs v,,, — -— <v<vy,, in 
‘+a: 
den festen Wert N; + : iibergehen. 
Mi+1 


Es sei also etwa v = v,; wir erhalten durch (RQ)” die Linienelemente einer 
Geraden I’, durch P. S M; fihrt [; in eine Kurve iiber, die sich bei den 
folgenden Transformationen noch weiter verwandelt. 

Gehért die Beriihrungsordnung eines Kurvenelementes mit g zum Anstieg, 
yjav< yt ~ so wird vy nach der Transformation (RQ)% kleiner als 1. 

i 
Das Kurvenelement berihrt I’; inniger als M,-fach und hat nach S y, die feste, 
von v unabhangige Berithrungsordnung x mit g. R verwandelt sie in 1 — a 


(QA)%+1—"—* in Nis —N,— ps Sy, , Hat sie ungedndert, (QR)™% er- 
hoht sie auf N;,,— a wie es verlangt wurde. 

Liegt v auf der Strecke v, ++ 37-<¥ <¥41 — Faszy die ja Mittelstrecke 
werden soll, und ist [v] die gréB8te ganze Zahl unterhalb v, so schreiben wir 
unsere Transformation T in der Form T = (RQ) Sy, (RQJMI—% R 
(Q Ryit1—MI—1 Sm, (QR). Hiervon erniedrigt (RQ) v um v,, Sy 
andert sie nicht, nach (RQ)™!—™ wird sie gleich y—[v], also kleiner als 1. 
R kehrt sie dann um in 1 —v + [v], (QR)%+1—™!—* erhoht sie auf 
Yio. — Swiss 14Bt sie ungedndert, (QR)"i erhdht sie weiter auf 
N, +44; —¥, Wie wir erwartet haben. 

Abnlich zeigt es sich, daB die Berithrungsordnungen des Abstiegs in 


1 » 
N, + yy iiberg--hen. 





Kurvenelemente mit einer Berithrungsordnung v << v; mit g werden durch 
(RQ) in den Punkt P geworfen, durch S m, Zur Seite geschoben und kommen 
dann nicht mehr auf g zuriick. Entsprechendes gilt fiir Kurvenelemente mit 
Beriihrungsordnungen v > v,,, mit g. 

T hat also genau den gegebenen charakteristischen Streckenzug. - Um eine 
Transformation mit gleichsinnigem Entsprechen der Mittelstrecken zu erhal- 
ten, brauchen wir nur zwei Transformationen mit gegenlaufigem Entsprechen 
hintereinander zu schalten. 


§ 10. Fundamentalkurven 2. Art. 


Wir wollen nun die Grenzlage des Bildelementes untersuchen, wenn sich 
das Urbild nicht mehr langs eines Kurvenzweiges, sondern quer zur eigenen 
Richtung dem Element z = 2, y = z = 0 nahert. Verschwindet bei dieser 


Annaherung ¥ ebenfalls, so kénnen wir eine der Reiheneritwicklungen heran- 


ziehen, die wir schon in § 7 und § 8 benutzt haben, und erhalten nur Bild- 
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elemente, die wir schon kennen. Den Fall, daB ¥ unendlich wird, kénnen wir 
durch eine projektive Transformation der Ebene e auf die anderen Fille 
zuriickfiihren. Wir nehmen jetzt an, z bleibe fiir y—-0, z—0 endlich und 
von Null verschieden. Wir fiihren durch 


=z 
(20) y=y 
z2=C-y 
neue Veranderliche ein. Die Differentialgleichung (2) rechnet sich dann um zu 
rn" X,Y¥,—Y¥,X, + n0(X,Y,—Y,X,) = 9. 


Wir wollen uns nun eine merkwiirdige Beziehung zwischen einer Fundamen- 
talkurve 1. Art und ihrem letzten Bild naher ansehen. Dazu setzen wir (20) 
in die letzte Reihe (10) ein: 


=_ r+ 8 
(21) ae 
Y = > as eS. 


Wegen (12’) oder (12’’) ist der Exponent r + s von y in keinem Gliede negativ, 
und die Reihen (21) konvergieren fiir hinreichend kleine Werte von y und 
geeignete ©. 

Ist nun die Verschiebung s von Null verschieden, so beginnt die Reihe (15) 
fiir Y mit B,_,¢ u¥~*, also die Reihe (10) mit 6, _,, y'~*=z*, und schlieBlich 
die Reihe (21) mit b,_,, 70. 

Setzen wir nun die Reihen (21) fiir X und Y in (2’’’) ein, so wird der von y 
unabhangige, von z und f im allgemeinen sehr wohl abhangige Faktor von 7, 
in Y, X, jedenfalls nicht identisch fir alle x verschwinden. Damit dieses 
Glied aber nicht das einzige dieser Eigenschaft bleibe, mu8 X, fiir = 0 von 
Null verschieden bleiben. 

Das hei®t nun, daB die Grenzlage X des Bildelementes von Y = 0 von € 
abhingt. Durch verschiedene Arten der Annaherung quer zur eigenen Rich- 
tung an ein Element von y = 0 (namlich durch geeignete Wahl von C) kinnen 
wir das Bild auf verschiedene Elemente von Y = 0 hinlenken. Eine Funda- 
mentalkurve 1. Art und ihr letztes Bild stellen also stets dann, wenn die Ver- 
schiebung nicht Null ist, ein Paar entsprechender Fundamentalkurven 2. Art dar. 

Ist die Verschiebung Null, so bedarf es weiterer Unterscheidungen. 


(Eingegangen am 6. November 1946.) 
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Franz WEVER: 


Sie gestattet die Berechnung der Anzahl y,, aller linear unabhangigen Formen 
der Dimension m iiberhaupt. Die Formel von Branprt geht in diese Gestalt 
iiber, wenn a, =--+ =a, =1 gesetzt wird und gibt damit den Grad der 
Darstellung von GL(k) in A,, an. 


Ill. Irreduzible Darstellungsmoduin und Invarianten. 


§ 6. Mit den bisher gewonnenen Ergebnissen ist es nun méglich, in einem 
freien Ligschen Ring A mit den k Erzeugenden E,7, ... die Anzahl der In- 
varianten bei einer vorgegebenen Dimension zu berechnen. 

Zunachst ist zu bemerken, daB die Dimension einer Invariante nicht be- 
liebig sein kann, sic mu8 die Zahl der Erzeugenden als Teiler enthalten. Fiir 
zwei Erzeugende sind die einzigen Invarianten der Dimensionen 2 und 6 


(En) (ew) (Enda)). 


Fiir die Dimension 4 gibt es keine Invariante. Da das Produkt zweier Invarian- 
ten wieder eine Invariante ist und nach Macnus nicht identisch Null sein 
kann, wenn die Dimension der Faktoren verschieden ist, gilt der 

Satz 4: 


In einem Lieschen Ring mit zwei Erzeugenden gibt es zu jeder geraden Dimen- 
sion m += 4 wenigstens eine Invariante. 

Im Falle von drei und mehr Erzeugenden ergibt sich mit elementaren 
Mitteln nur der 
Satz 5: 

In einem Lieschen Ring mit k > 3 Erzeugenden gibt es keine Invarianten 
der Dimension m = k. 


Der Beweis beruht auf dem Hilfssatz 2. Eine Form, die jede Erzeugende 
genau einmal enthalt und gegeniiber allen Substitutionen dieser Erzeugenden 
invariant ist, muB schon allen Permutationen ihrer Erzeugenden gegeniiber 
invariant sein; dann ist sie aber identisch Null. 

Spe? cil bei drei Erzeugenden gibt es auch noch keine Invariante der Di- 
mensi n 6, dagegen bereits vier der Dimension 9. Es kann nicht ohne weiteres 
gesagt werden, fiir welche Dimensionen es weiterhin Invarianten geben kann 
oder muB. 

§ 7. Ist die Anzahl der Invarianten einer gegebenen Dimension m im Lik- 
schen Ring A zu bestimmen, so muB die Darstellung der GL(k) im Modul A,, 
naher untersucht werden. Das Mittel hierzu liefert eine Arbeit von Scuvr [7], 
der die Charaktere aller rationalen Darstellungen der allgemeinen linearen 
Gruppe berechnet hat. Das allgemeine Element dieser Gruppe sei wieder die- 
selbe Matrix wie in § 4: 
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Die zweite Theorie méchte ich Oe nennen, weil der Theaitetos des platoni- 
schen Dialoges, an seinen Lehrer Theodoros ankniipfend, die Grundbegriffe 
dieser Theorie erértert und einen Lehrsatz aus ihr formuliert. Eine vollstan- 
digere Darstellung dieser Theorie Oe finden wir im Anfang des X. Buches. 
Sie arbeitet nicht mit dem Begriff des geometrischen Mittels, sondern mit der 
Quadrierung von Strecken und mit den Hilfsmitteln der geometrischen Algebra, 
die auch sonst im X. Buche dauernd verwendet werden. Sie benutzt nicht die 
Satze des Buches VIII iiber geometrische Reihen von Zahlen, sondern sie 


greift direkt auf die grundlegenden Satze iiber teilerfremde Zahlen des Alteren 
Buches VII zuriick. 


Das Hauptergebnis der Theorie Oc ist mit dem der Theorie Ap identisch; 
es kann etwa so formuliert werden: Zwei quadriert rationale Strecken a und b 
sind nur dann kommensurabel, wenn die teilerfremden Zahlen M und N, die das 
Verhdltnis der Quadratflachen a*:b® in kleinsten Termen ausdriicken, Quadrat- 
zahlen sind. Entsprechendes gilt von zwei Strecken a und b, deren Kuben 
kommensurabel sind. Reduziert man das Verhaltnis ihrer Rauminhalte auf 
kleinste Terme M:N, so miissen M und N Kubikzahlen sein, damit die Strek- 
ken a und 6 selbst kommensurabel sind. 


Die Beweise beruhten in der Theorie @e auf einer vor-Eudoxischen Pro- 
portionenlehre. Da Euklid (oder dessen Vorlage) die Darstellung auf der 
Eudoxischen Proportionenlehre aufbauen wollte, konnte er diese Beweise nicht 
gebrauchen und ersetzte sie durch andere, nicht ganz einwandfreie, die der 
Theorie Ap entlehnt waren. 


Im folgenden sollen zunachst die Gedankengange der Theorien Ap und Oc 
dargestellt werden. Sodann kommen wir auf die Frage der Urheberschaft. 
Die Theorie Ap ist, wie schon erwihnt, pythagoreisch: sie stammt von Archy- 
tas oder aus dessen Umgebung. Die Theorie Oc wird von Platon dem Theai- 
tetos in den Mund gelegt, und es gibt gute Griinde dafiir, daB er seinen Helden 
nicht mit fremden Federn schmiicken wollte. Sie hangt auch methodisch und 
inhaltlich aufs engste mit der Theorie der héheren Irrationalitaten Mediale, 
Apotome und Binominale zusammen, die Eudemos selbst dem Theaitetos zu- 
schreibt. 


Die Geschichte der ,,Wechselwegnahme“, die in der Theorie Oc zur Defini- 
tion der Proportion benutzt wurde, l4B8t sich von ihren ersten Anfangen in der 
pythagoreischen Zahlentheorie (Buch VII Euklids) iiber das Irrationalitats- 
kriterium X 2 bis zur Proportionenlehre verfolgea. Wir zeigen, cine Idee von 
ZEUTHEN weiter entwickelnd, daB Theodoros von Kyrene héchstwahrschein- 
lich dieses Kriterium X 2 zum Nachweis der NichtmeBbarkeit der Quadrat- 
seiten, welche Flachen von 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15 oder 17 Fliachen- 
einheiten erzeugen, benutzt hat. 
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$1. Die Theorie Ag. 


Ob zwischen zwei Zahlen M und N eine oder mehrere mittlere Proportionale 
mdéglich sind, hangt nach VIII 8 nur von dem Verhaltnis 7: N ab; man kann 
sich also auf den Fall beschranken, daB M und N teilerfremd sind.- Nach 
VIII 9 gibt es zwischen zwei teilerfremden Zahlen M und N eine oder mehrere 
mittlere Proportionale nur dann, wenn zwischen 1 und VW und auch zwischen 
1 und N ebensoviele mittlere Proportionale méglich sind. Im Fall einer mitt- 
leren Proportionalen miissen demnach M und N Quadratzahlen, im Fall von 
zwei mittleren Proportionalen Kubikzahlen sein, und das geniigt auch (VIII 11 
und 12). Sind WM und N nicht teilerfremd, so miissen sie 4hnliche Rechteck- 
zahlen bzw. ahnliche Kérperzahlen sein, damit zwischen ihnen eine bzw. zwei 
mittlere Proportionale existieren (VIII 18-21). 

Die Pythagoreer, die diese zahlentheoretischen Sitze aufstellten, wandten 
sie nun an auf die Musiktheorie, auf die Geometrie, auf die Kosmologie und 
iiberhaupt auf alle Bereiche des Seienden, wo immer sie Abbilder der Zahlen 
erblickten. Die musiktheoretische Anwendung haben wir in Teil I besprochen. 
Die um Archytas waren aber auch Geometer. Es liegt daher auf der Hand, daB 
sie sich auch iiberlegt haben, was herauskommt, wenn man die Zahlen M 
und N durch Strecken a und ¢ geometrisch darstellt. Da zeigt sich nun etwas 
ganz Merkwiirdiges und Aufregendes: Wahrend zwischen zwei undhnlichen 
Zahlen M und N keine mittlere Proportionale méglich ist, existiert zwisehen 
den Strecken a und c stets eine mittlere Proportionale: das ,,geometrische 
Mittel“ b, das den Pythagoreern durchaus gelaufig war. Diese Strecke 6 nun 
148t sich ersichtlich nicht durch eine Zahl darstellen, sie ist zu a inkommen- 
surabel. Denn gesetzt, b wire wie c zu a kommensurabel, dann wiirden die 
Strecken a, b, c sich wie Zahlen A, B, C verhalten: a:b:c = A: B:C, und die 
Zahl B ware die mittlere Proportionale zwischen A und C. Aber nach den 
anfangs angefiihrten Satzen ist zwischen den Zahlen A und C, die sich wie 
M zu N verhalten (A:C = a:c = M:N) keine mittlere Proportionale méglich. 

DaB die Pythagoreer Uberlegungen dieser Art wirklich angestellt haben, ist 
nicht nur von vornherein wahrscheinlich, sondern auch die Zeugnisse bestati- 
gen es. So heiBt es in der Epinomis, nachdem von den zahlentheoretischen 
Kigenschaften von geometrischen Reihen wie 1, 2, 4, 8 die Rede war: Die 
Geometrie aber lehrt, nicht ahnliche Zahlen doch dhnlich zu machen?). Das 
bedeutet: Wenn auch die Zahlen M und N nicht dhnlich sind, so existiert 
zwischen den sie darstellenden Strecken a und c doch eine mittlere Proportio- 
nale, und die Geometrie lehrt uns, sie zu konstruieren. Die Epinomis kommt 
dann auf die ,.neue Kunst‘ der Stereometrie und fahrt fort: ,,Diese neue 


*) Plato, Epinomis. Siehe dazu Toeptitz, 0.: Quellen u. Studien Gesch. Math. 
lb 2, S. 338, sowie Becker, O.: ebenda B4, S. 191. 
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Kunst lehrt uns, solche Zahlen, die im raumlichen Sinne nicht ahnlich sind, 
doch ahnlich zu machen.“ Offenbar wird hier angespielt auf das beriihmte 
Problem der Wiirfelverdopplung. Eine bekannte Konstruktion des Archytas 
lehrt, in jedem gegebenen Streckenverhaltnis a@:d zwei ahnliche Wiirfel zu 
konstruieren, oder, was damit dquivalent ist, zwischen zwei gegebenen Strek- 
ken a und d zwei mittlere Proportionale zu konstruieren*). Die einzelnen 
Beweisschritte des oben skizzierten Irrationalitatsbeweises und ihr Zusammen- 
hang waren also den Pythagoreern und ihren Freunden in der Platonischen 
Akademie ganz gelaufig, sowohl fiir eine als fiir zwei mittlere Proportionale. 

Die beiden allgemeinen Satze, die man mit dieser Methode beweisen kann, 
lauten: 

1. Konstruiert man zu zwei Strecken a und c, deren Verhaltnis in kleinsten 
Termen durch zwei Zahlen M und N ausgedrijckt wird, die nicht beide Quadrat- 
zahlen sind, eine mittlere Proportionale 6, so ist 6 zu a inkommensurabel. 

2. Konstruiert man zu zwei Strecken a und d, deren Verhiltnis in kleinsten 
Termen durch zwei Zahlen M und N ausgedriickt wird, die nicht beide Kubik- 
zahlen sind, zwei mittlere Proportionale 5 und c, so sind diese zu a inkommen- 
surabel. 

Eine weitere Spur dieser Uberlegungen finden wir bei Euklid im Beweis 
von X 9. Hier handelt es sich darum, zu beweisen, daB zwei Quadratflachen 
a? und 5* sich wie Quadratzahlen zueinander verhalten, wenn ihre Seiten 
a und 6 kommensurabel sind, also ein Verhaltnis haben wie eine Zahl zu einer 
Zahl: a:b = A: B. Dazu wird zunachst unter Berufung auf VI, 20 bemerkt, 
da8 das Verhialtnis der Quadrate a*: b® das ,,verdoppelte Verhaltnis“ (a: 5)? 
ist, sodann unter Berufung auf VIII 11 (,,zwischen zwei Quadratzahlen gibt 
es eine mittlere Proportionalzahl, und die Quadratzahl steht zur Quadratzahl 
zweimal im Verhaltnis wie die Seite zur Seite“), daB auch A?: B® = (A: B)? 
ist, woraus dann die Behauptung a*: b? = A*: B? folgt. 

Auch im Beweis von X 10 werden dhnliche ebene Zahlen und mittlere Pro- 
portionale zur Konstruktion von inkommensurablen Strecken benutzt. Beide 
Beweise passen, wie auch He1serG und Heatu bemerkt haben, sprachlich und 
sachlich schlecht in das X. Buch hinein: in der Tat werden wir in §2 nachweisen, 
daB sie einen spateren Zusatz darstellen. Aus der Wendung éua8ouev yap: ,,wit 
haben namlich gelernt“* im Beweis von X 10, die sonst nur in der Sectio ca- 
nonis vorkommt, kénnte man vermuten, daB der Urheber dieses Beweises 
mit einem der Bearbeiter der Sectio identisch ist. Jedenfalls gehért er zu 
denen, die die pythagoreischen Eehren iiber ahnliche Zahlen und geometrische 
Mitte! gelehrt und angewandt haben. In der Platonischen Akademie galten 
diese Lehren sehr viel, wie die Anspielungen auf sie im Timaios und in der 


8) £udemos bei Eutokios, oder Diets: Fragmente der Vorsokratiker, Archytas A 14. 
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Epinomis beweisen. Sie gehérten offenbar zu den regeimaBigen Lerngegen- 
standen fiir die Adepten der Akademie, wie denn auch in der Epinomis verlangt 
wird, daB die Hiiter des Staates sich diese Mathemata areignen sollen. 

Es ist klar, daB der Urheber der Theorie Ap in dem Kreis um Archytas 
zu suchen ist. Archytas ist ja auch an der Musiktheorie der Sectio canonis 
und an der Arithmetik des Buches VIII stark beteiligt; er het die Lehre von 
den drei Mitteln dargestellt und auf die Musiktheorie angewandt; er hat in 
seiner ,,Wiirfelverdopplung* die Konstruktion von zwei mittleren Proportio- 
nalen behandelt und dabei die Konstruktion einer mittleren Proportionalen 
zweimal angewandt; er hat schlieBlich die Nichtexistenz einer mittleren Pro- 
portionalen zwischen zwei Zahlen im iiberteiligen Verhaltnis (2 + 1): n be- 
wiesen*). Die ganze Theorie Ap verlauft somit in den Gedankengangen des 
Archytas. In der Epinomis wird der Grundgedanke dieser Thecrie geradezu 
in den Zusammenhang der Lehren des Archytas hineingestellt. 

Ob Archytas selbst oder einer der Pythagoreer seines Freundeskreises die 
Theorie Ap ausgearbeitet hat, ist. historisch gleichgiiltig; ich halte es aber 
fiir das Wahrscheinlichste, da er es selbst war. 


Bevor wir die Theorie Ap verlassen, mége noch eine Bemerkung iiber den 
allgemeinen Charakter dieser Art Mathematik Platz finden. 

Wenn in Platonischen Schriften von dhnlichen Zahlen und verwandten 
Gegenstiinden die Rede ist, so fallt einem jeden der feierliche Ton der Dar- 
stellung auf. In de* Epinomis werden alle diese Lehren immerfort ,,géttlich“ 
und ,,wunderbar“ genannt. Statt niichterner, klarer Formulierungen héren wir 
dunkle Andeutungen in einer erhabenen Sprache. Es ist so, als ob man diese 
Lehren nicht einfach lernt, sondern in sie eingeweiht wird und durch diese Ein- 
weihung sich dem Géttlichen nahert. Jedes Wort hat nicht nur seine exakt- 
mathematische, sondern daneben auch noch eine metaphysische Bedeutung. 
k:benso ist es im Timaios, wo das arithmetische und das harmonische Mittel 
zur Konstruktion der Seelentonleiter verwandt werden und der Satz iiber die 
Existenz von zwei mittleren Proportionalen zwischen zwei Kubikzahlen zur 
Begriindung dient, warum der Schépfer zwischen Erde und Feuer zwei wei- 
tere Elemente.einschaltete. Hier befinden wir uns nicht in der Sphare des 
niichtern unterscheidenden Verstandes, sondern bewegen uns in halbdunklen 
Ahnungen, wie wohl der Schépfer aus Zahlen die Dinge erschuf. 

Dieser metaphysische Einschlag ist unzweifelhaft pythagoreisch. Denn nach 
Aristoteles folgte Platons Spekulation in den meisten Stiicken den Pythago- 
reern. Auch sie lehrten schon, daB das Seiende durch Nachahmung der Zahlen 
sei, und die Prinzipien der Zahlen waren ihnen die Prinzipien aller Dinge. 








4) Siehe den ersten Teil dieser Arbeit, sowie meinen Aufsatz iiber die Musiktheorie 
i Perties 7&8 (1945). 
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Nicht umsonst leiht Plato im Timaios einem Pythagoreer das Wort! Auch 
der Begriff der Einweihung war pythagoreisch (vgl. die Fragmente des Empe- 
dokles), und durch Kenntnis der mystischen Eigenschaften der Zahlen hofften 
schon die altesten Pythagoreer dem Kreislauf der Wiedergeburten zu entgehen 
und mit dem Gdttlichen eins zu werden. 

Eines der Wesensmerkmale dieser Art des Denkens ist, dab zwischen Ver- 
schiedenem nicht klar unterschieden wird. Man sagt 3 und meint die Gerechtig- 
keit, oder man sagt éxéySwv (d.h. 9:8) und meint das Ganztonintervall. 
Die ersten drei Lehrsatze in der Sectio canonis sind rein zahlentheoretisch, 
aber in der Formulierung ist nicht von Zahlenverhaltnissen, sondern von Inter- 
vallen die Rede. Fiir die Pythagoreer ,,sind‘‘ die Intervalle ja Zahlenverhalt- 
nisse, ebenso wie die Gerechtigkeit die Zahl 3 ,, ist“. 

Dieser Mange] an klarer Unterscheidung fiihrt ganz von selbst auch innerhalb 
der Mathematik zu Unklarheiten und Trugschliissen. So liegt, wie auch 
REIDEMEISTER ausgefiihrt hat, in dem Begriff der ahnlichen Zahlen eine Un- 
klarheit, die zu einem Fehlschlu8 gefiihrt hat (vgl. Teil I dieser Arbeit). In der 
Musiktheorie der Sectio canonis steckt, wie wir gesehen haben, ein ganz wesent- 
licher Trugschlu8, der auf der Nichtunterscheidung einer Aussage von ihrer 
Umkehrung beruht. 

So sehen wir, daB die Theorie Ap, die Zahlentheorie des Buches VIII und 
die ihr verwandte Musiktheorie der Sectio in derselben Sphare mystischen 
Halbdunkels erwachsen sind, in der auch die pythagoreische Metaphysik zu 
Hause ist. In der urspriinglichen pythagoreischen Lehre war dieser Charakter 
sicherlich noch ausgepragter als in der mehrfach iiberarbeiteten Darstellung 
Euklids. 

Plato aber ist nicht nur in diesen dunklen Ahnungen zu Hause: er kennt 
auch die andere Sphare des klaren, durchdringenden Verstandes. In den 
Meisterdialogen Theaitetos und Sophistes fiihrt er uns in diese Sphare ein: 
Wir sehen den an der Mathematik geschulten Verstand am Werk, wie er im 
dialektischen Verfahren die Schleier des Truges und der Scheinwahrheit zer- 
reiBt, damit die ahnende Seele die Wahrheit erblicken kann. Folgen wir ihm 
in die Sphare des Lichtes und der Klarheit! 


§ 2. Die Theorie Oe. 


Welche mathematische Theorie trigt der Jiingling Theaitetos im gleich- 
namigen Platonischen Dialog als Ergebnis seiner eigenen, gemeinsam mit dem 
jungen Sokrates angestellten Uberlegungen vor ? 

Wie er berichtet, hatte Theodoros von Kyrene gezeigt, dal die Seiten der 
Quadrate von 3, 5, ..., 17 Quadratfu8 Flacheninhalt der Lange nach nicht 
kommensurabel sind mit der Einheitsstrecke von einem Fu8. Die jungen 
Leute hatten sich nun, da es doch unendlich viele solche Quadratseiten gibt, 
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iiberlegt, ob man sie nicht alle unter einem allgemeinen Begriff zusammen- 
fassen kénnte. Das Ergebnis dieser Uberlegung wird in den folgenden Satzen 





mitgeteilt : 


(147E) OEAI. Tov dprOpdv ravra 
diya dedcBouev’ tov péev Suvawevov 
toov loaxts yiyvecdar tH tetpxyave 
7) oytua areixdoavtes tetpdywvdv 
te xal lodmAcvpov mpocetrouev. 


(148A) OEAT. “Oca pév ypappat 
tov ladrAcupov xal éxiredov dprdpov 
tetpaywviTouer, pyxo¢ apisdueda, 
boar 32 tov Etepoutxy, Suvauers, a> 
wyxer ev od} cuupétoouc exetvate, 
tots 8 émumédorc & Sivavrar. Kal 


Theait.: Alle Zahlen teilten wir in 
zwei Arten. Die Produkte aus zwei 
gleichen Faktoren nannten wir, sie mit 
der Quadratfigur vergleichend, qua- 
dratisch oder auch gleichseitig.... 


Theait.: Solche Strecken, die beim 
Quadrieren eine gleichseitige ebene Zahl 
hervorbringen, bestimmten wir als 
Lange (uijx0<¢); solche dagegen die eine 
ungleichseitige Zahl hervorbringen, 
nannten wir Quadratseiten (Suvauerc), 


mepl Ta oteped KAAa ToLodrTov. als der Lange nach nicht mit jenen 
kommensurabel (p%xer 0} obupetpos), 
wohl aber der Flaichen nach, die sie 
erzeugen. Und ebenso bei den Raum- 
inhalten. 

Sokr.: 


Knaben! 


Ganz ausgezeichnet, ihr 


Um die Uberlegungen des Theaitetos richtig zu wiirdigen, ist es unbedingt 
nétig, jeden Gedanken an irrationale Zahlen auszuschlieBen. Aus diesem 
Grunde bezeichnen wir die Quadratseiten diesmal nicht mit 71, Y2, --., 
sondern mit #,, #2, .... Es sei also w,, die Seite des Quadrates mit Flachen- 
inhalt pg. Dann hei®t der Satz, den Theaitetos im letzten Absatz ausspricht: 

Satz Q. Ist n keine Quadratzahl, so ist w,, zu w, linear inkommensurabel. 

Da nun Theaitetos selbst iiber seine Leistung durchaus zufrieden war und 
der Geometer Theodoros ebenso, so miissen wir annehmen, daB er diesen Lehr- 
satz nicht nur aufgestellt, sondern auch bewiesen hat. 

Der Beweis zerfallt notwendigerweise in einen geometrischen und einen 
arithmetischen Teil. Zundchst hat man zu zeigen: Wenn die Quadratseite w,, 
zu #, kommensurabel ist, so verhalten sich die Quadratflachen wie zwei 
Quadratzahlen p*: g*, also ist dann p* = n - g*. Der arithmetische Teil besteht 
dann in dem Nachweis, daB p? = n - g? nur méglich ist, wenn n eine Quadrat- 
zahl ist. 


ZEUTHEN hat die eigentliche Leistung des Theaitetos in dem arithmetischen 
Nachweis erblicken wollen. Mir scheint aber der geometrische Teil genau so 
wichtig, und das Wichtigste die logische Klarung des ganzen Sachverhaltes: 
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die Aufstellung der grundlegenden Begriffe wie linear kommensurabel und 
quadriert kommensurabel, auf die auch Plato ersichtlich den gréSten Wert 
legt, die Formulierung des Hauptsatzes und die Zerlegung des Beweises in 
einen arithmetischen und einen geometrischen Teil. 


Der arithmetische Nachweis, daB p? = n- q* nur méglich ist, wenn n eine 
Quadratzahl ist, kann nach Retpemetster®) auf Grund der Sitze des Buches 
VIII der Elemente gefiihrt werden. Es scheint mir aber wichtig, da8 die Be- 
hauptung auch unmittelbar aus dem Alteren Buch VII gefolgert werden kann. 
Ist namlich p? = n - g*, so ist p* durch g? teilbar. Nun kann. man p und g als 
teilerfremd annehmen, da man ja sonst in der Gleichung p? = ng? die gemein-— 
samen Faktoren gegenseitig wegkiirzen kénnte. Dann ist nach VII 27 auch 
p® zu q? teilerfremd, und da p* durch g? teilbar war, so muB g* = 1, also n = p*® 
sein. 

Der geometrische Satz, den Theaitetos, wie wir sahen, zu seinem Beweis 
notwendig brauchte, heiBt: Wenn die Seiten zweier Quadrate kommensurabel 
sind, so haben die Quadratfldchen ein Verhdltnis wie eine Quadratzahl zu einer 
Quadratzahl. 

Genau diese Aussage und ihre Umkehrung bilden aber den Inhalt des Satzes 
Euklid X 9, und in der Tat schreibt ein Scholion zu Euklid diesen Sat. dem 
Theaitetos zu. Man hat das Scholion fiir verdichtig gehalten, weil es aus der 
betreffenden Stelle des Dialoges Theaitetos entstanden sein kénnte. Ich glaube 
das nicht; denn solche Scholien beruhen meistens auf Uberlieferung, nicht auf 
verzwickten Schliissen aus platonischen Dialogen; aber selbst wenn es so wire, 
so wiirde die Zuschreibung des Satzes an Theaitetos zu Recht bestehen. Der 
Scholiast hatte dann eben denselben SchluB aus dem Dialog gezogen wie wir. 


Jedoch wollen wir die Personenfrage zundchst auBer Betracht lassen. Wich- 
tiger ist die gewonnene Erkenntnis, da8 der Satz X 9 in den Zusammenhang 
der im Dialog entwickelten Theorie Oc hineingehdrt. 


Als weitere Bestatigung des Zusammenhanges zwischen dem Dialog und dem 
Anfang des X. Buches betrachte ich die Tatsache, daB die Begriffe ,,linear 
kommensurabel (uyxet obuetpoc) und ,,quadriert kommensurabel“ (duvayce 
avuuetpoc) in beiden mit fast gleichen Bezeichnungen vorkommen und fiir 
beide grundlegend sind. 

Der Theaitetos des Dialoges deutet an, daB analoge Begriffe und Siitze sich 
fir Raumkérper entwickeln lassen. Der zu X 9 analoge Satz fiir Raumkérper 
wirde heiBen: 

Satz R. Wenn die Seiten zweier Wiirfel kommensurabel sind, so haben die 
Rauminhalte ein Verhdltnis wie eine Kubikzahl zu einer Kubikzahl. 


5) Reipemessten, K.: Die Arithmetik der Griechen, 5. 27, Leipzig 1940. 
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X 9 und Satz R bilden das zweite und dritte Glied einer Reihe von Satzen, 
deren erstes Glied besagen wiirde, da8 kommensurable Strecken ein Verhaltnis 
haben wie eine Zahl zu einer Zahl. Diesen Satz nun finden wir, etwas allgemei- 
ner formuliert, bei Euklid wieder als 

X 5. Kommensurable GréBen haben zueinander ein Verhdltnis wie eine Zahl 
zu einer Zahl. 


Die Umkehrung bietet X 6. 


Wie man sieht, fiigen sich die Mosaiksteine aus dem ,,Theaitetos“ und 
Euklid X sehr schén zu einer Theorie der Rhetai (so heiBen bei Euklid die Strek- 
ken, deren Quadrate rational sind) zusammen. 


DaB es eine solche Theorie als selbstandiges Ganzes einmal gegeben haben 
mu8, dafiir spricht auch die Terminologie Euklids. Rhetos hei8t namlich 
aussprechbar: die Rhetai kénnen benannt werden durch Angabe der Flachen- 
inhalte der von ihnen erzeugten Quadrate. Alle iibrigen Strecken heiBen bei 
Euklid doyoc, irrational. Im weiteren Verlauf des X. Buches werden aber 
auBer den Rhetai noch weitere Strecken ,,benannt“ und somit aussprechbar 
gemacht: so die Binomiale, ,,die mit zwei Namen“, die Summe zweier Rhetai. 
Der Wortgebrauch: éytd¢ - GAoyoo muB, so meinte Herr RetpemeisteR, wohl 
aus einer Zeit stammen, da man nur die Rhetai zu benennen und behandeln 
gelernt hatte. 


Die grundlegenden Begriffe ,,linear kommensurabel“ und ,,quadriert kom- 
mensurabel beziehen sich auf Streckenpaare, nicht auf einzelne Strecken. 
Im Dialog wie im X. Buch wird weiter eine Lingeneinheit ‘ausgezeichnet: im 
X. Buch heiBt sie ,,die Rationale“ (4 yh), im Dialog popular ,,die von einem 
Fu8“‘. Strecken, die mit der Langeneinheit linear oder nur quadriert kommen- 
surabel sind, heiBen bei Euklid alle zusammen Rhetai, wahrend sie bzi Platon 
in pyxoc und dbvaytc unterschieden werden. Diese leicht mifSverstandlichen 
Ausdriicke kommen bei Euklid nicht vor, aber ihre Verwandtschaft mit den 
grundlegenden Bezeichnungen pyxer obpyetpoc und duvayer cbupetpoc liegt 
auf der Hand. In der folgenden Ubersichtstafel sind die Grundbegriffe der 
Theorie Gc mit ihren Platonischen und Euklidischen Bezeichnungen noch 
einmal zusammengestellt. 


Auch hier zeigt sich wieder, wie eng der Dialog und der Anfang des X. Bu- 
ches zusammengehoren. Beiden ist das Grundprinzip gemeinsam: Nicht direkt 
meBbare Strecken werden benannt und untersucht durch Bildung der Quadrate, 
die sie erzeugen. Dieses Grundprinzip zieht sich iibrigens durch das ganze 
Buch X: es bildet den roten Faden, an dem man sich am leichtesten durch 
das Gewirr dieser schwierigen Untersuchungen hindurchfindet. 


Durch diese Beweismethode, nicht durch die Ergebnisse, unterscheidet sich 





die Theorie Oc von der friiher besprochenen Theorie Ap. In Ap ist die Exi- 
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stenz oder Nichtexistenz eines geometrischen Mittels das entscheidende Be- 
weismittel, in @e dagegen ist nie vom geometrischen Mittel die Rede, sondern 
die Eigenschaften der Strecken werden durch die iiber sie errichteten Quadrate 
bewiesen. 








Platon Euklid 
kommensurabel OUpLETPOS TUppeTpOG 
linear kommensurabel phxet cdupetpoc pyxer obupetpoc 
quadriert kommensurabel +  umschrieben Suvdyer obupetpos 
inkommensurabel od} abupetpos dobupetpos 
Die Langeneinheit 4 rodtata n bath 
meBbar (i. B. a. die Langeneinheit) TKS 
nur quadriert meBbar Sivas 
rational (= quadriert meBbar) éytés 
irrational (= nicht quadriert meB- SAoyOG 

bar) 








Natiirlich wuBten die Urheber beider Theorien ganz genau, daB eine. Uber- 
setzung von der einen Sprache in die andere jederzeit mdglich ist. Statt daB 
man das Rechteck ac in ein flachengleiches Quadrat 5* verwandelt oder um- 
gekehrt, wie das im X. Buch dauernd geschieht, kann man auch } als geometri- 
sches Mittel zwischen a und ¢ bestimmen, daher auch im X. Buch eine solche 
Quadratseite 6, wenn a und c Rhetai sind, als ,,Mediale“ (uéon) bezeichnet 
wird ; aber nichtsdestoweniger verlaufen die Gedankenginge in der Theorie Oc 
ganz anders als in Ap. Der Lehrsatz X 9 z.B., der zentrale Satz der Theorie Oe, 
spielt in Ap iiberhaupt keine Rolle..Wohl kann man ihn natiirlich, wenn man 
will, mit den Hilfsmitteln der Theorie Ap beweisen, und einen solchen Beweis 
bringt auch der Euklidtext, aber dieser Beweis ist eine spaitere Zutat. 

Um das zu zeigen und den Bestand der Theorie @e genauer zu bestimmen, 
miissen wir zundchst etwas naher auf die Struktur des X. Buches eingehen. 

Die Satze X 29-35 bilden die Grundlage der Konstruktion der 12 Irratio- 
nalitaten, deren Eigenschaften in den darauffolgenden X 36-111 untersucht 
werden. X 29-111 bilden also ein Ganzes, das ich den ,,Hauptteil des Buches X 
nennen will. 

X 27-28b mégen als unecht oder zumindest verdachtig auBer Betracht 
bleiben. . 

X 21-26: Lehre von den Medialen. Der straffe Stil und die Beweismethoden 
sind dieselben wie im Hauptteil. Die medialen Flachen bilden iiberdies ein 
unentbehrliches Hilfsmittel bei den Untersuchungen des Hauptteiles. Auch 
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gehéren die medialen Strecken nicht zu den Rhetai; also gehéren X 21-26 
zum Hauptteil. 

X 19-20 handeln zwar von rationalen Strecken und Rechtecken, sind aber 
in Formulierung und Beweis vollkommen analog zu ihren logischen Komple- 
menten X 21-22. Also gehéren auch sie zum Hauptteil. 

X 17-18 enthalten die Bedingungen dafiir, daB die Wurzeln einer elliptischen 
Gleichung z* + 6* = az zueinander und zu a kommensurabel sind. Diese 
beiden Satze sind offensichtlich dazu geschaffen, um im Hauptteil an ent- 
scheidender Stelle (X 54 ff.) angewandt zu werden. Waren sie urspriinglich 
Selbstzweck gewesen, warum dann die Beschrankung auf die elliptische 
Flachenanpassung ? 

X 15-16 sind Hilfssaitze fiir die Irrationalitatsbeweise, insbesondere der 
Binomiale und Apotome. 

X 14 hat nur Sinn als Hilfssatz zu X 103-107. 

An dem straffen logischen Gefiige von X14-111 ist demnach nicht zu riitteln. 
Es bleiben nun folgende Stiicke iibrig: 

X 1-4: Wechselwegnahme und kleinstes gem. Mab; 

X 5-6: Kommensurable GréBen verhalten sich wie Zahlen und umgekehst ; 

X 9: Quadrate iiber kommensurable Strecken verhalten sich wie Quadrat- 
zahlen und umgekehrt; 

X 10: Existenzbeweis inkommensurabler und quadriert inkommensurabler 
Strecken; 

X 11-13: Drei Satzchen iiber kommensurable und inkommensurable GréBen, 
einfache Folgerungen aus X 5-6. 

Dies ware also die Lehre von den Rhetai, soweit sie sich bei Euklid erhalten 
hat. Dazu kommt noch Satz Q aus dem Dialog, sowie Satz R, auf den im 
Dialog ganz kurz hingewiesen wird. X 5-6, X 9 und R sind drei sich entspre- 
chende Satze fiir die Gerade, die Ebene und den Raum, und Q ist eine hiibsche 
Anwendung von X 9, gleichzeitig ein Existenzbeweis fiir nur quadriert ratio- 
nale Strecken. 

Leider ist das eben herauspraparierte Anfangsstiick des X. Buches durch- 
aus keine Einheit: es zerbréckelt in den Handen. Denn: 

X 1-4 haben keine Beziehung zum folgenden; 

X 10 war schon Heiserc und Heat# als unecht verdachtig. Im Beweis wird 
X 11 benutzt. Nach Retpemeister deutet das auf eine nicht ganz gegliickte 
Zusammenstiickelung aus 4lterem Gut. Genauer kiénnen wir sagen: Die fal- 
sche Reihenfolge von X 10 und X 11 deutet darauf hin, daB entweder X 10 
und X 11 aus verschiedenen Quellen stammen und bei der Zusammenstellung 
falsch angeordnet sind, oder da8 der Beweis von X 10 von einem spateren 
Redaktor neu gefaBt und dabei verdorben worden ist. In beiden Fallen folgt, 
da8 der Beweis von X 10 aus anderer Quelle stammt als X 11-13. 
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Aber auch der Beweis von X 9 ist unzureichend, denn es wird aus der 
Gleichheit der verdoppelten Verhaltnisse (a:b)? = (A : B)? auf die Gleichheit 
der urspriinglichen Verhaltnisse a:b = A: B geschlossen. ein SchluB. der fiir 
den Musiktheoretiker, der die Verhaltnisse als Intervalle zu deuten gewohnt 
ist, nahe liegt, nicht aber fiir den Geometer. 

Die mangelhafte Logik des Beweises von X 9 ist zu der von X 10 ahnlich. 
In beiden Beweisen werden ahnliche Zahlen und geometrische Mittel benutzt, 
Beweismittel, die dem X. Buche sonst fremd sind. Beide weisen auf dic pytha- 
goreische Musiktheorie hin: der eine durch den Schlu8 von den verdoppelten 
Intervallen, der andere durch die Wendung éuaGopev yao, der sonst nur in 
der Sectio canonis vorkommt. Wir kénnen also annehmen, daB beide Beweise 
aus derselben Quelle stammen. 

Der Satz X 9 selbst stammt nicht aus dieser triiben Quelle, denn er bildet, 
wie wir gesehen haben, einen Kernsatz der Theorie Oe. Er riihrt wie die ganze 
Theorie von jenem klaren Denker her, der zum ersten Male die Begriffe rational 
und irrational, kommensurabel und quadriert kommensurabel exakt gefaBt 
und die grundlegenden Satze dariiber bewiesen hat. Der Beweis, wie er bei 
Euklid steht, mu8 spater eingefiigt worden sein. Der urspriingliche Beweis hat 
offenbar nicht in Euklids System hineingepaBt, und Euklid (oder seine Vorlage) 
hat ihn durch einen anderen, aus dem Gedankenkreise der Theorie Ap stam- 
menden, ersetzt. Wollen wir die urspriingliche Gestalt der Theorie Ge wieder 
herstellen, so miissen wir die Beweise von X 9-10 tilgen. Ob der ganze Satz 
X 10 getilgt werden muB, ist mir nicht klar. Irgend ein Existenzsatz fiir nicht 
meBbare und fiir nicht quadriert meBbare Strecken muB doch wohl zur Theorie 
Oe gehdrt haben, aber wie er gelautet hat und was mit ihm geschehen ist, als 
ein Teil der Theorie Oc mit dem Hauptteil des X. Buches zu einem Werk 
vereinigt wurde, das wissen wir nicht. 


§ 3. Der Begriff des Verhiltnisses in der Theorie Oe. 
Die Wechselwegnahme. 


In den wichtigsten Satzen der Theorie Oe ist von Verhaltnissen die Rede, 
und zwar nicht nur von Verhaltnissen kommensurabler GréBen, sondern auch 
von irrationalen Verhaltnissen (vgl. besonders X 11: Stehen vier GréBen in 
Proportion und ist die erste der zweiten inkommensurabel, so auch die dritte 
der vierten). Es muB also der Theorie eine Definition der Proportion zugrunde 
gelegen haben, die nicht nur auf kommensurable GréBen anwendbar ist. 
Welche ? 

Auf diese Frage scheint mir nur eine Antwort mdéglich zu sein. Die Defini- 
tion 20 des Buches VII ist nur auf meBbare Verhaltnisse anwendbar. Die 
Eudoxische Definition der Proportion aber, auf der Euklid V-VI aufgebaut 
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ist, kann der Urheber der Theorie Oc noch nicht gekannt haben. Eudoxos 
bliihte 368, und das Gesprach zwischen Theaitetos und Theodoros soll nach 
Platon vor Sokrates Tode (399) stattgefunden haben. AuBerdem: Wenn die 
Eudoxische Definition schon der urspriinglichen Darstellung der Theorie Qc 
zugrunde gelegen hatte, so ware fiir den Redaktor des Buches X gar kein 
Grund vorhanden, die urspriinglichen Beweise der Satze X 9-10 zu verwerfen. 
Er hat sie offenbar deswegen durch neue ersetzt, weil sie in den Rahmen des 
Euklidischen Werkes nicht paBten, eben weil sie auf einer anderen Definition 
der Proportion beruhten. 

Auch eine Stelle der zweiten Analytik des Aristoteles (I 5, p. 74a, 17-25) 
deutet darauf hin, daB es vor der Eudoxischen Proportionenlehre noch eine 
dltere gegeben hat, in der die Beweise fiir Zahlen, Strecken, Kérper und Zeiten 
getrennt gefiihrt wurden. 

Mir ist nur eine Definition der Proportion bekannt, die hier in Betracht 
kommt, namlich die folgende: Zwei GréBen haben dasselbe Verhaltnis wie 
zwei andere, wenn sie dieselbe ,,Wechselwegnahme“ haben, d.h. wenn das 
wechselseitige Wegnehmen der kleineren GréSe von der gréBeren, wie es beim 
Euklidischen Algorithmus gemacht wird, bei den ersten beiden GréBen zu der- 
selben Quotientenreihe fiihrt wie bei den anderen beiden. ZeutuEN®), DyksTER- 
nus’) und Becxer®) haben diese Definition der Proportion aus einer Aristo- 


telesstelle*®) und der Erlauterung dazu bei Alexander von Aphrodisias heraus- - 


prapariert, und ihre Beweisfiihrung scheint mir vollkommen iiberzeugend. 
Wir sehen jetzt aber, daB man sogar ohne die Aristotelesstelle unter ausschlieB- 
licher Berufung auf Euklid zu dem zwingenden Schlu8 kommen kann, da8 
Alexander recht hatte, wie er schrieb: ,,Es ist aber die Definition der Proportio- 
nalen, deren sich die Alten bedienten, folgende: In Proportion stehen GréBen 
zueinander, denen dieselbe Wechselwegnahme (Anthyphairesis oder nach Ari- 
stoteles Antanairesis) zukommt.“ 

Diese Definition mu8, wie wir jetzt sehen, auch der Theorie Oe zugrunde 
gelegen haben; denn welche kame sonst in Betracht ? Und in der Tat findet 
man einen Hinweis auf die Wechselwegnahme genau dort, wo man sie nach 
unserer Auffassung erwarten wirde, namlich am Anfang des X. Buches! Zwar 


*) Zeutuen, H. G.: Danske Vidensk. Selsk. Skriften, nat.-math. Aft. (8) I. 5, 108 
(306) ff. (1917). 

7) Dyxsternuis, E.J.: De Elementen van Euclides I, 8. 71 (Groningen 1929). 

*) Becker, O.: Quellen'u. Studien Gesch. Math. 2, 311 (1933). 

*) Aristoteles, Topik © 3, p. 158b 29-35: ,,Es scheint aber auch in der Mathe- 
matik einiges wegen des Fehlens einer Definition nicht leicht zu beweisen sein, wie 
z. B. daB die ein Paralielogramm parallel zur Seite schneidende Gerade die Linie und 
die Flache in demselben Verhaltnis teilt ; wenn aber die Definition ausgesprochen ist, 
ist das Gesagte sogleich einleuchtend. Denn dieselbe Wechselweghebung (Antanai- 
resis) haben die Flachen und die Linien. Dies ist aber die Definition der Verhaltnis- 
gleichheit.“ 
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wird dort der endliche oder unendliche ProzeB der Wechselwegnahme nicht 
zur Definition der Verhaltnisgleichheit verwendet - das ging nicht, weil Euklid 
ja seinem System die Definition des Eudoxos zugrunde gelegt hatte - sondern 
als Kriterium, ob zwei GréBen kommensurabel sind oder nicht, und als 
Methode, das gréBte gemeinsame MaB zweier kommensurabler GréBen zu 
bestimmen. 

Es leuchtet ein, daB diese Methode letzten Endes aus der Zahlentheorie 
stammt. Das urspriingliche Problem, das sich in der Bruchrechnung ganz von 
selbst bietet, auch wenn man noch nichts von irrationalen Streckenverhilt- 
nissen ahnt, ist: Wie bestimme ich den gré8ten gemeinsamen Teiler zweier Zah- 
len? Die Lisung dieses Problems liefert das Verfahren der Wechselwegnahme 
der ,,Euklidische Algorithmus“, auf dem sich die Zahlentheorie des Buches 
VII aufbaut. Die Entdeckung dieses Verfahrens fiir Zahlen ist die erste Stufe 
in der Geschichte der Wéchselwegnahme. 

Die zweite Stufe besteht in der mechanischen Ubertragung von den Zahlen 
auf andere GréBen. Dieselbe Wechselwegnahme, die bei zwei Zahlen auf den 
gréBten gemeinsamen Teiler fiihrt, ergibt zu zwei Strecken das gréBte gemein- 
same MaB, falls es ein solches gibt (X 3). Auch auf musikalische Intervalle 
kann das Verfahren iibertragen werden. Geht.man etwa, wie es in einem viel- 
besprochenen Philolaosfragment?®) geschieht, von der Oktave und. der Quinte 
aus, so ist ihre Differenz die Quarte, die Differenz von Quinte und Quarte aber 
der Ganzton. Dieser kann zweimal von der Quarte abgezogen werden; als 
Rest bleibt der kleinere Halbton iibrig. Zieht man diesen von dem Ganzton 
ab, so erhalt man den gréBeren Halbton, und die Differenz des groBen und 
kleinen Halbtones ist das Komma. Weiter wird das Ver- A 
fahren im Philolaosfragment nicht fortgesetzt; was dann 
noch folgt, ist mathematisch wie musikalisch sinnlos. 

Dritte Stufe. Der zunachst mechanischen Ubertragung 
des zahlentheoretischen Verfahrens der 
Wechselwegnahme auf die Geometrie 
muBte, nachdem man auf das Phanomen 
des Irrationalen gestoBen war, die Uber- 
legung folgen: Zu was fiihrt das Ver- 
fahren, wenn kein gemeinsames MaB exi- 
stiert ? Die Antwort war nicht schwer zu 
finden: Dann nimmt die Wechselweg- © f & 
nahme nie ein Ende. Zum Beispiel kann wu. 1. 
man die Seite eines Quadrates einmal auf die Diagonale iibertragen, den Rest 
zweimal auf die Seite, den dann iibrigbleibenden Rest wieder zweimal auf 












10) Diets: Fragmente der Vorsokratiker, Philolaos. 
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den ersten Rest, usw. Jeweils nach zwei Schritten wiederliolt sich das Rest- 
verhaltnis. Tragt man namlich (Fig. 1) die Seite A B auf die Diagonale AC 
ab, sd bleibt CD iibrig. Errichtet man nun in D das Lot DE, so wird 
CD = DE = EB. Zieht man nun BE = CD von BC = AB zunachst einmal 
ab, so bleibt CE als Rest, und das Verhaltnis CD: CE ist gleich dem ur- 
spriinglichen Verhaltnis AB: AC. Also wiederholt sich das Verfahren ohne 
Ende"). 

Haben dagegen zwei Strecken ein gemeinsames MaB, so fiihrt das Verfahren 
der Wechselwegnahme auf immer kleinere Vielfache dieses MaBes, muB also 
einmal abbrechen. Daraus folgt das 

Irrationalitatskriterium X 2. MiBt, wenn man unter zwei ungleichen GréBen 
abwechselnd immer die kleinere von der gréBeren wegnimmt, der Rest niemals 
genau die vorangehende GréBe, so miissen die GréBen inkommensurabel sein. 

Dieses Kriterium wird bei Euklid niemals angewandt. Die Tatsache, daB es 
in den Euklidtext hineingeraten ist, deutet darauf hin, da8 es einmal in einer 
Theorie des Irrationalen eine gréBere Rolle gespielt hat. In der Tat werden wir 
spiter wahrscheinlich machen, daB Theodoros von Kyrene mit Hilfe dieses 


Kriteriums die NichtmeBbarkeit der Quadratseiten 5, #5, ..., Wy, nach- 
gewiesen hat. 
Vierte Stufe. Durch die Quotientenzahlen g,, g., ..., die angeben, wie oft 


die kleinere von zwei GréBen sich von der gréBeren und der Rest von der klei- 
neren (usw.) abziehen 148t, wird das Verhaltnis der beiden GréSen immer 
genauer bestimmt (vg. das in FuBnote 11 behandelte Beispiel der Seiten- und 


4) Herr Reipemeister macht mich freundlichst aufmerksam, daB die Seiten- 
und Diagonalzahlen bei Theon von Smyrna (ed. Hitter, S. 43-44), auf die auch Platon 
im Staat (546C) anspielt, mit der eben geschilderten Wechselwegnahme sachlich un- 
mittelbar zusammenhangen. Setzt man in Fig.1 namlich AB =z und AC = y, 
ebenso CD = 2’ und CE = y’, so ist 


se z' + y’ 
y=2r) +2=22' +y/’. 

Setzt man nun fir z’ und y’ zwei Zahienwerte ein, deren Verhaltnis das Verhaltnis 
der Quadratseite zur Diagonale annahert, so erhalt man in z:y eine verbesserte 
Naherung. Von 1:1 als erster Naherung ausgehend, erhait man als nachste 2:3, dann 
die von Platon erwahnte Naherung 5:7, dann 12:17, usw. wie bei Theon. 

Man erhilt dieselben Zahlen offenbar auch, wenn man die Wechselwegnahme nach 
‘n Schritten abbricht und den Rest vernachlassigt. Denn diese Vernachlassigung be- 
deutet gerade, da8 man fir die letzte Seite und Diagunale z’ und y’, auf die man nach 
n Schritten kommt, das Verhaltnis 1:1 ansetzt; die vorletzter® werden dann 3:2, 
usw. 

Bekanntlich verwendeten die Pythagoreer den Satz Euklid I] 9 zu dem Nachweis, 
daB die Seiten- und Dijagonalzahlen die Gleichung 

22—y=+1 
erfillen. Aut Grund dieses Satzes kann man namlich leicht zeigen, daB z und y diese 
Gleichung erfiillen, sobald z’ und y’ sie erfiillen, wobéi das Vorzeichen immer wechselt 
Siehe Paoxios, Kommentar zum Staat II, Kap. 23 wu. 27. 
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Diagonalzahlen). Im Fall der Kommensurabilitat kann man, wenn die Quo- 
tientenzahlen bekannt ‘sind, sogar genau angeben, wie oft das gemeinsame 
MaB in den letzten Rest, den vorletzten usw. und schlieBlich in die gegebenen 
GréBen aufgeht, also ist ihr Verhaltnis in diesem Falle durch die Quotienten- 
zahlen 4, Ya, - - - eindeutig bestimmt. Umgekehrt hingen die Quotientenzahlen 
(auch im inkommensurablen Fall) offensichtlich nur von dem Verhiltnis der 
gegebenen GréBen ab: proportionale GréBen haben dieselben Quotientenzahlen. 


Durch diese Uberlegungen wird der Gedanke nahegelegt, die Gleichheit der 
Quotientenzahlen ganz allgemein zur Definition der Verhaltnisgleichheit zu 
benutzen. Wer es war, der um die Jahrhundertwende diesen tiefsinnigen Ge- 
danken zuerst erfaBt hat, wissen wir nicht; wir wissen aber, daB die Theorie Oc 
auf dieser Definition der Proportion aufgebaut war. Wir kennen auch (aus 
Aristoteles; siehe FuBnote 9) einen Beweis, der auf Grund dieser Definition 
der Proportion gefiihrt wurde, nimlich den Beweis des Satzes, daB zwei Recht- 
ecke auf derselben Basis dasselbe Verhaltnis haben wie ihre Héhen: ab: ac 
=: 5: ¢. 

Auf Grund dieses Rechtecksatzes kénnen wir uns nun auch denken, in welcher 
Weise man die Vertauschung der Mittelglieder in einer Proportion, die ja nach 
Aristoteles ,,friiher gesondert bewiesen wurde fiir Zahlen, Strecken, Kérper 
und Zeiten“, im Fall der. Strecken dargetan hat. Denn aus a: = c¢:d folgt 
nach dem Rechteckssatz ac: be = ac: ad, daraus bc = ad, daraus wieder nach 
dem Rechteckssatz a: c = ab: ch = ab: ad = b: d"*). Bei diesem Beweis wird 
davon Gebrauch gemacht, daB aus A: B= A:C folgt B =C. Diese kann 
man, wie Becker®) gezeigt hat, mit Hilfe des Satzes X 1 bewcisen. Und nun 
erklart sich sehr schén, warum dieser Satz X 1, dessen wichtigste Anwendun- 
gen bei Euklid erst viel spater kommen, am Anfang des X. Buches steht. 
Er wird zwar auch zu einem eleganten Beweis des Irrationalititskriteriums 
X 2 gebraucht, aber dieses Kriterium kann man, wie wir oben geschen haben, 
auch direkt beweisen. Der wahre Grund, warum der Satz X 1 am Anfang des 
X. Buches steht, scheint mir vielmehr der zu sein, daB er in der Begriindung 
der Proportionenlehre, mit der die Darstellung der Theorie Oc urspriinglich 
anfing, eine wesentliche Rolle gespielt hat. Wir haben ja schon friiher' (§ 2) 
bei der Analyse des X. Buches gesehen, daB dessen Verfasser die Eigentiimlich- 
keit hat, manchmal Hilfssatze, die erst viel spiter gebraucht werden, ganz 
an den Anfang zu stellen: so ist X 14 nur ein Hilfssatz zu X 103-107, und 
X 17-18 werden erst bei X 54 und folgende gebraucht. So hat er auch den 
Satz X 41, der eigentlich erst zu dem Nachweis gebraucht wird, da8 aus der 
Gleichheit der Vorderglieder einer Proportion die Gleichheit der Hinterglieder 
folgt, vor X 2-3 gestellt und den Beweis von X 2 auf X 1 gegriindet. Kein 


12) Fiir diese Beweismethode siehe Euklid V1 16 und VII 19. 
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Mathematiker wiirde jemals X 1 zum Beweis von X 2 erfinden; wohl aber 
kann man, wenn man X { einmal hat, ihn zu dem raffinierten Beweis von X 2, 
den wir bei Euklid vorfinden, benutzen. 


Hat man einmal den Satz von der Vertauschung der Mittelglieder einer’ 
Proportion in der angegebenen Weise bewiesen, so bieten die itbrigen Satze 
der Proportionenlehre nach Becxer®) keine Schwierigkeit mehr. 


Alle vier Stufen der Geschichte der Wechselwegnahme lieBen sich durch 
gute alte Quellen belegen: die erste durch Euklid VII, die zweite durch X 3 
und Philolaos, die dritte durch X 2, die vierte durch Aristoteles und X 1. Die 
Reihenfolge der vier Stufen ist durch die Entwicklung der Gedanken selbst 
vorgeschrieben. 


Wir sind jetzt imstande, uns ein klares und nur in belanglosen Einzelheiten 
unsicheres Bild von dem Aufbau der Theorie Gc, wie sie Platon bekannt war, 
zu machen. 


Am Anfang standen die Definitionen der Kommensurabilitaét, der Wechsel- 
wegnahme und, darauf fuBend, der Proportion. Der Begriindung der Propor- 
tionenlehre wurde der Hilfssatz X 1 vorausgeschickt, dann folgten die Satze 
X 2-3 iiber Wechselwegnahme und gréBtes gemeinsames MaB, das einzige, 
was uns bei Euklid von der Antanairesislehre iibrig geblieben ist. Nun kam 
wahrscheinlich ein Abri8 der Proportionenlehre, sofern diese nicht schon da- 
mals als bekannt vorausgesetzt werden konnte, was ich nicht beurteilen kann. 
Die Vertauschbarkeit der Mittelglieder einer Proportion wurde fiir Strecken 
etwa in der oben angegebenen Weise mittels X 1 bewiesen, fiir Flachen-und 
Raumkérper aber nach der Andeutung des Aristoteles getrennt, vielleicht 
durch Zuriickfihrung auf den entsprechenden Satz fiir Strecken. 


Nun wurden die fiir die eigentliche Theorie Oc grundlegenden Begriffe 
quadriert kommensurabel, meBbar und quadriert meBbar eingefiihrt und die 
drei Hauptsatze der Theorie bewiesen, die wir oben gesperrt haben: X 5-6 fiir 
Strecken, X 9 fiir Quadratflachen und R fiir Rauminhalte. Uber die Beweise 
dieser S&tze wissen wir nichts, als da8 sie auf Grund der Definition der Ver- 
haltnisgleichheit durch die Wechselwegnahme gefiihrt wurden und daher in 
der Euklidischen Redaktion durch andere ersetzt werden muBten. Aus X 9 
wurde der im Dialog erwahnte Satz Q. gefolgert. Dieser enthielt schon einen 
Existenzbeweis fiir nur quadriert meBbare Strecken. Vielleicht schloB sich 
daran noch ein Existenzbeweis fiir nicht quadriert meBbare Strecken (wie 
X 10). An X 5-6 konnten sich die einfachen Folgerungen X 11-13 kniipfen, an 
Satz R der zu Satz Q analoge Satz fiir Wiirfelkanten, der im Dialog durch die 
SchluBworte des Theaitetos: ,,Und ebenso bei den Rauminhalten“ angedeutet 
wird. 
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Der Autor des X. Buches hat aus dieser Theorie die Satze herausgesucht, 
die im Hauptteil gebraucht werden, und ein spaterer Redaktor hat diejenigen 
Beweise, die wesentlich auf der alten Definition der Proportion beruhten, durch 
andere ersetzt, die sich an die Theorie Ap anlehnten. Jener Autor war ein her- 
vorragender Mathematiker, der das Ganze, wie wir noch sehen werden, zu 
einer logisch wohldurchdachten Einheit gemacht hat, wohingegen der Redaktor 
der Beweise X 9-10 sich betrachtliche logische Mangel zuschulden hat kommen 
lassen. Wer war nun jener Autor ? 


$4. Der Urheber der Theorie Oe und die Beziehung zum 
Hauptteil des X. Buches. 

Wie H. Vocr"*) in seiner wertvollen Studie ausfiihrlich auseinandergesetzt 
hat, sind zwar die a4uBeren Umstande des Dialoges Theaitetos, insbesondere 
die Begegnung des alten Theodoros mit dem jungen Theaitetos, nicht als 
historische Wahrheit ernst zu nehmen, wohl aber die Abgrenzung der wissen- 
schaftlichen Leistungen der Dramatis Personae. Man kann unméglich an- 
nehmen, da8 Plato seinen gefallenen Freund Theaitetos, dem zu Ehren der 
Dialog geschrieben ist, mit fremden Federn hat schmiicken wollen. Was dieser 
also als Ergebnis seiner eigenen Uberlegungen mitteilt und scharf gegen das, 
was Theodoros ihm vorgetragen hat, abgrenzt, mu8 ihm auch wirklich an- 
gehéren. : 

Als Bestatigung kommt noch das bekannte Scholion hinzu, das dent Satz X 9 
dem Theaitetos zuschreibt'*). Ich nehme an, daB der Scholiast aus einer Quelle 
schépft (vielleicht einem Theaitetos-Kommentar), die eine die Theorie Oc 
enthaltende Arbeit unter dem Namen des Theaitetos gekannt hat. Diese 
Arbeit, vielleicht eine Jugendschrift des Theaitetos, ware demnach getrennt 
vom Hauptteil des X. Buches verdffentlicht worden. Jedoch wollen wir diese 
unsicheren Vermutungen nicht weiter ausspinnen. 

DaB Theaitetos selbst der Urheber der Theorie Qe ist, wird noch bestatigt 
durch die Beziehung dieser Theorie zu ihrer Fortsetzung und Erweiterung im 
X. Buch. Denn die Satze 14-16. dieses Buches, die, wie wir gesehen haben, 
bereits zum Hauptteil gehdren, schlieBen sich ganz logisch an 11-13 und 
friihere Saétze an. Die Satze X 11 und X 14 fangen sogar fast mit denselben 
Worten an. Der Stil der Beweise ist ganz derselbe: der gleiche Geist scharfer 
Logik ist in allen zu erkennen: Auf die eigentiimliche Art des Verfassers, Hilfs- 
sitze nicht dort zu bringen, wo sie gebraucht werden und wo ihr Zweck ein-. 
leuchtet, sondern viel weiter vorne, haben wir schon hingewiesen. 


18) Voct, H.: Bibliotheca Math. 10, 97 ff (1910). 

44) Scholium zu Euklid X 9: ,,Dieses Theorem ist eine Erfindung des Theaitetos 
und wird von Platon in seinem Dialog erwahnt. Aber dort (bei Platon) wird es speziell 
hier uber (bei Euklid) allgemein ausgesprochen.“ 
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Nun kénnte man noch einwenden, daB das alles vielleicht eine nachtragliche 
Glittung, das Werk eines Redaktors sein kénne. Was aber entscheidet, ist, 
daB nicht nur die 4uBere Form, sondern auch die Beweismethoden iiberein- 
stimmen, daB im ganzen Buch X mit Flachen und Strecken nach den Metho- 
den der geometrischen Algebra gerechnet wird, und vor allem, daB die Grund- 
idee der Theorie @e: irrationale Strecken zu benennen und zu unterscheiden durch 
Benennung und Unterscheidung der auf sie errichteten Quadrate, sich durch das 
ganze X. Buch hindurchzieht. Die Irrationalitat der Binomiale z. B. wird da- 
durch bewiesen, da8 ihr Quadrat irrational ist; ebenso wird die Verschieden- 
heit der 13 Hauptgattungen von Irrationalitaten durch die Verschiedenheit 
ihrer Quadrate begriindet. 

Die Identitat der Urheber dieser beiden Teile des X. Buches ist also unver- 
kennbar. Nun sind aber Mediale, Binomiale und Apotome nach dem Zeugnis 
des Eudemos"*) Erfindungen des Theaitetos, der sie mit den drei Mitteln in 
Beziehung gesetzt hat. Also muB auch die Theorie Oc von Theaitetos her- 
riihren. 

Sollte man nach diesem iibereinstimmenden Zeugnis der besten Quellen 
immer noch zweifeln und wie ReipEMEISTER (I. c.) den Verdacht duBern, ,,daB 
Theatet der Mathematiker nur eine Legende ist, die sich um den Theatet des 
platonischen Dialoges kristallisiert hat‘, so kann dieser Verdacht sofort ent- 
kraftet werden durch den Hinweis auf das Scholion zu Euklid XIII, das die 
Erfindung des Oktaeders und des Ikosaeders dem Theaitetos zuschreibt. Die- 
ses Scholion kann in keiner Weise aus dem Platonischen Dialog hergeleitet 
werden, denn dort steht kein Wort iiber die regularen Kérper. Erginzend kommt 
noch die (wiederum unabhangige) Mitteilung des ,,Suidas‘‘ hinzu, daB Theaite- 
tos als erster die sogenannten fiinf Kérper konstruierte. Denkt man bei diesen 
Konstruktionen, wie es naheliegt, an die kunstvolle Herstellung der 5 regu- 
laren Kérper in Euklid XIII, bei der die Begriffe Minor und Apotome aus 
Buch X benutzt werden, so erhalt man einen weiteren, von allen Theaitetos- 
kommentaren véllig unabhangigen Hinweis auf die Beziehung des Theaitetos 
zum Buche X. Wie man da noch zweifeln kann, ist mir ein Ratsel. Auch im 
Beweisstil sind Ahnlichkeiten zwischen dem X. und XIII. Buch nachweisbar, 
aber das auszufiihren, wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen"*). 

Derjenige, der die Beweise von X 9-10 durch neue ersetzt hat, um so den 
Anfang des X. Buches mit der Eudoxischen Proportionenlehre in Einklang 
zu bringen, wird woh] Euklid selbst gewesen sein. Denn wir haben gesehen, 


45) Bei Pappos im arabischen Kommentar zu Euklid X. Siehe Toomson, W. und 
G. Junce: The Commentary of Pappus, Cambridge 1930. 

18) Eva Sacus hat im Anschlu8 an Tannery den Nachweis erbracht, daB das 
XIIT. Buch eine Abhandlung des Theaitetos darstellt, die Euklid als Ganzes in seine 
Elemente aufgenommen hat. Siehe Sacus, E.: Die fiinf platonischen Kérper, Philol. 
Unters. Heft 24, Berlin 1917. 
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daB diese neuen Beweise mit der Sectio canonis, die auch auf Euklids Namen 
steht, sprachlich verwandt sind. Derselbe Euklid wird wohl auch die Satze 
X 1-6 fiir allgemeine GréBen formuliert haben, statt fiir Strecken’’). So be- 
statigt sich die Mitteilung des Proklos, da8 Eukleides, der die Elemente zu- 
sammenbrachte, vieles von Eudoxos zusammengeordnet und vieles von Theai- 
tetos vollendet habe. 


§ 5. Theodoros von Kyrene und das Irrationalitaétskriterium X 2. 


Die vierte Stufe in der Entwicklung der Idee der Wechselwegnahme fanden 
wir in der Theorie Ge, die der Theaitetos des Dialoges fiir sich in Anspruch 
nimmt. Wollen wir iiber die vorangehende Stufe etwas mehr erfahren, so miis- 
sen wir zuhéren, was er iiber seinen Lehrer Theodoros sagt: 


Tlept Suvadyewy tt hutv Ocddwpoc Unser Theodoros hier zeichnete etwas 
53e Eypape, tH¢ te telmodog mépt auf Quadratseiten Beziigliches' und 
xat mevtérodoc &ropatvev Sti uyxet machte bei der dreifiiBigen und finf- 
od Edupetpor tH modtala, xal obrw  fiiBigen klar, daB sie nicht linear kom- 
xata lav éxdotyy mpoatpobuevoc mensurabel sind zu der einfiiBigen; so 
utyot tio émtaxadexdrodoc. év 8 nahm er jede einzeln heraus bis zu der 
zalty mw évécyerto. 17-fiBigen. Bei dieser wurde er irgend- 

wie aufgehalten. 


Hier ist Sivaysc nicht, wie in der spiten mathematischen Literatur, mit 
,,Quadrat“ zu iibersetzen, sondern es handelt sich um Strecken, die Quadrate 
erzeugen (d0vavra). Das geht nicht nur aus dem Ausdruck pyxer obupetpos 
hervor, der nur auf Strecken anwendbar ist und bei Platon dieselbe Bedeu- 
tung hat wie bei Euklid, sondern auch aus der Fortsetzung des Textes, wo 
Theaitetos gewisse Strecken duvéuers nennt. Sprachlich erscheint es durchaus 
médglich, unter der Macht oder Kraft, die ein Quadrat hervorbringt, die Qua- 
dratseite zu verstehen. Spater hat man, sprachlich weniger korrekt, unter 
Sivauic das hervorgebrachte Quadrat verstanden. - Die ,,dreifiiBige’‘ Qua- 
dratseite ist die, deren Quadrat eine Flache von 3 QuadratfuB hat, d.h. die 
Strecke w,. Theodoros hat also 5, w, usw. bis #, einzeln durchgenommen 
und gezeigt, daB sie mit , nicht kommensurabel sind. Theaitetos hat sich 
daraufhin iiberlegt, daB es doch unendlich viele Quadratseiten w, gibt, die 
man durch einen allgemeinen Begriff erfassen miBte. Das Ergebnis dieser 
Uberlegung kennen wir schon (§ 2). 

Daraus, daB Theodoros mit w, und nicht mit w, angefangen hat, hat schon 
ZEUTHEN geschlossen, daB die Irrationalitét von w, schon friiher bekannt war. 
In der Tat haben wir im I. Teil dieser Arbeit gesehen, da8 Plato und Aristo- 


17) So Becker, O., |. c.*). 
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teles mehrfach auf einen damals offenbar allgemein bekannten Beweis fiir die 
Irrationalitat der Quadratdiagonale w, anspielen und daB das methodische 
Hilfsmittel zu diesem Beweis: die Lehre vom Geraden und Ungeraden, schon 
um die Mitte des 5. Jahrhunderts vorhanden war. - 

Mit welcher Methode hat nun Theodoros #5, 5, . .., #7 untersucht ? 

Eine Moglichkeit miissen wir ausscheiden, namlich da8 Theodoros die Nicht- 
meBbarkeit von w,, auf die Unméglichkeit der Gleichung p* = nq? zuriick- 
gefiihrt und diese Gleichung dann weiter zahlentheoretisch behandelt hat. 
Denn erstens ist zu dieser Zuriickfiihrung, wie wir gesehen haben, ein Satz 
wie X 9 erforderlich, der die Beziehung zwischen der geometrischen Figur und 
der Zahlengleichung p* = nq* vermittelt, und diesen Satz hat erst Theaitetos 
bewiesen; zweitens war Theodoros nach allen Zeugnissen Geometer und kein 
Zahlentheoretiker, und drittens ware bei dieser Methode kein einziger Grund 
vorhanden, bei 17 aufzuhéren: gestatten doch die Teilbarkeitssdtze des Buches 
VII, die zur Zeit des Theodoros sicherlich schon vorhanden waren, ohne weite- 
res eine allgemeine Entscheidung der Méglichkeit der Gleichung p* = nq’. 

Aus ahnlichen Griinden kommt auch eine Anwendung der Theorie Ao fiir 
Theodoros nicht in Frage. 

Zwei Hypothesen sind aufgestellt worden, die beide das Abbrechen bei 
#,, befriedigend erklaren, namlich von ZEuTHEN"™*) und ANDERHUB"®). Beide 
gehen von der Annahme aus, daB Theodoros das Irrationalitatskriterium X 2 
verwendet hat, dag ZeutHEN deswegen auch als ,,le critére de Théodore“ 
bezeichnet. 

ZEUTHEN nimmt an, da8 Theodoros die Inkommensurabilitat der Strecken 
w, und #, wirklich bewiesen hat, indem er zeigte, daB bei der gegenseitigen 
Wegnahme das Streckenverhaltnis sich nach einigen Schritten wiederholt, 
ahnlich wie wir das in § 3 bei der Quadratdiagonale gesehen haben. ANDERHUB 
weist demgegeniiber auf das von Platon gebrauchte Verbum &ropatve hin, 
das nicht notwendig ,,beweisen“, sondern nur ,,aufzeigen“, ,,.klar machen“ 
heiBt. Nach seiner Annahme hat Theodoros die Wechselwegnahme nur soweit 
durchgefiihrt, als es bei der beschrankten Genauigkeit einer Sandrechnung 
mdglich war, und konnte dann jedesmal noch einen kleinen iibrig bleibenden 
Rest ,,aufzeigen“‘. Bei ZEuTHEN ist also, modern ausgedriickt, die Periodizitat 
der Kettenbruchentwicklungen fiir //3, //5, usw. bis 17 maBgebend, und 
das Aufhoren bei /17 erklart sich einfach daraus, daB der Kettenbruch fiir 
V 19 eine sechsgliedrige Periode hat, das Verfahren also bei #, sehr langwierig 
wird, wihrend #,, = 3 - w, uninteressant ist. ANDERHUB dagegen erklart das 
Aufhéren bei /17 so, daB Theodoros die Strecken w,, #5, , . ., #37 sukzessiv 


*) Zeutuen, H. G.: Oversigt Danske Vidensk. Selsk. Forhandl. 1915, S. 348 ff. 
#*) Anperuus, J. H. in: Joco-Seria aus den Papieren eines reisenden Kaufmanns, 
Gewidmet den Freunden des Hauses Kalle & Co. A.G., 8. 161 ff. Wiesbaden 1941. 
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nach Pythagoras konstruiert habe (siehe Fig. 2), wobei durch die schnecken- 
artige Drehung der Figur die Strecke ,, ganz in die Nahe der Ausgangs- 
strecke w, kam, wodurch Theodoros, wie Platon es so treffend ausdriickt, 
,,aufgehalten wurde“. 

Gegen die ZeutHensche Erklarung hat K. v. Fritz geltend gemacht”), das 
Kettenbruchverfahren sei so langwierig, da8 Theodoros es kaum fiir |/3 bis 
VY 17 in einer Schulstunde durchgefiihrt haben kénnte, wie Platon dies vor- 
aussetzt. ANDERHUB fiigt noch 
hinzu, da8 Theodoros die mathe- 
matischen Voraussetzungen da- 
zu nicht hatte, die erst Eudoxos 
in die Mathematik einfihrte. 
Um beiden Einwanden zu be- 
gegnen, werde ich jetzt ein 
Beweisverfahren angeben, das 
ganz im Rahmen der geometri- 
schen Algebra verlauft und das 
Theodoros sehr wohl in einer 
Unterrichtsstunde vor einem so 
hervorragend begabten und in- 
teressierten Hoérerkreis hatte 
vorfiihren kénnen. 

Es sei e die Einheitsstrecke und w eine von den Strecken 5, #s, . . ., #7. 
Wir ziehen e so oft es geht von w ab und ersetzen dann e und den Rest durch 
zwei Strecken im gleichen Verhaltnis, weil es fiir die Fortsetzung des Ver- 
fahrens nur auf das Verhaltnis ankommt. Dann ziehen wir wieder die kleinere 
der beiden Strecken so oft als méglich von der gréBeren ab, usw. bis das Ver- 
haltnis sich wiederholt. Aus der Wiederholung folgt dann, da8 das Verfahren 
kein Ende nimmt, mithin die Ausgangsstrecken e¢ und w inkommensurabel 
sind. 

1. Fall: w,. Die Strecke e l48t sich einmal von w abziehen: Rest w —e. 
Die Strecken e und w —e ersetzen wir durch die zu ihnen proportionalen 
w + e und 2¢. Es gilt namlich, wie wir nachher geometrisch beweisen werden, 
die Proportion 








Fig. 2. 


(4) e:(w —e) = (w + e) : 2e. 


Die Strecke 2e lat sich einmal von w + e abziehen: Rest w — e. Nun wer- 
den 2e und w —e wieder durch proportionale Strecken ersetzt: 


(2) 2e: (w —e) = (w+ e):e. 


*) Pauty Wissowa, Realenzyklopadie 1821 unter Theodoros. 
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Die Strecke e l4Bt sich zweimal von w +e abzieher:. Rest w —e. Das 
Verhaltnis e: (w —e) kam in (1) schon einmal vor, womit der Kreis ge- 
schlossen ist. 























a é J 
c w-2 
e 
8 c a 
w-e 
. 
4 w “ w 4 
Fig. 3. 


Die Proportionen (1) und (2) aber folgen beide aus der Flachengleichheit 
e+ 2e =(w —e)(w+e), 


die ohne weiteres nach Euklid I] 6 bewiesen werden kann, indem man die 
,,Gnomonflache* ABCDEF = 2e*, die Differenz des dreifiBigen Quadrates 
w* und des einfiiBigen Quadrates e*, in ein Rechteck HC mit Seiten w —e 
und w + e verwandelt. 


2. Fall: ws. Die Einheitsstrecke e 148t sich zweimal von w abziehen: Rest 
w —2e. Nun ist, wieder nach II 6, 


e : (w —2e) = (w + 2e) :e. 


Die Strecke e laBt sich viermal von w + 2e abziehen: Rest w —2e. Das 
Verhaltnis e : (w —2e) wiederholt sich. 


3. Fall: w, wird genau so behandelt wie w;: 
e : (w —2e) = (w + 2e) : 2e. 
2e laBt.sich zweimal von w + 2e abziehen; Rest w — 2e. 


2e : (w —2e) = (w + 2e) :e. 


e 14Bt sich viermal von w + 2e abziehen: Rest w —2e. Das Verhaltnis 
e:(w —2e) wiederholt sich. 
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4. Fall: wz. Hier braucht man 4 Proportionen, bis das Verhaltnis e : (w — 2e) 
sich wiederholt: 


e : (w —2e) = (w + 2e) : 3e 
3e :(w—e) = (w +e) : 2e 
2e : (w —e) = (w +e) :3e 
3e : (w—2e)= (w + 2e) : e. 


So geht es weiter. Bei #,, braucht man sogar 5 Proportionen. w,, ist wieder- 
um ebenso einfach wie #s. 


Der nachste interessante Fall #,. wiirde 6 Proportionen beanspruchen: 
wollte also Theodoros seinen Vortrag nicht iiber Gebiihr ausdehnen, so tat er 
gut daran, bei #,, aufzuhéren. Vielleicht wurde er auch durch einen duBeren 
Grund ,,irgendwie aufgehalten“. 


Es wire leicht, die modernen Bezeichnungen w —e, «’ + e usw. durch antike 
zu ersetzen, die bei schriftlicher Fixierung zwar komplizierter ausfallen 





é e 
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Fig. 4. 





wiirden, nicht aber beim miindlichen Vortrag, wo man auf die Strecken hin- 
zeigen kann und sie nicht mit je zwei Buchstaben zu benennen braucht. Die 
Umformung von (# —e) (# + e) mittels der Gnomone war schon den Pytha- 
goreern, den Erfindern der geometrischen Algebra, bekannt**). 


Ich behaupte nicht im Ernst, da8 Theodoros wirklich so verfahren ist wie 
hier angegeben. Ich habe nur zeigen wollen, daB die ZeutHENsche Hypothese 
nichts Unmégliches enthalt. Daneben bleibt immer auch noch die Hypothese 
von ANDERHUB, die durch Platons Worte ,,er wurde irgendwie aufgehalten“ 


21) Eudemos bei Proklos, Comm. in Eucl. S. 419 (FRiEDLEIN). 
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gestiitzt wird, sehr gut méglich, obwohl es mir immer noch nicht recht ein- 
leuchten will, daB Platon eine bloBe Zeichnung und eine daran anschlieBende 
heuristische Betrachtung, die in Wahrheit nichts beweist, als erheblichen 
Beitrag zur Theorie des Irrationalen gewertet haben soll. Da waren doch die 
Anspriiche an die Exaktheit geometrischer Beweisfiihrungen damals schon zu 
hoch, wie das beriihmte Hippokratesfragment iiber die Quadratur der Mond- 
chen, in dem sogar anschaulich evidente Ungleichungen zwischen Strecken 
in aller Form bewiesen werden, deutlich zeigt. 

Recht gut gesichert scheint mir aber, daB Theodoros zum Nachweis der 
NichtmeBbarkeit von #5, #5, . . ., Wy, das Kriterium X 2 angewandt hat. 


(Eingegangen am 13. 1, 1945.) 























